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长程阻错的统计物理理论
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摘 要  一个无序自旋玻璃系统可能有许许多多能量最小态或基态构型. 有些格点的自旋可能在所有这些基态

中都只取同一个值（这种情况称为自旋凝固）. 也有另外一种情况出现，即某些格点在一部分基态中自旋取向上而

在其余的基态中自旋向下；这样的格点称为未凝固的格点. 本文的工作表明，2 个或多个未凝固的格点，虽然每个格

点的自旋都随着基态的不同而改变，但是有可能某一些特定的自旋取向组合不会出现于任何一基态构型中. 这种

现象称为长程阻错. 本文提出一个新的长程阻错序参量 R 来定量刻划这种现象，并将这一统计物理理论用于图的

最小覆盖和 K - SAT 等组合优化问题.
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Abstract  A spin glass system may have many configurations of the same ground-state energy. When the
spins on some of the vertices have the same value among all the ground-state configurations，these vertices are
referred to as frozen. If the spins on some other vertices have different values in different configurations，these
vertices are therefore unfrozen. We show in this work that two or more unfrozen vertices may be prohibited from
taking a certain combination of spin values，even though the spin of each vertex can fluctuate amongst different
ground-state configurations. This phenomenon is called long-range frustration. We present a new long-range
frustration order parameter R to quantify this phenomenon，and apply our mean field theory to the minimum ver-
tex-cover problem and the random K-satisfiability problem.
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1 引言

自旋玻璃理论是无序系统统计物理学的一个分

支，到目前已有 30 年的研究历史 ［1—4］. 一个自旋玻

璃系统的能量图景非常复杂，存在着许多能量低谷，

这些低谷为能量高原和高峰所围绕. 当体系的温度

“充分高”时，体系处于高能状态，因而觉察不到能

量图景的崎岖不平. 当温度降低到某一程度时，体系

开始处于较低能状态；这时能量图景的不规整就开

始发挥作用了，它将体系的状态局限于能量图景的

一部份区域. 这种现象称为各态历经破缺. 随着温

度的进一步降低，体系的状态会被局限于“面积”越

来越小的一个低能量区域. 当一个自旋玻璃体系的

温度以一定的速率由高降低到某一低温时，体系最

终所达到的状态很强烈地依赖于体系的初始状态以

及温度变化的速率；而且如果体系处于某个能量的
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低谷，则需要等待“ 很长”的时间，体系才有可能从

这一低谷逃逸出去，到达一个能量更低的低谷. 这种

现象称为弛豫时间的发散.
由于一个自旋玻璃系统的能量图景非常复杂，

所以它具有非常丰富的低温统计物理性质和动态老

化行为. 历经近三十年的发展，目前这个领域已经积

累了多种理论技巧和方法，而且所发展的思想和方

法已经对其他一些学科，尤其是计算算法学，产生了

非常重要的影响. 在此仅举两个例子：在物理学和计

算科学中广泛应用的模拟退火算法以及近年来新提

出的全景传递算法（ survey propagation）都来源于对

自旋玻璃系统所获得的物理洞察.
一些自旋玻璃体系的基态或能量极小态可以对

应于某些重要组合优化问题的全局或局域最优解.
所以从 2005 年以来，就有一些作者特别关注于自旋

玻璃系统在温度为零时的统计物理性质. 本文的工

作属于这一类. 我们希望探讨的问题是无规网络中

自旋玻璃体系的基态中的长程阻错现象. 在第 2 节

我们将介绍一种定量描述这种强关联的平均场理

论；在第 3 节中，我们将讨论这一理论在一些组合优

化问题及自旋玻璃体系中的应用.

2 长程阻错的统计物理理论

无规网络中自旋玻璃体系的统计物理性质是目

前的一个研究重点. 一个无规网络可以通过如下方

式来产生：在网络的 N 个顶点之间一共最多可能有

N（N - 1）/ 2 条边；然而这些边并不都出现在一个

无规网络中，每条边出现在一个给定网络中的概率

很小，只有 c /（N - 1），其中 c 是一个不随 N 改变的

常量；而这条边不出现在网络中的概率为 1 - c /（N
- 1）. 在产生出来的网络中，平均每个顶点和 c 条

边相连（即平均配位数为 c）. 我们可以给网络的每

个顶点 i%｛1，⋯，N｝赋予一个自旋状态 σi = 1 或

σi = - 1.
一个自旋玻璃体系能量图景极端复杂. 非常有

可能体系存在着不止一个而是许许多多个能量最低

态（基态）. 对一个顶点 i 而言，它的自旋状态可以

分为如下三种情况：（1）自旋 σi 在所有的基态中都

取 + 1 值；（2）自旋 σi 在所有的基态中都取 - 1
值；（3）自旋 σi 在一部分基态中取 + 1 值而在其余

的基态中取 - 1 值. 如果顶点 i 属于情况（1）或

（2），我们则称顶点 i 为一个被凝固的顶点；反之如

果他属于情况（3），则它为一个未被凝固的顶点.

一个自旋玻璃体系可能存在许多未被凝固的顶点.
这些顶点的自旋状态可能依基态的不同而相应地改

变（自旋涨落）. 一个极端重要的问题是这些顶点自

旋涨落之间的关联情况. 不同顶点的自旋涨落是彼

此独立的吗？如果不是，那它们是如何关联起来的？

我们在此尝试来回答这些问题.
我们采取的方法是，直接计算一个未被凝固的

顶点当它的自旋状态被扰动后影响的区域的大小.
在作计算的过程中，我们应用已知的无规网络结构

的统计特征来帮助我们进行简化计算. 我们在此仅

描述计算的基本思路，有兴趣的读者可以参阅文献

［5］及其附录（可在网上全文下载）.
首先任意选取一个未被凝固的顶点 i，并将它的

自旋人为地设置成某一个固定的值 σi
*%｛- 1，1｝.

这一微扰将有可能影响到与 i 直接相连的另外一些

未被凝固顶点，并将它们的自旋状态也固定下来.
这些最近邻顶点的自旋被固定后，又有可能导致顶

点 i 的一些次近邻未被凝固顶点的自旋状态受到影

响；⋯⋯. 扰动的层层传播的最后结果是导致一个连

通区域 ∧i的出现. 在这个区域的所有顶点都是未

被凝固的，且它们的自旋状态都会因为顶点 i 的自

旋取 σi = σi
*而受到影响（被固定）.

这个扰动区域 ∧i 有什么特点？当所研究的自

旋玻璃体系非常大时，∧i 的形状或者是树形（ 其中

不包含任何回路），或者是一个大的连通区域（其中

包含非常多的回路）. 其他形状，例如包含一个回路

的形状，出现的概率都为 0. 树形区域的大小分布可

以很方便地用生成函数法求得，∧i 是树形的概率相

应地可以计算出. 由此我们可以知道 ∧i 不是树形

的概率. 我们将这一个概率记为 R，并称他为长程

阻错序参量. 如果 R = 0，则所有的扰动区域都是树

形，反之，则有一部分未被凝固顶点所对应的扰动区

域包含许许多多回路.
两个随机选取的未被凝固的顶点 i 和 j，如果它

们的扰动区域 ∧i和 ∧ j 都不是树形，顶点 i 和 j 可能

不能同时取自旋值｛σi = σi
*，σ j = σ j

*｝，换句话说，

如果｛σi = σi
*，则 σ j = - σ j

*，如果 σ j = σ j
*，则 σi

= - σi
*；但是，只要 ∧i 和 ∧ j 至少有一个是树形，

则顶点 i 取自旋值 σi = σi
*时，顶点 j 可同时取自旋

值 σ j = σ j
* .

3 应用

3. 1 无规图（网络）的覆盖问题
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一个无规网络是由 N 个顶点和 M = c N / 2 条

边组成的，平均每个顶点和 c 条边相连. 我们在网络

的一些顶点上置放一些标记或“帽子”. 如果一条边

至少有一个顶点上面有标记，则此条边就被认为是

被覆盖住了；如果它的两个顶点上都没有标记，则它

就被认为是没被覆盖. 而且仅当一个网络的所有边

都被覆盖住了，此网络才被认为是被覆盖住了. 给定

一个网络，怎样才能用最少的标记来将它覆盖？这

是一个非常著名的 NP - Hard 类型的组合优化问

题. 人们普遍相信不存在一种高效的算法对所有的

网络都有效.
我们探讨无规网络最小覆盖模式的统计特征［5］.

计算表明，当平均配位数 c < e = 2. 7183⋯时（e 是

自然指数），体系不存在上节所描述的长程阻错现

象（即 R = 0，见图 1）. 在这一参数区域有一种快速

的算法可以找出一个网络最小覆盖模式. 当平均配

位数 c > e 时，网络体系存在长程阻错现象（R >
0），因此 2 个或多个相距很远的未凝固顶点的覆盖

状态可能会很强烈地关联起来. 在这种情况下，改变

其中一个顶点的覆盖状态，将可能会导致非常多

（正比于 N）的其他未凝固顶点的覆盖状态改变. 在

这一参数区域，要断定一个所找到的覆盖模式是最

小覆盖是非常困难的计算任务.

图 1  无规网络的最小覆盖问题中的长程阻错序参量

R（当平均配位数 c > 2. 7183 时序参量 R > 0）

  我们也估算了覆盖一个无规网络最少需要的标

记数目［5］. 我们的基于长程阻错物理图像的统计

物理结果和文献［6］的数值模拟结果以及文献［7］

的严格数学渐远表达式都有很好的符合（ 见图 2）.
这种一致性说明我们的长程阻错物理图像具有一定

的合理性. 目前我们正在希望用计算机模拟的方式

来研究一个给定的无规网络的不同最小覆盖模式之

间的相似性，以便能进一步验证所提出的物理图像.

图 2 覆盖一个无规网络所需要的最小标记的数目（实

线是理论解析估计值［5］，圆点是文献［6］给出的数值计

算结果，虚线是文献［7］给出的严格渐远结果）

3. 2 满足性问题：无规 2-SAT 和无规 3-SAT
满足性问题是判断一个布尔表达式是否可以被

满足（即其值为真）. 例如，如下的表达式

F2 =（x1 & ) x2 ）’（ x1 & x2 ）’
（ ) x1 & x3 ）’（ x2 & ) x3 ）

就可以被 x1 = x2 = x3 = 真所满足. 在上面的表达式

中有 N = 3 个布尔变量和 M = 4 个约束；每个约束里

含有两个布尔变量. 这样的布尔表达式称为 2 - SAT
表达式. 当然也有 3 - SAT，4 - SAT，及一般的 * -
SAT 表达式. 例如，如下的 3 - SAT 表达式是不可满

足的：

F3 =（x1 & x2 & x3 ）’（x1 & x2 & ) x3 ）

’（) x1 & x2 & x3 ）’（x1 & ) x2 & x3 ）

’（) x1 & ) x2 & x3 ）’（) x1 & x2 & ) x3 ）

’（x1 & ) x2 & ) x3 ）’（) x1 & ) x2 & ) x3 ）+
2 - SAT 问题和一般的 * - SAT 问题（* > 3）具有不

同的计算复杂性：判定一个 2 - SAT 表达式是否可

被满足很容易（所需的计算时间随体系大小 N 呈几

何级数增长），而一般的 * - SAT 问题却属于 NP -
完备类型（所需计算时间在最坏情况下随体系大小

N 呈指数增长）. 为了进一步理解造成这种定性差异

的原因，我们在此用统计物理的观点来探讨 2 - SAT
和 3 - SAT.

对无规 2 - SAT 问题，严格的数学定理表明，当

α = M / N（约束数目与变量数目之比）小于 1 时，一

个无规 2-SAT 表达式能被满足的概率为 100% ；而

当 α > 1 时，它可以被满足的概率为 0% . 我们的统

计物理计算与此相符［8］. 我们进一步发现，当 1(α
(4. 4588 时，虽然一个无规 2-SAT 表达式是不可满

足的（基态能量大于 0），但体系并不存在长程阻错.
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只有当 α > 4. 4588 时，长程阻错才会出现（见图 3）.
这个 物 理 图 像 暗 示 着 如 下 的 可 能 性 ：当1(α <
4. 4588 时，存在一种多项式算法，来找到一个能满

足最多约束的布尔变量赋值方式. 我们目前正在尝

试去找到这样一种算法.

图 3 无规 2 - SAT 的相图. 实线是长程阻错序参量 R，

虚线是体系中未凝固的布尔变量的密度 q0 . 当 α（ 约束

的数目比上变量的数目）超过 1 时，q0 < 1（ 即一部分布

尔变量的值被凝固起来了）；当 α > 4. 4588 时序参量 R

开始变得大于 0

对 于无规3 - SAT问题，我们的计算表明，当

α < 4. 189724 时，体系只存在一个无长程阻错的平

均场解，而且这一解在 α)4. 189724 时也是局部稳

定的；当 α > 4. 189724 时，我们还找到了一个存在

长程阻错的平均场解，其长程阻错序参量 R 由 0 跃

变到一个有限值（见图 4）. 我们的平均场理论认为

无规 3 - SAT 表达式将在 α = 4. 189724 处由可以被

满足转变为不能被满足；然而目前文献中通常提到

的转变点为 α$4. 2667. 我们的结果和这一结果有

0. 08 的距离. 显然还需要作出许多努力，才能消除

这一困难.

3. 3 Viana - Bray 模型

Viana - Bray 自旋玻璃模型的哈密顿量为

H = -* Jij σi σ j， （1）

在（1）式中，σi 是顶点 i 的自旋取值；Jij%｛- 1，0，

1｝是顶点与顶点之间的耦合常数（ 如果 i 和 j 之间

不存在一条边，则 Jij = 0）.（1）式中的求和是对一个

无规网络的所有边（ i，j）进行的. 对此模型进行研究

表明，它在温度为零时的相图与无规最大 2-SAT 的

相图完全一样［8］. 当无规网络的平均配位数 c < 1
时，体系处于顺磁态，没有被凝固的顶点；当平均配

位数 1(c < 4. 4588 时，体系处于没有长程阻错的自

旋玻璃态，体系包含被凝固的顶点和未被凝固的顶

图 4 无规 3-SAT 的相图. 圆点是长程阻错序参量 R，方

点是体系中未凝固的布尔变量的密度 q0 . 当 α（ 约束的

数目比上变量的数目）在临界值 α = 4. 189724 时，q0 突

然由 1 降到 0. 5270，而 R 则由 0 跳到 R = 0. 2605

点，未被凝固的顶点的自旋状态彼此不关联；当平均

配位数 c > 4. 4588 时，体系处于有长程阻错的自旋

玻璃态.

4 结论和展望

本文简要介绍了一种探讨自旋玻璃基态中长程

阻错性质的平均场理论. 此理论可以应用于无规网

络中的一些自旋玻璃体系及一些组合优化问题，例

如无规网络的覆盖问题，随机产生的布尔表达式的

满足性问题等等.
本文所描述的平均场理论尚未考虑自旋玻璃体

系中的各态历经破缺带来的影响. 如何成功地结合

各态历经破缺和长程阻错是一个非常有挑战性的问

题，我们正在从不同的角度进行尝试.
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