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摘  要： 通过揭示一般波动方程的物理内涵以及形式上的耦合特征，本文提出波动方程一种新的独

立形式，相应为其构造了一个恰当的定解问题，并讨论该数学模型的可解性问题。 
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1. 引言 
 面对无尽的大自然，人类的认识永远只可能在“批判之批判”的循环往复中得以逐步深化；并

且，可以相信：不断趋于理性层次的认识深化过程同样永无止境。一个半世纪前，由于 Maxwell 引
入“位移电流”这样一个纯粹的人为假设，客观上为人们猜测电磁波的合理存在提供了可能。但是，

随着人类计算能力的提高，人们渐渐明白：经典的 Maxwell 基本方程组数学上其实是不可解的；进
一步说，由其构造的“波动方程”充其量只能计算 1 维传输线中的电磁波传递问题，或者仅仅用以
分析“无穷大空间域”中均匀电磁场由于“点源扰动”所激发电磁扰动传播的问题。[1] 

 因此，除了需要重新检讨物理学陈述中一种纯粹“人为约定”的存在是否真正合理，或者需要

对物理学陈述系统中某个“不容省略”却不知道什么是它的“物质内涵”的形式量，重新考虑如何

为其提供必要的“物质内涵”问题以外，还值得首先从纯粹形式逻辑的角度的出发，认真反思与“波

动方程”相关的数学基础是否恰当与完善的问题。1 
 
2. 关于波动方程的习惯表述是否具有“普适性”意义的反思 
 在涉及数学物理方程的经典理论中，波动方程属于一类极其重要的微分方程。此处，首先大概

介绍目前经典理论对于波动方程的通常认识。在一本名为《波动理论》专门描述各种波动现象的著

述中，著者特地指出：作为具有某种特定形式的数学表述，波动方程能够也必须用来描述所有的波

                                                        
1 需要充分重视人类认识中的“循环反复”以及伴随于认识反复而逐次“深化认识”的历史真实。为此，或许不妨值
得向人们介绍《量子多体理论 —— 从声子的起源到光子和电子的起源 （文小刚，高等教育出版社，2004） 》一
书引言最后写的一段话：“根据物理学历史上的经验，我们敢保证现有的物理理论没有一个是正确的，问题是要找到

现在的理论错在哪里，又该如何去修正。在此我们需要想象和启发。”自觉承认或揭示自然科学中认识不足的真实存

在，无疑具有积极意义。但是，绝对“虚无主义”的论述难免“危言耸听”与“否定一切”之嫌；而且，根本问题

还在于：对于过去的全盘否定，逻辑上必然对未来任何可能的修正同样做出彻底否认。其实，全盘否定过去只是虚

幻的表象，本质意图则是迎合现代“约定论”普遍泛滥的思潮，公然宣扬将自然科学研究寄托于“想象和启发”一

种纯粹“人文主义”主张，从而对自然科学必需的“实体论”基础与“形式逻辑”支撑构成完全否定。然而，人们

总可以坚信：人类对于理性的追求不可能终止于 20世纪，自然科学体系一定能够在“承继性批判和批评性继承”中
得以持续健康发展。但是，无论是“承继性批判”还是“批评性继承”都应该首先真正读懂期望“承继或批判”的

经典论述，而真正读懂前人的书并不容易，特别是与那种崇尚“想象和启发”的研究方式相比无疑艰难得多，需要

化大的力气。 
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动现象。进一步说，只有如下所示的双曲型二次偏微分方程 
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才可能称之为波动方程。其中，如果 f(x, t)所表述的“非齐次源项”不恒等于零，相应表示此时存在
某种扰动源。[2] 

 众所周知，仅仅从某一个特定“形式表述”出发建立全部相关理论体系的做法，大致符合于目

前自然科学研究习惯认同的主要研究方法。事实上，将式（1）所示的数学表述明确界定为“波动方
程”一般性定义的做法，同样被《数学百科全书》这样一些更具广泛影响的工具书所使用，将其称

为“描述各种振动过程和波的传播过程”的方程，从而被赋予人们期待的“普适性”意义。[3] 

 此处，如果不考虑定义于“无穷大域”中相对过分简单的所谓 Cauchy问题。那么，为了满足物
理学陈述通常需要的“唯一性”条件，仅仅有式（1）所示的泛定方程尚不足以求解波动问题，还需
要补充恰当定解条件的问题。除了与波动方程中与“时间导数算子∂ 2/∂t 2 ”相匹配，并且具有一般

意义的初始条件 
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以外，式（1）所示的波动方程还需要满足恰当的边界条件 

 Vtu     cbuu ∂∈=++∇⋅ xxn :),(,0                     (3) 

显然，对于此处所述边界条件的恰当形式，仍然根本决定于出现在波动方程中的特定“空间导数算

子”即 Laplace算子∇ 2 的形式。 
 事实上，正如讨论定义于某个空间域线性微分方程“积分表述”时实际看到的那样，如果一个

恰当数学模型中的泛定方程几乎总和“待定函数的二次空间导数”相关，那么，边界条件则和“该

待定函数的一次空间导数”相关，从而在“边界条件”的恰当表述形式与泛定方程某种形式的“积

分表述”之间隐含特定的逻辑关联。因此，即使由 Laplace算子构造的波动方程能够视为刻画波动现
象的“一般性”形式表述，但是，考虑到不同微分方程可能对应于形式上彼此不同的边界条件，起

码可以做出合理的逻辑推断：由于不能保证与不同形式的边界条件匹配，由式（1）所示波动方程所
构造的数学物理模型不一定真实存在；进而，求解这个特定数学模型也无从谈起。（反过来说，这同

样相合于以往论述已经提到，经典电磁场理论体系中的波动方程之所以出现“无法求解”现象的数

学原因。） 
 其实，或许更能说明式（1）定义的波动方程并不具有“普适性”意义的直接证据在于：姑且不
论相关“几何空间”的定义域以及不同空间域中“导数算子∇”的具体分量形式的不同，弹性力学
在探讨“杆”或“板”的运动学特征时，早已出现类似于如下所示的波动方程 [4] 
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显然，弹性力学中的这个波动方程无法为式（1）替代。而且，切切不要忘记，即使局限于本系列论
文所关心的电磁场理论问题，只是使用“正则规范”这样一个纯粹的“人为约定”才可能够拼凑出

与式（1）大体一致的波动方程。实际上，一旦涉及“动态电磁场”或“电磁波”问题，需要首先面
对的数学表述形式是 
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这样，如果不使用一个对“演绎逻辑”本质上构成完全否定的“正则规范”，经典电磁场理论同样不

可能得到式（1）所示的波动方程。人们熟知：逻辑的本质内涵只可能表现为“同义反复”。依据最
基本的逻辑常识，仅仅凭借逻辑永远不可能告诉人们任何超越逻辑前提的东西。于是，如果某个人

为约定被赋予某种“独立”的实质性内涵，那么，这个人为约定的提出对演绎逻辑已经构成否定；

相反，如果某个人为约定没有任何“实质性”的独立内涵，那么，该约定相应蜕化为“空言性”陈

述，可以重新把这个人为约定从逻辑推理过程中取消。 
 自然科学是描述“自存”物质世界的。因此，即使仅仅从“形式逻辑”的角度考虑，自然科学

体系中任何一个形式系统无论怎样合理，它依然只可能逻辑地隶属于某一个特定的“理想化”物质

对象。同样，式（1）所示的波动方程即使可以被视为一个合理的数学表述，能够通过其内蕴的函数
关系对某一类“波动现象”做出合理描述，但是，这种描述或内蕴的函数关联仍然必须逻辑地隶属

于与其对应的某一类特定的“波动对象”之上。一个特定的形式表述或者由形式表述描述的性质特

征，需要以逻辑地拥有这种性质的“物质主体”的存在而存在。作为一个素朴的理性判断：性质永

远只可能从属于拥有该性质的逻辑主体的存在而存在；没有“物质主体”的前提存在，任何形式描

述的个性特征也逻辑地不复存在。毫无疑问，式（1）所定义的波动方程同样不允许违背这样一种普
遍而素朴的理性判断，不允许被以一场纯粹“想当然”的方式被无条件地“形式固定化”和“普遍

真理化”。事实上，正因为对某种“特定属性”以及拥有这种属性“逻辑主体”之间确定“逻辑从属

关系”上的认识颠倒，现代自然科学中的一些陈述系统在陷入“机械、固定、僵化和过分简单”的

形而上学之中同时，同样陷入彻底的“逻辑紊乱”之中。 
 必须牢牢记住：自然科学仅仅是描述物质世界的。面对“无穷无尽、充满差异和复杂性”的大

自然，需要为不同的形式表述系统自觉地探询“逻辑前提”和“有限论域”的问题，切切不要轻易

谈论“无穷真理”这样的命题，努力探究形式表述后面的那个“独立”于人类主观意志而存在的“客

观”世界。当然，此处在论述物质世界的波动现象时，同样需要允许和正视不同形式波动方程的真

实存在，并且，努力探询不同波动方程蕴含的不同确定物质内涵。 
 
3. 波动方程的“耦合”特征与“实体论”本质 
 无需也不能把数学上的某一个特定形式表述视为一成不变的形而上学，相反必须努力培养一种

自觉的理性意识：任何一个看似“绝对合理”的数学表述，本质上仍然只可能“条件”存在，仅仅

适用于某些“特定”场合，或者总存在一个对其构成制约的“有限”论域。2 
 此处，仍然从纯粹形式逻辑的角度出发，首先考虑《数学百科全书》针对“波动方程”所做解

释中隐含的某些看起来微不足道的认识不当。该书在名为“波动方程”的条目中，特地使用较为抽

象的现代数学语言，对由式（1）所示波动方程构造的“初值问题（Cauchy问题）”做出如下所示的
诠释 
 波动方程 Cauchy问题的经典解，是描述 n维 Euclid空间 E n 中波的传播的函数 u (x, t)。
它在 n+1空间 {x ∈E n, t ≥ 0}中连续可微，在半空间{x ∈E n, t > 0}中二阶连续可微，⋯⋯ 

对于熟悉现代数学中“抽象空间”语言的研究者，此处的陈述无疑十分简单和自然。并且，人们始

终可以相信：努力使用较为抽象的现代数学语言，不妨可以视之为伴随于概念的抽象化，对于相关

数学描述的认识同样愈益深刻和准确。也就是说，概念的抽象化并不仅仅用来显示知识的高深，根

本目的在于为相关理念赋予更具“严谨性”的抽象内涵。事实上，一旦提出此处所说“n+1空间 {x 
∈E n, t ≥ 0}”这样一个“整体性”概念，那么，在逻辑上必然预示一个拥有特定“几何结构”的抽

                                                        
2 从人类自身的“思维实践（主观）”过程考虑，必然遵循“从简单到复杂”这样一种“逐步扩张”规律；但是，如
果从“思维对象（客体）”之间的逻辑关联考虑，则必须严格满足“定义域从复杂到简单”的“逆向约束”关系。其

实，正因为没有真正澄清和分辨这样两个看似简单然而在逻辑上却至关重要的概念，才可能导致诸如M. Kline在《古
今数学思想》一书所述，包括“如何逻辑地看待从自然数到有理数、无理数、虚数的扩张过程”在内的许多认识矛

盾至今仍然困扰着人们。因此，数学上存在的所有逻辑不当问题，仍然需要使用逻辑的工具加以解决；并且，只要

逻辑推理是真正逻辑的，那么，数学上任何逻辑不当问题的解决并不存在本质困难。 

http://www.paper.edu.cn 
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象空间的“整体”存在；进而，当进一步提及这个抽象空间中的函数需要满足“连续可微”条件的

时候，它必然像现代微分几何（尽管该《百科全书》此处的论述只涉及作为一般弯曲空间特例的平

直空间）所描述的那样，必须逻辑地存在隶属于该抽象空间的“梯度”算子：∇ << R n+1。3 毫无疑
问，这个属于特定抽象空间的“不变性”微分算子，只可能逻辑地决定于该抽象空间“自身”蕴含

的几何结构。与此同时，对于定义于该抽象空间中一切连续可微函数而言，该梯度算子允许并且必

须能够在一种“整体”意义上刻画相应的“空间变化”特征。 
 显然，基于“n+1空间 {x ∈E n, t ≥ 0}”抽象概念的“前提”存在，而指出必然存在“空间梯度
算子∇”逻辑推论是一个“虚假”命题。于是，根据形式逻辑最简单的逻辑判断，那个需要被视为
某个几何结构整体的“n+1空间 {x ∈E n, t ≥ 0}”的逻辑前提“必然”不存在。也就是说，在《数学
百科全书》中，将波动方程（1）所描述的标量函数定义在“n+1空间 {x ∈E n, t ≥ 0}”之中，实际
上是一个隐含逻辑悖论的不当数学命题。相反，对于波动方程所描述的标量函数，它的一个恰当形

式定义只能是 

 RtRV  tu ∈⊂∈ ,:),( 3xx                              (6) 

因此，从 “形式逻辑”角度考虑，为波动方程所描述的函数 u(x, t) 可以形式地视为属于两个不同“定
义域”的两个独立函数：u(x) 和 u(t)。但是，从“物理描述”的角度考虑，由于它们逻辑地“同属
于”一个相同的物理实在，两个函数在物理上并不真正独立，共同构造了一个数学上始终处于“耦

合”之中而物理上则同属一个物理实在的函数。 
 其实，正如在所有物理学分析中人们实际承认的那样，当几何点 x 需要当作为函数的“独立”
变量，相应考察函数在“几何空间”呈现的变化规律时，时间 t 自动地降格化为参变量，所描述的
只不过是函数 u(x, t)=u(x) 在某一个特定时刻 t = t’的空间分布；同样，允许把时刻 t界定为自变量，
而空间点 x自然蜕化为参变量，此时的函数 u(x, t)=u(t) 用以描述物质场与某一个特定空间点相对应
时在“时间域”中呈现的变化特征。于是，对于式（1）所示的波动方程，本质上隐含一对处于“耦
合”之中，分别形式地定义在“空间域”中的微分方程 

 32 )( RV   gu ⊂∈=∇ xx                              (7) 

与定义在“时间域”之中的另一个微分方程 

 Rt     h
t
u

∈=
∂
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2

2

                                 (8) 

一般情况下，定义于“空间域和时间域”函数 g和函数 h时刻处于变化之中，通常“无法也无需”
直接写出这两个函数的具体形式。正因为此，式（7）和式（8）所示的形式分解仅仅具有抽象的“示
性”意义，并不意味着这种“形式分解”在“显式”意义上必然存在。 
 尽管如此，做出一种严格符合逻辑的分析仍然具有实际意义。实际上，本质上正归结为“时间”

和“空间”在形式逻辑上必需的“独立”意义，以及它们在“物理理念”上完全对应于两个不具“可

比性”的物理实在：时钟和直尺，这样，才可能为 Einstein 曾经为他的“相对论”以一种“极为自
然和充分合理”的方式所引入的一对“原时（proper time）”和“钢尺（rigid ruler）”概念，提供能满
足逻辑相容性要求的“理性”依据。与此同时，仍然渊源于完全相同的简单道理，在自然科学所有

涉及“场分析”的相关形式表述中，几乎总是自然地将属于 3维空间 R 3 的梯度算子∇ 和定义于时
间域 t的时间导数算子∂/∂t看作逻辑上必须自动满足“独立性”要求、而在物理上相应被赋予“不变

                                                        
3 需要注意：在“集合论”中，逻辑符号“∈”仅仅用以表示“集合中的某确定元从属于该集合”这样一种特定的逻
辑关联。显然，它与此处所讨论“性质和实体之间的逻辑隶属”关系完全不同，故而有意识地代之以符号“<<”。其
实，一切科学疑难只不过意味着认识中出现了矛盾而已，而解决一切“逻辑悖论”的武器依然是逻辑，只不过需要

人们甚至不无苛刻地维护逻辑必需的“严密性”罢了。 

http://www.paper.edu.cn 
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性客观内涵”的两个微分算子，成为支撑所有现代“场分析”的必要形式基础。无疑，这些以“物

理实在”为基础的陈述不仅仅完全符合于“逻辑”，而且是“素朴和自然”的。正因为此，从来没有

一个研究者对这些“场分析”中被普遍应用基本理念提出任何疑义。4 
 同样，本质上仅仅因为波动方程（1）逻辑地隐含式（7）和式（8）所示的两类不同微分方程，
所以所有不同的数理方程理论著述在分析波动方程“定解问题”的时候，从来没有花费力气认真讨

论过如何为波动方程构造恰当“边界条件”的问题。实际上，几乎总是“默认”或凭借一种“直觉

意识”上的默契：能够用于式（7）所示 Laplace方程的恰当边界条件，理应自动地适用于式（1）的
波动方程。殊不知，数学分析中的一切看似“合理”的简单结论，仍然需要具备“逻辑严谨性”的

必要支撑。相反，正由于对某些看似过分简单“细节”的疏忽，才导致电磁场的“动态分析”需要

面对式（5）这样的形式表述，以及需要为其提供恰当边界条件的时候必然会变得不知所措，最终出
现“动态电磁场数学上无法求解”的不当断言。 
 作为一种特例，如果波动方程（1）能够取“齐次”形式，则可以将式（7, 8）中的函数 g 和 h
看成定义于“时间域和空间域”中的“同一”函数。也就是说，对于式（1）定义的波动方程，可以
形式地视为分别定义于空间域和时间域的两个不同微分方程之间的一种耦合 

 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

∈==
∂

∂

⊂∈==∇−

Rt         tk
t

tu
RVtt      tktu

,'),(),(
,'),(),(

2

2

32

xxxx
xxx

                     (9) 

并且，如果考虑到定义于两个不同“定义域”的不同微分方程通常需要满足的“自封闭性”要求，

那么，对于式中的函数 k(x, t)而言，往往还允许进行一种“显式”分解，定义为“时间函数”和“空
间函数”乘积的形式。反过来讲，逻辑地依赖于这样一种形式分解，还可以将波动方程的定解问题

形式地视为以“时间 t”为参量、定义于“空间域”之中并且“无以穷尽”个边值问题 
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需要注意，该定解问题中的待定函数 u*与原来的待定函数 u必然存在某种逻辑关联，但两者并不简
单同一。与此同时，相应存在以“几何点 x”为参数，定义于“时间域”之中并且同样“无穷多”
个初值问题 
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当然，这些初值问题中的待定函数 u** 同样不同于以上定义的函数。事实上，熟习微分方程数值计
算的研究者几乎立即看出：数值求解微分方程定解问题时候，正是这样的形式分解为经常使用的“分

离变量法”提供了必要的逻辑基础。 
 毫无疑问，此处所述充其量不过是人们早已“默认”的简单事实。然而，人们需要注意，真正

科学的其实必然是简单、自然和严格符合逻辑的。或者说，问题还往往在于：改变抽象性必然意味

着神秘性的认识不当，努力昭示一些看似简单的基本事实，对于摆脱把某种特定形式表述形式形而

                                                        
4 此处，值得引用一位本意在于维护现代“约定论”思潮的“主流”职业数学工作者，在名为《爱因斯坦与数学》的
文章中陈述了这样的事实：“如果说，提出狭义相对论，爱因斯坦的数学知识还算够用的话，到了广义相对论，爱因

斯坦则捉襟见肘，不得不求助于他的同学。不可否认，爱因斯坦学这一套数学颇为吃力，以至于一次自嘲道：自从

数学家搞起相对论研究之后，我自己就不再懂它了。”（参见《中华读书报》，2005, 11,30）事实上，根据“历史唯物
主义”的科学认识论，自然科学研究中许多科学疑难的出现具有“客观性”基础，根本决定于“人类认识时代水平”

的限制。因此，为什么要苛求数学工具尚未建立的前人，并且拒绝使用逻辑批判的武器，将经典理论简单地视为一

成不变的形而上学呢？ 
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上学化的不良习惯，以及构造恰当的数学物理模型恰恰具有重要意义。 
 此外，自然拥有毋庸置疑“权威”影响的《数学百科全书》一书，一方面习惯于使用“高维空

间”这样一些现代数学中的抽象语言，另一方面却只是引入如下所示一种“过分陈旧”的“分量形

式”表述定义波动方程 
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事实上，编著者并不理性地懂得：这个形式表述在“形式和内涵”之间实际上处于一种尖锐冲突之

中。同样，此处之所以特地指出原则上不允许使用式（12）所示的分量形式取代式（1）使用“整体
张量”为波动方程构造的形式定义，并不仅仅在于强调“形式本身”的重要性，而在于需要敏锐意

识到两种不同形式表述在“本质内涵”上可能隐含的重大差异。一般著述在使用式（12）所定义的
波动方程时，通常总会提醒人们注意：式中关于 Laplace算子∇ 2 的“分量表述”形式只允许适用于

直角坐标系。但是，一个远比“可以随意使用任何一种坐标系工具”更为本质的问题在于：任何一

个不变性微分算子必须定义于特定几何空间之中，算子的形式表述只能逻辑地依赖于几何空间“自

身”的抽象结构，相应被赋予属于几何空间的“客观性”基础。因此，类似于此处需要处理的物质

场波动现象，随着涉及“几何空间”或物质场“几何特征”的不同，已经不仅仅是式（12）使用的
特定“分量表述”形式只允许用于“直角坐标系”的问题，而是同样需要“实体论”支持的不变性

Laplace算子在某些特定问题之中可能“不复存在”的问题。正因为此，讨论宏观物质“小扰动”分
别在“3维空间域”和“2维曲面”传播时，不仅空间导数算子的在不同坐标系中的“分量表述”形
式存在差异，而且它们的“抽象内涵”已经发生重大变化。 
 因此，在需要重视式（7, 8）揭示波动方程在逻辑上隐含某种“耦合特征”的同时，人们同样需
要密切关注式（1）所定义波动方程真实存在的“实体论”基础。用以描述某种特定波动现象的形式
表述只可能条件地存在，或者只能逻辑地依赖于某个特定“物质场”的前提存在而存在，不允许视

为一成不变的形而上学。事实上，任何合理数学表述必须的“实体论”基础，相当于这个数学表述

得以合理存在所必需“支撑和限制”的辩证统一。无尽的物质世界，真实存在着不同形式的“物质

场”。由于不同物质场的物理内涵存在重大差异，人类不得不为这些不同真实存在的物质场构造不同

形式的波动方程。 
 毫无疑问，正是一切合理科学陈述共同需要的“实体论”基础，以及作为特例的波动方程将时

间域和空间域“耦合”起来的“个性”特征，为此处即将提出的一种波动方程“独立”形式的合理

存在提供了“逻辑上”的可靠前提。5 
 必须承认：数学的全部核心内涵仅仅在于如何严格保证“逻辑相容”的问题。符合逻辑的必然

是自然的、容易为人们理解和接受。蓄意制造抽象，似乎越晦涩难懂就越高深只是与“逻辑”背道

而驰，最终走向“理性”的反面。如果说，对于向量场乃至张量场分析中的一些基本数学概念，初

学者觉得比较抽象，那么，也只是因为它们需要描述的“抽象实体”真的比较复杂的缘故。但是，

只要能够将“形式表述”与其描述的“抽象实体”形成必要的逻辑关联，那么，这些概念不再晦涩、

同样是生动、自然和容易理解的。事实上，如果说 Kline 诚实地指出现代数学体系大量矛盾的普遍
存在，以至于几乎完全放弃“逻辑严谨性”的时候，那么，始作俑者正是 Kline 所颂扬“约定论”
的随意杜撰。从形式逻辑的角度考虑，自然科学必需的“实体论”不仅仅为合理陈述提供了“客观

性”的基础，同样也为相关陈述提供了一个“客观性”的约束，从而使得隶属于不同“物理实在”

的不同科学陈述可能处于严格逻辑相容之中。 
 
4. 双旋度波动方程的“存在性”和“可解性”问题的辩证统一 

                                                        
5 一个形式逻辑上合理的数学表述是否具有真实的科学价值，最终仍然本质地依赖于是否存在某种理想化的物理实
在，能够与其保持一致。 

http://www.paper.edu.cn 



- 7 - 

 可以相信，自然科学研究“承继性批判和批评性继承”的辩证统一，同样需要被视为一种“客

观性”的规律，它并不依赖于不同研究者的不同“主观意志”而转移。事实上，只有采取“严厉审

视”的态度，才可能“真正读懂”期待“继承”的经典理论；反过来，必须首先“真正读懂”经典

理论，才可能谈得上“真正合理”地批判经典理论中由于人类认识的“时代局限性”而必然存在的

不足、不当乃至错误，从而彻底摆脱因为“猜测和想象”而必然造成的逻辑紊乱，将属于“整个人

类 —— 绝不仅仅属于西方世界”的自然科学研究重新纳入“理性 —— 逻辑”的道路。在这个意
义上，针对《数学百科全书》所反映的习惯性认识，使用严格逻辑的方法进行深刻反思和严肃批判

几乎是必需或不能回避的。与此同时，努力寻找不同著述在同一科学命题的论述可能存在的细微差

异，则可能为人们解决科学难题带来有益的启示。 
 不难发现：在自然科学中，任何不当陈述往往总隐含“循环逻辑”的问题。同样，在《数学百

科全书》中，一方面将式（1）所示的形式表述认定为“普适的”波动方程，另一方面又借助这个特
定的形式表述定义波动现象，使得整个理论体系事实上处于“循环逻辑”之中。与此同时，正因为

物理上缺乏特定“物质内涵”的支撑和限制，形式上又几乎必然会演变为“一成不变”的形而上学。

然而，与《数学百科全书》的陈述不同，在另一本同样具有相当大影响的《McGraw-Hill物理百科全
书》中，则将波动方程定义为“描述物理量对空间和时间依赖关系”的一类偏微分方程。这样，从
形式逻辑的角度考虑，不仅避免了“循环定义”的问题，而且形式上能够与式（7, 8）所揭示波动方
程隐含的“耦合”特征更为贴切。 
 于是，根据《McGraw-Hill物理百科全书》给予波动方程的解释或定义，以及根据式（7, 8）所
示波动方程的耦合特征，只要在给定“空间域”中真实地存在某一个恰当的泛定方程，在逻辑上总

可以由这个泛定方程构造出一个同时定义于“时间域和空间域”之上的波动方程。基于完全相同的

道理，考虑到存在一个经典微分方程理论至今没有充分注意到，仅仅属于空间域、但是并且必须逻

辑地定义于矢量势 Ψ自身、上而不仅仅是定义于矢量势旋度∇×Ψ之上的“恰当”泛定方程 
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那么，该空间域中的恰当微分方程必然能够与式（8）一致、如下所示的一个属于“时间域”并且必
须定义于“相同”形式量之上的微分方程一起 
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共同构造一个“合理存在”的波动方程 
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其中，第二个泛定方程可以视为一种“附加约束”方程，相应弥补双旋度算子内蕴的“不确定性”

特性。也就是说，对于式（13）和式（14）这两个分别属于空间域和时间域中的微分方程，只要属
于两个“恰当的 —— 允许相应构造恰当的定解问题”的数学表述，那么，它们相应成为构造波动
方程（15）得以存在的“充分性”条件：该波动方程本质上就是两个分别定义于空间域和时间域之
中的“恰当”微分方程的耦合。 
 反过来说，对于式（5）所示的“双旋度 Poisson波动方程”，即通过“双旋度算子∇×∇×”限定
待定函数 Ψ在空间域行为的形式表述而言，只要存在某种边界条件乃至需要补充约束方程能够构成
一个恰当的边值问题，那么，因为式（14）总可以构造一个定义于时间域中的初值问题，所以在对
应于相同边界条件的逻辑前提下，必然逻辑地预示着存在由“双旋度 Poisson方程”构造的恰当定解
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问题。因此，式（5）所定义的波动方程逻辑上自然成为一种“合理”存在。或者说，这个同时对应
于空间域和时间域的数学模型，同样能够构造成功满足“可解性”要求的恰当定解问题。 
 
5. 双旋度波动方程“完整数学模型”的构造 
 综上所述，考虑到式（14）所示定义于“时间域”中的微分方程总存在恰当的初值问题，并进
而利用本系列论文前一篇论述已经得到的结果，在“空间域”中存在由双旋度 Poisson算子所构造的
恰当数学物理模型 
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人们立即可以断言：一定相应构造一个允许同时定义于“空间域”和“时间域”之上、并且本质上

处于“耦合”之中的恰当数学物理模型 
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可以确信，此处的这个数学物理模型，必然满足《McGraw-Hill物理百科全书》针对“波动方程”所
作的定义，可以逻辑地用来描述“一个记为 Ψ的物理量在空间域和时间域进行变化”时一种彼此依
存并且具有确定性意义的逻辑关系。 
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