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摘　要　本文利用一维自动机模型研究了声格固体模型插值算法中粒子速度取不同值时对结果

的精度及稳定性的影响。结果表明 ,只有当被插值点位于各插值节点的中心位置附近时 ,所得结

果才具有较高的精度和稳定性。因此当插值节点数 n≥4时 ,对于某些速度值 ,插值得到的结果是

不稳定的。本文同时讨论了针对这种情况的几种解决方案。
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1　前言

声格固体模型是Mora (1992)为模拟复杂介质中的纵波 ,在格子 Boltzman模型基础上引入

变速粒子而建立的细胞自动机模型。Mora在这一模型中借用了物理学中声子的概念 ,声子即

固体晶格振动的能量量子。声子之间相互作用时表现为粒子的性质 ,发生碰撞 ;声子与界面相

互作用时表现为波动性质 ,产生反射和透射。声子的速度随空间变化 ,可表示为

sa ( x ) = ca ( x )
Δt
Δx

(1)

式中 sa为以每单位时间单位网格边长表示的无量纲速度 ,其取值范围为 0 < s ≤1 ; Ca为粒子

速度 ,下标 a表示方向数。声波速度与 s和 c的关系是

V ( x ) =
c ( x )

D
=

s ( x )

D
·
Δx
Δt

(2)

式中 D为空间的维数。声格固体模型在描述粒子运动及相互作用的 Boltzman方程中引入了

散射项 ,利用碰撞不变因子以及在边界上压力连续与粒子数守恒的条件 ,在宏观极限下导出了

质点位移速度所满足的方程。该方程与声波方程具有相同的形式 ,表明宏观波场是微观粒子

运动及相互作用过程的统计平均表现 ,声格固体模型实质上揭示了粒子运动与波动之间的内

在联系。

Mora提出的差分算法只有在波长较大 ,介质速度反差较小时 ,计算得到的结果才具有较

高的精度。因此 ,黄联捷 (1993)提出了插值算法。为比较差分法与插值法的精度 ,黄利用一维
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自动机模型分析了不同波长情况下传输过程产生的弹性波能量畸变。

插值法的精度除了与波长有关外 ,还与粒子速度 (即 s值) 有关。粒子速度对计算精度的影

响表现为 ,当粒子速度取不同值时 ,被插值点在插值节点中所处的位置是不同的 ,只有当被插

值点位于各插值节点的中心位置附近时 ,插值结果才具有较高的精度 ,为使被插值点位于各插

值节点的中心位置附近 ,应适当选取第一个插值节点的位置 ,但对于某些速度值无法做到这一

点 ,由于误差随时间不断积累 ,将使计算结果不稳定。本文的结果还显示在 s 值取一些特殊的

值时 ,计算结果是无条件稳定的 ,这一点可加以利用以简化计算 ,即以特殊的 s值逼近实际的 s

值 ,这时可得到精确的结果 ,计算速度也大为提高。

2　声格固体模型的差分算法和插值算法简介

对于非均匀介质 ,声格固体模型的 Boltzman方程的二阶差分方程为

N a ( x , t +Δt ) = N a ( x , t ) - s ( x ) ·〔N a ( x , t ) - Na ( x - Δxa , t )〕Π2

+
s

2 ( x )
2
〔N a ( x +Δxa , t ) - 2 Na ( x , t ) + N a ( x - Δxa , t )〕

+ΔN
I
a ( x , t ) +ΔN

s
a ( x , t )

(3)

上式中 N 表示粒子数密度 ,其下标代表方向数 ,右端的后两项分别为碰撞项和散射项。

上式即为进行差分计算的公式。计算的次序是 ,首先由右端前三项求得由传输过程引起

的粒子数变化 ,在此基础上计算由散射项引起的粒子数密度变化 ,最后计算由碰撞项引起的粒

子数密度变化 ,这时参与碰撞的粒子处于经过传输和散射的状态。这三步在同一时刻内完成。

黄联捷 (1993)利用一维自动机模型对差分算法传输过程和散射过程的误差进行了研究。

他的研究表明 ,只有当波长较大 ,介质速度反差较小时 ,由差分法得到的结果才具有较高的精

度。为提高计算精度 ,黄提出了插值算法 ,该方法不存在散射过程的误差 ,利用波场在空间分

布上的连续性求格点上的粒子数密度值。下面以传输过程为例 ,说明插值算法的基本思想。

考虑位于 x 处的准粒子 ,当 s = 1时 ,沿 a方向在 t +Δt 时刻运动到该处的准粒子在 t 时

刻正好位于 x - Δxa 处 ,用方程表示即为

N
T
a ( x , t +Δt ) = N a ( x - Δxa , t ) (4)

当 s < 1时 ,沿 a方向在 t +Δt 时刻运动到 x 处的准粒子在 t时刻并不正好在网格点上 ,而是

位于 x - s·Δxa 处 ,即

N
T
a ( x , t +Δt ) = N a ( x - s·Δxa , t ) (5)

黄的插值法即是以经过 x -Δxa 处的准粒子序列

{ N a ( x - Δxa , t - i ·Δt ) 　　　i = 1 ,2 ,⋯⋯, n - 1} (6)

用Lagrange插值法求出 N a ( x - s·Δxa , t ) 。

在 t时刻 ,该准粒子序列所处的位置分别是
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xi = x - Δxa + i ·s·Δxa

= x + ( i ·s - 1) ·Δxa

(7)

为使被插值点落在插值区间内 ,应使 xn > x - s·Δxa 即

n > (1 - s)Πs (8)

对于散射过程的处理方法与此类似 ,这时应考虑散射界面所处的位置 ,以及由于界面的存

在而产生的粒子数密度值的突变 ,详见文献〔3〕。

3　插值算法的稳定性

下面先介绍文献〔8〕利用一维自动机模型分析传输过程产生的能量畸变的方法 ,然后介绍

我们应用该方法所得到的一些结果。

在传输过程产生的能量畸变是随时间积累的 ,文献〔8〕假定这种积累按指数规律变化 ,因

此弹性波能量随时间的变化可表示为

Ei = E0 e
- a·i·Δt (9)

式中 Ei 为第 i个时间步长时的能量 ; a为能量畸变系数 , a绝对值的大小反映计算结果误差的

大小

a = -
1

i ·Δt
ln

Ei

E0
(10)

为求得 a ,在一个一维自动机模型中激发驻波 ,并计算每一时刻的弹性波总能量 Ei ,用最

小二乘法拟合畸变系数 a ,即求使下式取最小值时的 a值

ε = 6
n

i - 1

( Ei - E0 e
- a·i·Δt ) 2 (11)

　　本文采用黄金分割法求 (11)式的极值 ,一维自动机的格点数取为 256 ,采用循环边界条

件 ,计算 16384个时步的弹性波能量 Ei ,用这些能量值求畸变系 a。图 1为驻波波长取为 64 ,采

用 5点插值法 ,并按 (5) 式选取插值节点得到的 s - log(| a | ) 曲线图 ,图中的横坐标表示 s值 ,

纵坐标表示 a绝对值的对数值 ,即 log (| a | ) , s值的变化步长为 0. 01。在该图的下部画出了不

同 s值所对应的、被插值点在 5个插值节点中的位置。图 1的结果表明 ,在插值点数为 5的情况

下 ,当 s > 0. 5及 s < 0. 25时 ,对应的能量畸变系数 a在 10 - 1 数量级 ,这时的计算结果是发散

的 ;相应在插值区间上 ,被插值点位于第 1、2节点之间和第 4、5节点之间。

对于 s < 0. 25的情况 ,可通过修改 (5)式中的起始点使被插值点位于第 2、4节点之间 ,即

采用以下准粒子序列进行插值运算

{ N a ( x - Δxa , t - i ·Δt ) ,　　　i = i0 , i0 + 1 ,⋯⋯i0 + n - 1 ,}

i0 = int〔(1 - s)Πs〕- int〔( n - 1)Π2〕 (12)
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式中 n为插值节点数 ,但对于 s > 0. 5的情况 ,无论怎样做也无法使被插值点位于第 2、4节点

之间。因此 ,对于 5点插值法来说 ,使计算结果稳定的 s值取值范围是〔0 ,0. 5〕。进一步的研究表

明 ,对于插值节点数 n ≥4 , s值的稳定区间是〔0 , sn〕,其中

sn = 1Πint ( n
2

)

图 1　5点插值法得到的 s - log(| a | ) 曲线

下部为 s值所对应的、被插值点在 5个插值节点中的位置

　　图 2为按 (12)式选取插值节点得到

的 5点、3点插值法的 s - log(| a | ) 曲

线图 ,为进行比较 ,图中给出了差分法的

s - log(| a | ) 曲线。

从以上的结果可看出 ,对于声格固

体模型的插值算法 ,计算结果的精度除

了与波长有关外 ,还与 s值有关。当插值

节点数 n ≥4时 ,对于区间〔0 , sn〕外的 s

值 ,插值结果是不稳定的 ,插值节点数越

多 ,精度越高 ,但 s 值的稳定区间也越

小。在实际计算中为了解决不稳定的问

题 ,可对所有速度值乘以一个比例因子 ,

以使其落在稳定区间内。文献〔8〕即采

用了这一方法。这样做的代价是使内存

占用量和计算量都增加了近一倍。另一

可选方案是采用 3点插值法 ,从图 2可看出 ,3点插值法的精度高于差分法低于 5点插值法 ,在

〔0 ,1〕区间上都是稳定的 ,可以不增加计算量而又能达到一定的精度。

图 2　差分法、5点、3点插值法得到的 s - log(| a | ) 曲线

从图 2还可以看到 ,当 s取一些特殊值时 ,畸变系数很小 ,这时插值的精度是很高的。其原

因是被插值点与插值节点之一重合 ,插值结果只与该节点有关 (即等于该节点上的值) ,这样的

s值满足下式

s =
1
n
　　 ( n = 1 ,2 ,⋯⋯) (13)
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即粒子经过整数个时间步长到达相邻点 ,在这种情况下传输过程是精确的 ,并且不需要进行插

值运算 ,只须将各格点上的粒子数密度存放若干步 ,然后直接赋值即可 ,在实际运算中完全可

以满足 (13)式的 s值去逼近实际的 s值 ,而且从理论上说 ,这种逼近可达到任意的精度。
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A STUDY OF THE STABILITY OF PHONONIC LATTICS

SOLID INTERPOLATION METHOD

Liu Jingsong , Xu Yun , Uda Bala
( China University of Geosciences , Beijing 100083)

Abstract　　In this paper , the authors have dealt with the stability of the PLSI method at various particle speeds. The re2
sults show that the method is stable only when the interpolated point is near the middle of interpolating nodes. In addition ,

several solutions to this condition are discussed.

Key words　　cellular automation , phononic lattice solid , seismic wave modeling , interpolation.
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