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关于 B-样条插值及紧支撑样条小波插值的一个注记 
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摘  要：本文对 B-样条函数插值与紧支撑样条小波函数插值中如何选择基函数做了一些探

讨,并指出了选择基函数时应注意的一些问题.  
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1. 引言 
应用 B-样条函数[1][2]作为基函数构造的插值函数有其较多的优点,如系数矩阵有较好稀

疏性,插值函数本身甚至其若干阶导数都能收敛到被插值函数及其相应的若干阶导数,插值函

数比较稳定等.正是由于 B-样条插值函数有这许多良好的性质,因此被广泛应用于生产生活

中的诸多领域,并且得到了较好的效果. 
众所周知,在各类插值函数的构造中基函数的选取是一个很关键的问题,基函数的选取会

直接影响到插值函数计算量的大小,插值函数是否是稳定的以及插值函数误差如何估计等.所
以在构造插值函数时首先就考虑如何选取基函数,基函数的选取会导致插值函数构造的成败. 

本文主要讨论在 B-样条插值函数构造中基函数的选取中应注意的问题,以供在学习和应

用 B-样条插值函数时参考.由于 B-样条函数是一大类函数,可以构造很多不同的插值函数,故
本文仅以均匀分划下的第一类三次 B-样条插值[1]为例进行讨论和说明.最后在对 B-样条插值

讨论的基础上, 
也简单说明了应用与 B-样条对应的紧支撑样条小波函数构造插值函数时[3],基函数选取

中应注意的问题. 

2. B-样条插值中基函数的选择 
在文献[1]中用 )(xkΩ 表示 B-样条函数,这样的 B-样条是 k 次多项式,具有直到 k-1 阶的

连续导数,有明确的解析表达式,且 ],[ 2
1

2
1 ++−=Ω kk

kSupp .当 k=3 时, )(3 xΩ 是三次 B-样条函

数.以 )(3 xΩ 为基函数可以构造满足不同插值条件的插值函数.第一类均匀分划下的三次 B-

样条插值问题为[1]: 
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使满足 3+N 个插值条件： 
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其中 )(),( iiii xffxff ′=′= 为被插函数 )(xf 在节点处的函数值和导数值,均为已知.由参
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考文献[1]知此插值问题(2)的解是存在唯一的,且具有许多良好的性质. 

在参考文献[2]中又以与文献[1]稍不同的方式定义了k次B-样条,表为 )(1 xNk+ .很容易知

道 )(1 xNk+ 经平移与 )(xkΩ 重合 ,它们的关系为 )()( 2
1

1
+

+ +=Ω k
kk xNx ,因此 )(1 xNk+ 和

)(xkΩ 实质上可以看成是一样的.这样如果在(1)中如果直接用 )(4 xN 代替 )(3 xΩ 而将插值

函数形式改写为 
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使其仍满足(2)中插值条件,则由 ]4,0[4 =SuppN 及在节点 0x 处的两个插条件可得 
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于是由此两式可知 01 2 fhc ′−=− 且 01 6 fc =− ,这显然对一般的被函数是矛盾的,这也说明若直

接以(3)式构造插值函数会导致矛盾,从而使满足(2)中插值条件的插值函数不存在. 
在(1)与(3)中基函数都用的是 B-样条函数,但为什么形如(3)的确不存在呢?这就说明在构

造 B-样条插值函数,基函数的选取是要求的.下面讨论(1)与(3)中的基函数. 

在(1)中选取的基函数为一组 B-样条
1
13 )}({ +
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−Ω N
ih

xx i ,记 )()( 3 h
xx

i
ix −Ω=ϕ ,则由 B-样条函

数的性质有 ]2,2[3 −=ΩSupp ,于是经简单的讨论可知 ]2,2[ hxhxSupp jjj +−=ϕ .即有 

],3[]3,3[]2,2[ 00111 hahahxhxhxhxSupp +−=+−=+−= −−−ϕ , 

]3,[],2,2[,],2,2[ 10 hbhbSupphbhbSupphahaSupp NN +−=+−=+−= +ϕϕϕ L , 

这说明在(1)中选取的基函数都与 ],[ ba 的交不为空. 

在(3)中选取的基函数为一组 B-样条
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数的性质有 ]4,0[4 =SuppN ,于是经简单的讨论可知 ]4,[ hxxSupp jjj +=φ .即有: 

]3,[]3,[]4,[ 00111 hahahxhxhxxSupp +−=+−=+= −−−ϕ , 

]4,[],4,[,],4,[ 10 hbhbSupphbbSupphaaSupp NN ++=+=+= +ϕϕϕ L , 

这说明在(3)中选取的基函数除 )(4 h
xx NN −

和 )( 1
4 h

xx NN +−
外都与 ],[ ba 的交不为空.而基函数

)(4 h
xx NN −

与 ],[ ba 仅一个交点 bxN = . )( 1
4 h

xx NN +−
与 ],[ ba 交为空.因此由基函数的性质可知

],[ bax∈∀ , )(4 h
xx NN − = )( 1

4 h
xx NN +− =0,即在(3)中选取的基函数 )(4 h

xx NN −
与 )( 1

4 h
xx NN +−

在

],[ ba 上恒为零,这使得(3)中的插值系数 Nc 和 1+Nc 对应的项为零,也就是说事实上(3)在 ],[ ba

上为 
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即实际上只有N+1个插值系数
1
1}{ −
−=

N
jjc ,而(2)中却有N+3个插值条件,显然由N+3个插值条件

是不能惟一确定 N+1 个插值系数的,所以满足(2)中条件的(3)中的插值函数不存在. 
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由此例说明在应用 B-样条插值函数时,一定要注意基函数的选取,否则可能会导致插值

函数不存在.  

3. 紧支撑样条小波插值中基函数的选择 
文献[3]中构造出了最小支集样条小波 )(xmψ ,该小波是以 B-样条函数 )(xNm 作为尺度

函数构造出来的,具有很多良好的性质.紧支撑样条小波函数为 
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由于 )(xN m 是 m-1 次 B-样条函数,故 )(xmψ 是 m-1 次分段多项式,分段区间是 )(xN m 的

一半. )(xmψ 具有紧支集 ]12,0[ −= mSupp mψ .由于 )(xmψ 是具有紧支集的分段多项式,

故可考虑以基作为基函数构造插值函数. 

在文献[4]中考虑以三次紧支撑样条小波 )(4 xψ 为基函数构造插值函数. 
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使满足 32 +N 个插值条件： 
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其中 )(),(
2222
iiii xffxff ′=′= 为被插函数 )(xf 在节点处的函数值和导数值,均为已知. 
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即实际上只有 2N+1 个插值系数,而(5)中却有 2N+3 个插值条件,显然由 2N+3 个插值条件是不

能惟一确定 2N+1 个插值系数的,所以满足(5)中条件的(4)中的插值函数不存在. 

但是若令 )()(~
2
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44 += xx ψψ ,即将 )(4 xψ 平移一下,则有 ],[~
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4 −=ψSupp ,这时以

)(~
4 xψ 对应的小波基构造的插值函数 
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由参考文献[4]知此满足(5)中条件的插值问题(6)的解是存在唯一的.这是因为这样选取的基函

数的支集与被插函数的插值区间的交不为空,使插值系数刚好有 2N+3 个,由(5)中的 2N+3 个插

值条件惟一确定. 
此例也说明了用紧支撑样条小作为基构造插值函数时,也要注意基函数的选取,以保证插

值函数是存在惟一的. 
综上所述,在构造插值函数时,一般选取具有紧支集的基函数.选取基函数时,应使所选基

函数的支集与被插值函数的插值区间的交不为空,并且要能够保证插值系数与插值条件的个

数相同,使插值条件能惟一确定插系数.在《数值分析》或《计算方法》的教学中,讲授插值函

数这部分内容时,我们也应让学生注意基函数选取中的这一关键所在. 
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Abstract 
How to choose the basic functions in B-spline interpolation and compactly supported spline wavelet 
interpolation were discussed. Then, some problems for the choice of basic functions have been ginven. 
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