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振动锤的数学模型与全局分叉 1)
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(西南交通大学应用力学与工程系 , 成都 610031)

摘要 　用现代动力系统方法 , 将振动锤的动力学等价地简化为圆周上的分段连续自映射 , 并描述了

此映射的性质. 随着激振频率的增加 , 系统产生的分叉过程与普通的一维连续映射有本质差异. 在

极限状态下 , 振动锤的运动是混沌的.
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引 　言

利用冲击原理进行工作的惯性振动机已广泛地应用于工程实际 , 如冲击式矿车清底器、

振动锤、振动钻探机、振动夯土机、冲击振动成型机以及振动落砂机等等 [1 ] .

目前对该类机械的设计是建立在小扰动线性化的基础之上的 , 如文 [ 2 ] 对振动落砂机的

研究 ; 文 [3 ] 对气动微震造型机动力学分析 ; 文 [4 ] 对蛙式打夯机的探讨等. 但这种方法有

很大的局限性 : 其一 , 它是局部的方法. 在现代动力系统基础上建立起来的冲击动力学理论表

明 , 对同一组参数 , 冲击振动系统可能有多种形式的稳态运动的存在[5 ] . 因此设计工作状态

时 , 必须根据全局的分析结果 ; 其二 , 冲击振动系统是多参数系统. 随着参数的变化 , 系统的

稳态运动通过分叉由简单型向复杂型变化 , 并可能导致混沌运动[6 ,7 ] , 而且冲击振动系统的分

叉与混沌问题比连续系统更为复杂. 因此 , 冲击振动机械的最优化设计必须建立在全局分叉和

全局分析的理论基础之上.

本文利用冲击时激振器相位角的后继函数 , 建立了描述振动锤动力学的圆周映射. 此映射

虽无显式的表达式 , 但其性态 (如升降性等) 是可证明的. 由于简化映射具有不连续点 , 该映

射的分叉过程与通常的一维映射的标准分叉过程不同 , 如虽然倍化分叉存在 , 但倍化分叉序列

不存在. 当激振频率充分大时 , 复杂的周期运动出现 , 并导致振动锤的混沌运动.

1 　运动微分方程与圆周映射

图 1 (a) 为电动机与激振器联在一起的振动锤[1 ] . 图 1 (b) 是其力学模型. 两偏心块同

频率反向旋转 , 当惯性力的垂直分力大于或等于重力时 , 锤体被提起 , 下落时与被打击物体之

间发生非弹性碰撞 (恢复系数 R≈0) . 锤体被提起后的运动微分方程为

( m + m 0) X
··

= m 0ω
2 rsinψ- ( m + m 0) g (1)

令ψ=ωt , x = (1 + m / m 0) / r , μ= (1 + m / m 0) g/ ( rω2) , 则方程 (1) 变换为

x″= sinψ- μ (2)

其中 x″= d2 x / dψ2 , μ为参数.
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图 1

Fig. 1

图 2 区域 D

Fig. 2 Area D

　　式 (2) 满足ψ=ψ0 , x = x′= 0 的解为

　　x = x (θ, ψ0 , μ) = - sin (θ+ψ0) +

sin ψ0 +θcosψ0 - (1/ 2) μθ2 (3)

其中θ= ψ - ψ0 . 在 (ψ0 , μ) 平面上取区域

(图 2)

　D = { (ψ0 , μ) | sinψ0 - μ> 0 , 0 Φψ0 <π,

0 <μ< 1}

当μ< 1 时 , μ为常值的直线与 D 的边界有两

个交点 , 其横坐标分别是ψμ , π - ψμ. ψμ就是

抬起角[1 ] .

当锤体下落并接触被冲击物时

x (θ, ψ0 , μ) = 0 (4)

由 (4) 式可定义函数

θ =θ (ψ0 , μ) (5)

函数θ (ψ0 , μ) 在 �D 上的性态由下引理描述.

引理

(i) θ (ψ0 , μ) 是 D 上的连续、可微函数 ;

(ii) 在 D 上 , 有

1 + 5θ (ψ0 , μ) / 5ψ0 < 0

5θ (ψ0 , μ) / 5μ< 0方程
　　 (ψ0 , μ) ∈D (6)

754第 4 期 谢建华 : 振动锤的数学模型与全局分叉

© 1995-2004 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.

中国科技论文在线 http://www.paper.edu.cn



1 + 5θ (ψμ , μ) / 5ψ0 ≡0

θ (π- ψμ , μ) ≡0ψ
　　μ∈ (0 , 1) (7)

其中 , (7) 式中的5θ (ψμ , μ) / 5ψ0 表示θ在ψμ处关于ψ0 的右偏导数 , θ (π- ψμ , μ) 表示

左极限.

(iii) θ (ψμ , μ) 是μ的严格单调减函数 , 且

lim
μ 0

+
θ (ψμ , μ) = + ∞

证明

(i) 设 (ψ0 , μ) ∈ D , 则对 0 Φθ<π- ψμ - ψ0 , 有 x″θ2 (θ, ψ0 , μ) = sin (θ+ψ0) - μ

> 0 . 又因为 x′θ (0 , ψ0 , μ) = x (0 , ψ0 , μ) = 0 , 所以 x′θ (θ, ψ0 , μ) > 0 对 0 <θΦπ

- ψμ - ψ0 成立 , 从而 x (π - ψμ - ψ0 , ψ0 , μ) > 0 . 由 ( 3) 可知 lim
θ + ∞

x (θ, ψ0 , μ) =

- ∞, 由中值定理可知 , 存在π- ψμ - ψ0 <θ< + ∞, 满足方程 x (θ, ψ0 , μ) = 0 . 取解集合

的下确界为 �θ. 又5 x ( �θ, ψ0 , μ) / 5θ= v , v 表示锤下落时冲击物体的速度 , 一般不为零.

由隐函数定理 , 由 (4) 式可确定连续、可微函数θ (ψ0 , μ) .

(ii) 由隐函数求导法

1 +
5θ (ψ0 , μ)

5ψ0
= 1 + -

5 x (θ, ψ0 , μ)

5ψ0

5 x (θ, ψ0 , μ)

5θ θ=θ(ψ
0 ,μ)

(ψ
0

,μ) ∈D

=

　　　　　θ (ψ0 , μ) ( sinψ0 - μ) / v (θ (ψ0 , μ) , ψ0 , μ) (8)

在 (8) 式中 , v (θ (ψ0 , μ) , ψ0 , μ) 表示锤体下落时冲击物体的速度 , 其值为负 , θ (ψ0 ,

μ) > 0 , sinψ0 - μ> 0 , 故式 (6) 的第一式成立. 同理

5θ (ψ0 , μ)

5μ = -
5 x (θ, ψ0 , μ)

5μ
5 x (θ, ψ0 , μ)

5θ] θ=θ(ψ
0 ,μ)

(ψ
0 ,μ) ∈D

=

　 [θ (ψ0 , μ) ]2/ 2 v (θ (ψ0 , μ) , ψ0 , μ)

式 (6) 的第二式成立 .

特别地在式 (8) 中令ψ0 ψ+
μ , 可知式 (7) 第一式成立. 式 (7) 第二式成立是显然的.

(iii) 设 0 <μ1 <μ2 < 1 , 则ψμ1 <ψμ2 , 由 (6) 式可知θ ( <μ1 , μ1 ) >θ (ψμ2 , μ1) >θ

(ψμ2 , μ2) , 所以θ (ψμ , μ) 是μ的严格单调减函数.

在方程 (4) 中令ψ0 =ψμ , 解出

ctg ψμ =
1
2
θ2 - (1 - cosθ)使得 / (θ- sinθ)

854 力 　　学 　　学 　　报 1997 年 第 29 卷

© 1995-2004 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.

中国科技论文在线 http://www.paper.edu.cn



当μ 0 + 时 , ctg ψμ = + ∞, 若θ单调地趋一有限的极限 , 则由上式导出矛盾. 故 lim
μ 0

+
θ (ψμ ,

μ) = + ∞

引理刻画了θ (ψ0 , μ) 的性态 (图 3) .

图 3 　θ (ψ0 , μ) 的图像
Fig. 3 Plot of θ (ψ0 , μ)

　　　　　　
图 4 　圆周映射ψ1

Fig. 4 Circular mapping ψ1

　　当激振器的初相位角ψ0 <ψμ时 , 振动锤与被冲击物体保持接触 , 直至ψ0 =ψμ才能提起.

当ψ0 >π- ψμ时 , 也是如此. 因此振动锤的动力学行为由以下定义的圆周上的映射描述

ψ1 : S 1 S 1 (9)

其中 S 1 是单位圆 , 而

ψ1 = ψ1 (ψ0) =
ψ0 +θ(ψ0 ,μ) ( mod 2π) , 当ψμ Φψ0 < π - ψμ

ψμ , 其它的ψ0

(10)

如果记 eμ = [ψμ , π - ψμ) 为 S 1 上按逆时针方向由ψμ 至π - ψμ 的一段半开半闭弧 , 则ψ1

( S 1/ eμ) = { a} , 即ψ1 将大圆弧 ab
^

(除去 a 点) 映成单点 { a} . ψ1 将 eμ 反向地映成ψ1

( eμ) . ψμ , π- ψμ是ψ1 第一类间断点 (图 4 , 图 5) . 对不同的μ值 , ψ1 (ψ0) 的图像可见图 5 ,

图 7 .

2 　周期运动与稳定性

如果存在ψ0 ∈eμ , 使θ (ψ0 , μ) = 2 nπ, 则有

ψ1 (ψ0) = ψ0 +θ(ψ0 ,μ) (mod 2π) = ψ0 (mod 2π) (11)

因此ψ0 对应于一个周期为 2 nπ/ω的周期运动. 在该运动中 , 锤体在 n 个力周期中冲击一次 ,

冲击后无滞留地被提起. 此运动用周期 n - 1 - ( I) 运动表示. n 表示力周期数 , 1 表示冲击

数 , I 表示无滞留过程. 用 II 表示有滞留过程的运动类型.

将 (11) 代入 (4) , 得
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cos ψ0 = μnπ (12)

由 (12) 解出ψ0 =ψ( n)
0 = cos - 1 (μnπ) . 因ψ( n)

0 ∈eμ , 故

μnπ = cos ψ( n)
0 Φ cosψμ = 1 - μ2 (13)

周期 n - 1 - ( I) 运动存在的条件为

μ Φ 1/ 1 + ( nπ) 2 (14)

图 5 　右继函数

Fig. 5 Subsequent function

　　现确定周期 n - 1 - ( I) 运动的稳定性. 设第 n 次 , 第 n + 1 次冲击时 , 偏心块的相位角

的扰动分别为Δψn 与Δψn + 1 , 则有关系θ= 2 nπ+Δψn + 1 - Δψn . 由方程 (4)

H (Δψn ,Δψn +1) =
Δ

sin (2 nπ +ψ0 + Δψn +1) - sin (ψ0 + Δψn) -

(2 nπ + Δψn +1 - Δψn) cos (ψ0 + Δψn) +

1
2
μ(2 nπ + Δψn +1 - Δψn) 2 = 0

(15)

函数 H 满足

H (0 ,0) = 0

5 H (0 ,0) / 5 (Δψn +1) = 2 nπμ ≠0
(16)
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由隐函数定理 , (15) 式可解出

Δψn +1 = h (Δψn) 　　( h (0) = 0) (17)

而

h′(0) = -
5 H

5Δψn

5 H
5Δψn +1ψ

(0 ,0)
=

2 nπ(sin ψ( n)
0 - μ) / ( - 2 nπμ) =

1 -
1
μ 1 - (μnπ) 2

(18)

(18) 式有明显的力学意义 : 分母 - 2 nπμ表示锤体冲击的速度 ; 2 nπ表示锤体的飞行时间 ; F

= sin ψ( n)
0 - μ表示锤体所受合力 (除冲击力外) . 由式 (18) 知

h′(0) = 0 , μ = 1/ 1 + ( nπ) 2

- 1 < h′(0) < 0 , 1/ 4 + ( nπ) 2 < μ < 1/ 1 + ( nπ) 2

h′(0) = - 1 μ = 1/ 4 + ( nπ) 2

h′(0) < - 1 , μ < 1/ 4 + ( nπ) 2

Δ (19)

由式 (19) 知 , 当周期 n - 1 - ( I) 运动出现时 , ψ( n)
0 =ψμ为超稳定的 (即后继函数在不动

点处有水平的切线) . μ= 1/ 4 + ( nπ) 2对应周期 n - 1 - ( I) 运动的倍化分叉 , 分叉后它变

成不稳定的 , 产生稳定的周期 n - 2 - ( I) 运动.

3 　全局分叉与动态响应

当 0 . 303 315 = 1/ 1 +π2 <μ< 1 时 , ψ1 ( eμ) < S 1/ eμ , 即无论ψ0 如何 , 经过一次映射

之后 , 相角ψ1 落在 eμ 之外 , 所以任一运动最终重合于图 5 ( a) 中 C1 所示的周期 1 - 1 -

( II) 运动. 系统是全局渐近稳定的. 当μ= 0 . 303 315 , ψ(1)
0 =ψμ , 即每次冲击时 , 偏心块的

相角恰好为抬起角ψμ. 当 0 . 268 514 = 1/ 4 +π2 <μ< 0 . 303 315 时 , 不动点ψ(1)
0 满足ψμ <

ψ(1)
0 <π- ψμ , 对应稳定的周期 1 - 1 - ( I) 运动. 其它任一运动趋向此运动 (图 5 ( b) ) .

当μ= 0 . 268 514 时 , ψ′1 (ψ(1)
0 ) = h′(0) = - 1 , 不动点将变成不稳定的 , 分叉出稳定

的周期 2 轨道 (ψ(2)
01 , ψ(2)

02 ) , 它对应周期 2 - 2 - ( I ) 运动 (图 5 ( c) ) . 当μ继续减小时 ,

ψ(2)
01 趋向ψμ , 当μ= 0 . 259 28 时 , ψ(2)

01 =ψμ (图 5 ( d) ) . 当初相角ψ(2)
01 <ψ0 <ψ(2)

02 时 , 则运动

趋近于周期 2 - 2 - ( I) 运动 , 否则最终重合于它. 系统是全局渐近稳定的.

当μ再减小时 , 周期 2 - 2 - ( I) 运动并未向周期 4 - 4 - ( I) 运动分叉 , 而是变成了周

期 2 - 2 - ( II) 运动. 这是因为ψ1 无峰或者谷 , ψ1 在周期 2 轨道上的两个点的导数均恒为

负 , 故ψ2
1 在周期 2 点处的导数大于或等于零 (等于零当且仅当ψ(2)

01 =ψμ) . 因此进一步的倍化

分叉不可能发生 , 倍化序列不存在. 它与文 [6 ] 中研究的冲击振子不同.

当μ继续减小时 , 分叉过程为 : 周期 2 - 2 - ( II)  周期 2 - 2 - ( I)  周期 4 - 2 -

( I)  周期 4 - 2 - ( II)  周期 4 - 3 - ( II)  周期 3 - 2 - ( II)  周期 3 - 1 - ( II)  周

期 3 - 1 - ( I)  周期 6 - 2 - ( I)  ⋯ (图 6) .
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当μ 0 +时 , ψ1 将下半圆周映成单位圆上的 a 点 , 将区间 Cn 同胚反向地映成 S 1 - { a} .

因此在 Cn 上有唯一的不动点 x n , 它对应于周期 n - 1 - ( I) 运动 , 并且 x n 收敛于 a 点. 所

有这些运动都是不稳定的 (图 7) .

3 　结束语

本文用圆周上映射表示振动锤的动力学 , 并证明了该映射的性态. 研究结果表明随着激振

频率变化 , 振动锤的运动经历复杂的分叉过程 , 但与通常的分叉过程有很大的差异. 对高频激

励 , 振动锤的运动是混沌的.

值得注意的是 , 在对 (4) 式应用隐函数定理时 , 我们要求5 x / 5θ= v ≠0 , 这对一般的冲

击振动系统不是总能满足的. 具有“零速度冲击”奇异轨道的存在 , 造成了冲击振动系统特有

的奇异性 , 并对系统的全局性态有极大的影响. 但通过对后继函数的数值模拟 , 本文模型似不

出现此类问题 . 但严格的理论分析以及可能对全局分叉过程的影响有待于进一步的研究 .

感谢审稿人提出的宝贵意见.
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A MATHEMATICAL MODEL FOR IMPACT HAMMERS

AND IT’S GLOBAL BIFURCATIONS

Xie Jianhua

( Dept . of A pplied Mechanics and Engineering , Southwest Jiaotong U niversity , Chengdu 610031 , China )

Abstract By the method of modern dynamical systems , we studied the dynamicsof impact hammers

by maps of circle and investigated the propreties ofthese maps. With the increasing of the frequency

of excitation , the bifurcations that take place in this system are different f rom that inone2dimension2
al maps. Under extreme conditions , the motions of the impacthammer are chaotic.

Key words impact hammer , map of circle , global bifurcation , chaos
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