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具有拓扑切换特性的离散型不确定时空网络的指数同步

韩昌辉 1 葛连珺 1 高丽宇 1 吕 翎 1

摘 要 研究了具有拓扑切换特性的离散型不确定时空网络的指数同步问题. 基于稳定性理论, 构造了具有指数形式的

Lyapunov 函数, 并设计了同步控制器的结构方程, 进而获得了时空网络的同步条件. 同时, 我们设计了未知参数的识别律, 有

效地识别了网络中的未知参数. 最后, 选取实际的激光相位共轭波空间扩展系统作为网络节点进行仿真模拟, 验证了同步方案

的可行性与控制器的有效性. 通过构造具有指数形式的 Lyapunov 函数, 能够有效地调节网络的同步速率. 并且获得的同步条

件中不包含网络的耦合矩阵项, 消除了拓扑切换特性对同步过程的影响, 使得网络同步性能更加稳定.
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Exponential Synchronization of Discrete Uncertain Spatiotemporal

Networks With Topology Switching Characteristics
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Abstract The exponential synchronization problem of discrete uncertain spatiotemporal networks with topology switch-

ing characteristics is researched. Based on the stability theory, the Lyapunov function with exponential form is constructed

and the structural equation of the synchronous controller is designed, and then the synchronization condition of the spa-

tiotemporal network is obtained. Meanwhile, the unknown parameters of the network are identified effectively by designing

the identification law of the unknown parameters. Finally, we use phase-conjugate wave spatial expanded system as the

nodes of the network to simulate, and the feasibility of the synchronization scheme and the effectiveness of the controller

is verified. By constructing the Lyapunov function with exponential form, the synchronization rate of the network can be

adjusted effectively. In addition, the synchronization condition does not contain the coupling matrix term of the network,

which eliminates the influence of the topology switching characteristics on the synchronization process, and makes the

network synchronization performance more stable.
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自然界存在着大量的复杂动态网络, 并且复杂
动态网络在物理学、神经学、信息通信以及保密技

术等领域中均有着重要应用. 其中, 作为复杂动态网
络的一种关键性集体行为, 其同步化现象的研究也
越来越受到国内外学者的广泛关注[1−5]. 长期以来,
基于稳定结构的网络同步研究一直是人们研究的主

要方向[6−9]. 然而, 实际网络的拓扑结构常常是变化
的. 其原因在于在实际应用中, 网络节点的连接方式
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经常由于连接故障或新节点的加入而改变, 进而使
得网络的拓扑结构随之改变, 从而使网络同步的实
现变得更加困难, 增加了网络同步状态发生崩溃的
可能性. 因此, 具有拓扑切换特性的网络同步研究也
就成为了目前人们研究的热点问题.
目前, 具有拓扑切换特性的复杂网络的同步研

究已有文献报道. 其中典型的如 Zhai[10] 研究了具
有拓扑切换特性的非线性系统构成的网络的同步行

为. 文献 [11] 研究了具有切换有向拓扑的多智能网
络的一致性跟踪控制问题. 文献 [12] 中, Fan 等研
究了具有切换拓扑特性的异构复杂网络的准同步行

为. 文献 [13] 报道了具有Markovian 切换特性的耦
合神经网络的自适应指数同步问题. 这些工作为我
们进一步深入地研究具有拓扑切换特性的网络同步

问题奠定了理论基础.
然而, 已报道的上述成果中其同步技术仍具有
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若干局限性. 例如文献 [13] 中的拓扑结构切换利用
的是 Markovian 切换, 人们很难对其进行控制. 而
在实际中, 常常需要根据人们的实际需求随时进行
网络拓扑结构的切换. 同时, 网络中参数的未知性
也是实际网络受到外界干扰而具有的不稳定因素.
不难看出, 含有未知参数的网络同步研究十分必要.
另外, 有关连续型网络同步研究的文献也比较多见,
而离散型网络的同步研究相对较少. 其中较为典型
的工作如 Zhang 等[14] 利用线性矩阵不等式技术研

究了具有时变时滞和随机扰动的离散时间网络的指

数同步问题. 文献 [15] 研究了一类具有不确定内耦
合的离散时间随机网络的同步和状态估计. Cheng
等[16] 研究了具有时延耦合的离散动态网络的牵制

同步, 并依据牵制控制技术得到了网络的同步判据.
但上述工作主要集中在拓扑结构固定不变的网络同

步问题, 并未涉及变结构离散网络的同步问题. 同
时, 时间混沌系统一直被人们用以研究网络同步的
网络节点. 相比于时间网络, 时空网络因其具有独特
的空间特征近年来逐渐被人们采用来研究网络同步

问题, 但其同步技术依然不够成熟.
值得注意的是, 虽然网络同步有滑模控制同

步[17−18]、驱动响应同步[19]、自适应同步[20−21]、指

数同步[22] 和耦合同步[23] 等多种类型, 但其中的指
数同步因在调节网络同步速率方面有其独特的优势,
因而受到人们的广泛青睐. 为此, 文献 [24] 研究了
具有混合时变时滞的神经网络的自适应指数同步问

题. Ahmed 等[25] 通过构造 Lyapunov 函数研究了
一类具有有向拓扑和时滞的复杂网络的指数同步问

题. 文献 [26] 研究了具有时变内耦合的复杂动态网
络的指数同步, 并获得了确保网络指数同步的充分
条件. 但据我们所知, 目前关于离散型时空网络的指
数同步方案还鲜有报道.
基于上述讨论, 本文研究了具有拓扑切换特性

的离散型不确定时空网络的指数同步, 并对网络中
的未知参数进行了识别. 这种同步技术的优势在于
网络的拓扑结构可按照人为的需要任意切换, 其同
步性能不受影响. 同时, 我们构造了一个具有指数形
式的特殊的 Lyapunov 函数, 通过调节其中的参数,
能够有效地调节网络的同步速率.

1 时空网络与目标系统的指数同步

考虑 N 个离散型时空混沌系统作为节点的时

空网络与单一目标系统的指数同步. 目标系统取如
下形式:

y(m,n + 1) = F (y(m,n), α) =

f(y(m,n)) + g(y(m,n))α (1)

其中, n 为离散化时间, m 为空间格点坐标,

F (y(m,n), α) 是目标系统的状态函数. f(y(m,n))
是经过适当分离后得到的不含系统参数的部分,
g(y(m,n))α 为含有系统参数的部分, α 为系统参

数.
网络节点的动力学方程取如下形式:

xi(m,n + 1) = F (xi(m,n), αi)+

εi

N∑
j=1

c
s(n)
ij xj(m,n) + ui(m,n) =

f(xi(m,n)) + g(xi(m,n))αi +

εi

N∑
j=1

c
s(n)
ij xj(m,n) + ui(m,n) (2)

其中, n 为离散化的时间, m 为空间格点坐标,
F (xi(m,n), αi)是网络节点的状态函数, xi(m,n) =
(x1(m,n), x2(m,n), · · · , xN(m,n))T ∈ RW 为网

络节点的状态矢量. αi 为未知参数, 其识别量为
α̂i(m,n). ui(m,n) 为网络控制器. εi 是网络节点

之间的耦合强度, Cs(n) = (cs(n)
ij )N×N 是与切换信号

s(n) 对应的网络耦合矩阵, 其中切换信号 s(n) 的每
一个取值对应某段时间内网络的一种拓扑结构, 相
应的耦合矩阵即为 Cs(n), 而切换信号在不同时间段
的不同取值确保了网络拓扑结构的动态变化. 网络
的耦合矩阵元定义如下: 如果节点 i与节点 j (i 6= j)
之间有连接, 那么 c

s(n)
ij = −1, 否则 c

s(n)
ij = 0. 矩阵

对角元定义为 c
s(n)
ii = −∑N

j=1,j 6=i c
s(n)
ij .

网络误差定义为

ei(m,n) = xi(m,n)− y(m,n) (3)

通过式 (3) 可以进一步得到

ei(m,n + 1) = xi(m,n + 1)− y(m,n + 1) =

f(xi(m,n)) + g(xi(m,n))αi−
f(y(m,n))− g(y(m,n))α +

εi

N∑
j=1

c
s(n)
ij xj(m,n) + ui(m,n) (4)

假设 1. 若存在一个大于零的常数 li, 则下列不
等式成立

|F (xi(m,n), α̂i(m,n))− F (y(m,n), α)| ≤
li |xi(m,n)− y(m,n)| (5)

定理 1. 当参数识别律和网络同步控制器分别
设计为下列形式, 时空网络与目标系统将达到指数
同步.

α̂i(m,n + 1) = αi + Qi(m,n)(α̂i(m,n)− αi) (6)
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ui(m,n) = −[li + εiλ
s(n)
i − exp(µ′ − µ)]ei(m,n)

(7)

其中, |Qi(m,n)| = 1−ϕi |g(xi(m,n)| exp(µ(n+1))
为配置函数, µ′ 与 µ 为调节参数, λ

s(n)
i 为网络耦合

矩阵的本征值.
证明. 构造网络的 Lyapunov 函数

V (m,n) =
N∑

i=1

|ei(m,n) exp(µn)|+

N∑
i=1

1
ϕi

|α̂i(m,n)− αi| (8)

其中, µ 和 ϕi 为调节参数.
基于式 (8) 可以进一步得到

∆V = V (m,n + 1)− V (m,n) =

N∑
i=1

|ei(m,n + 1) exp(µ(n + 1))| −

N∑
i=1

|ei(m,n) exp(µn)|+

N∑
i=1

1
ϕi

|α̂i(m,n + 1)− αi| −

N∑
i=1

1
ϕi

|α̂i(m,n)− αi| =

N∑
i=1

|f(xi(m,n)) + g(xi(m,n))αi−

f(y(m,n))− g(y(m,n))α +

εi

N∑
j=1

c
s(n)
ij xj(m,n) +ui(m,n)| ×

exp(µ(n + 1))−
N∑

i=1

|ei(m,n)| exp(µn)+

N∑
i=1

1
ϕi

|α̂i(m,n + 1)− αi| −

N∑
i=1

1
ϕi

|α̂i(m,n)− αi| ≤

N∑
i=1

|f(xi(m,n)) + g(xi(m,n))α̂i(m,n)−

f(y(m,n))− g(y(m,n))α +

εi

N∑
j=1

c
s(n)
ij xj(m,n) +ui(m,n)| ×

exp(µ(n + 1))−
N∑

i=1

|ei(m,n)| exp(µn)+

N∑
i=1

|g(xi(m,n))| |α̂i(m,n)− αi| ×

exp(µ(n + 1))+

N∑
i=1

1
ϕi

|α̂i(m,n + 1)− αi| −

N∑
i=1

1
ϕi

|α̂i(m,n)− αi| (9)

利用假设 1 和定理 1, 并考虑到网络耦合矩阵
Cs(n) 满足耗散条件,因此 εi

∑N

j=1 c
s(n)
ij y(m,n) = 0,

则式 (9) 可以改写为

∆V ≤
N∑

i=1

∣∣∣(li + εiλ
s(n)
i )ei(m,n)+

ui(m,n)| exp(µ(n + 1))−
N∑

i=1

|ei(m,n)| exp(µn)+

N∑
i=1

|g(xi(m,n))| |α̂i(m,n)− αi| ×

exp(µ(n + 1))+

N∑
i=1

1
ϕi

|α̂i(m,n + 1)− αi| −

N∑
i=1

1
ϕi

|α̂i(m,n)− αi| =

N∑
i=1

|exp(µ′ − µ)ei(m,n)| exp(µ(n + 1))−

N∑
i=1

|ei(m,n)| exp(µn)+

N∑
i=1

[|g(xi(m,n))| exp(µ(n + 1))− 1
ϕi

]×

|α̂i(m,n)− αi|+
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N∑
i=1

1
ϕi

|α̂i(m,n + 1)− αi| =

N∑
i=1

|exp(µ′ − µ)ei(m,n)| exp(µ(n + 1))−

N∑
i=1

|ei(m,n)| exp(µn) =

N∑
i=1

|ei(m,n)| exp(µn)(exp(µ′)− 1) (10)

显然, 若 exp(µ′)− 1 < 0, 即 µ′ < 0, 必有 ∆V

< 0. 基于 Lyapunov 稳定性理论, 上述网络与目标
系统达到指数同步.

2 仿真模拟与分析

为了验证同步方案, 我们选取具有时空混沌行
为的激光相位共轭波空间拓展系统[27−28] 作为目标

系统和时空网络的节点进行仿真模拟.
激光相位共轭波空间拓展系统的状态方程为

x(m,n + 1) = (1− ε)ωJ2
0 [(x(m,n)−B)

1
2 ] +

εωJ2
0 [(x(m− 1, n)−B)

1
2 ] (11)

其中, 系统参数 ω = 28, B = 1, ε = 0.1, 而 J0 表示

零级 Bessel 函数.
针对上述方程, 取周期性边界条件, 并且初始值

在 (1.8, 2) 区间内随机取值, 我们仿真模拟了激光相
位共轭波空间拓展系统状态变量随时空的演化如图

1 所示. 明显地, 该系统处于时空混沌态.

图 1 状态变量 x(m, n) 的时空演化

Fig. 1 Spatiotemporal evolution of state variable x(m, n)

在仿真模拟中, 目标系统取单一的激光相位共
轭波空间拓展系统

y(m,n + 1) = (1− ε)ωJ2
0 [(y(m,n)−B)

1
2 ] +

εωJ2
0 [(y(m− 1, n)−B)

1
2 ] (12)

任选网络节点数 N = 7, 基于式 (2) 构造网络节点
的动力学方程

xi(m,n + 1) = (1− ε)ωJ2
0 [(xi(m,n)−B)

1
2 ] +

εωJ2
0 [(xi(m− 1, n)−B)

1
2 ] +

εi

7∑
j=1

c
s(n)
ij xj(m,n) + ui(m,n)

(13)

其中, 参数 ε 在模拟过程中假设为未知量.
选取时间段 [0, 250], 并假设相应的切换信号

s(n) 如图 2 所示. 我们选取 4 种时空网络的拓扑结
构与切换信号 s(n)对应,如图 3所示. 具体来说, 例
如当时间 n = [0, 50)时,对应切换信号 s(n) = 1,即
此时的时空网络的拓扑结构为图 3 (a), 对应的耦合
矩阵为 C1; 当时间 n = [50, 80) 时, 切换信号 s(n)
= 3, 即此时的时空网络的拓扑结构为图 3 (c), 对
应的耦合矩阵为 C3. 显然, 不同时间段的切换信号
s(n) 都有一一对应的拓扑结构, 且与拓扑结构对应
的耦合矩阵为

C1 =




3 −1 0 −1 0 −1 0
0 1 0 0 0 0 −1

−1 0 1 0 0 0 0
0 0 −1 1 0 0 0

−1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 1 0

−1 0 0 0 0 0 1




C2 =




3 −1 0 −1 0 −1 0
0 1 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 1 0 0 0

−1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 1 0
0 0 0 0 0 0 0




C3 =




2 −1 0 −1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 −1
0 −1 1 0 0 0 0
0 0 −1 1 0 0 0

−1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 1 0
0 0 0 0 0 0 0
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C4 =




1 0 0 −1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 −1
0 −1 1 0 0 0 0
0 0 −1 1 0 0 0

−1 0 0 0 2 0 −1
0 0 0 0 −1 1 0
0 0 0 0 0 0 0




图 2 拓扑切换信号 s(n)

Fig. 2 The topology switching signal s(n)

图 3 4 种切换拓扑结构图

Fig. 3 Four switching topologies

基于式 (6) 和式 (7), 我们可以获得对应的网
络控制器及其参数识别律, 其中相关参数取为 µ′ =

−0.09, µ = −0.01, ϕi = 0.012. 取周期性边界条件,
网络节点状态变量的初始值仍随机选取, 我们模拟
网络误差随时空的演化如图 4∼ 10 所示, 参数识别
量随时空的演化如图 11∼ 17 所示.

图 4 误差 e1(m, n) 随时空的演化

Fig. 4 Spatiotemporal evolution of error e1(m, n)

图 5 误差 e2(m, n) 随时空的演化

Fig. 5 Spatiotemporal evolution of error e2(m, n)

图 6 误差 e3 (m, n) 随时空的演化

Fig. 6 Spatiotemporal evolution of error e3 (m, n)
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图 7 误差 e4(m, n) 随时空的演化

Fig. 7 Spatiotemporal evolution of error e4(m, n)

图 8 误差 e5(m, n) 随时空的演化

Fig. 8 Spatiotemporal evolution of error e5(m, n)

图 9 误差 e6(m, n) 随时空的演化

Fig. 9 Spatiotemporal evolution of error e6(m, n)

由图 4∼ 10 可以发现网络误差 ei(m,n) 在初始
阶段存在一定振荡但经过较短时间后振荡明显减弱

并且当 n = 60 时同步误差迅速收敛于零此时网络
达到了指数同步状态. 同时, 保持其他参数不变, 调

图 10 误差 e7(m, n) 随时空的演化

Fig. 10 Spatiotemporal evolution of error e7(m, n)

图 11 未知参数 ε1(m, n) 随时空的演化

Fig. 11 Spatiotemporal evolution of unknown parameter

ε1(m, n)

图 12 未知参数 ε2(m, n) 随时空的演化

Fig. 12 Spatiotemporal evolution of unknown parameter

ε2(m, n)

节参数 µ 取不同的数值, 网络的同步误差趋于零的
快慢程度是不同的, 可见指数同步在控制同步速率
方面有较大的优势. 另外, 从图中也可以看到, 在整
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图 13 未知参数 ε3 (m, n) 随时空的演化

Fig. 13 Spatiotemporal evolution of unknown parameter

ε3 (m, n)

图 14 未知参数 ε4(m, n) 随时空的演化

Fig. 14 Spatiotemporal evolution of unknown parameter

ε4(m, n)

图 15 未知参数 ε5(m, n) 随时空的演化

Fig. 15 Spatiotemporal evolution of unknown parameter

ε5(m, n)

个时间序列 [0, 250] 上, 即使网络拓扑结构随着切换
信号任意变化, 但网络误差收敛于零后一直保持稳

图 16 未知参数 ε6(m, n) 随时空的演化

Fig. 16 Spatiotemporal evolution of unknown parameter

ε6(m, n)

图 17 未知参数 ε7(m, n) 随时空的演化

Fig. 17 Spatiotemporal evolution of unknown parameter

ε7(m, n)

定状态, 说明网络拓扑结构的切换并不影响网络的
同步性能. 图 11∼ 17 显示, 由于初始值不同, 未知
参数 εi(m,n) 的识别图像在 n = 60 之前有明显的
波动. 但在此之后逐渐趋于定值 0.1, 与参数的实际
值一致, 表明未知参数的识别效果明显.

3 结论

在时空网络的拓扑结构随着切换信号的变换而

变化的情况下, 通过设计有效的同步控制器和含有
指数形式的 Lyapunov 函数, 我们实现了含有未知
参数的离散型时空网络与单一目标的指数同步, 并
且未知参数也得到了有效的识别. 通过仿真模拟, 我
们进一步验证了设计的同步原理的有效性. 模拟结
果表明, 网络误差 ei(m,n) 在较短的时间内趋于零,
未知参数的识别曲线经过短时间波动后也趋于定值

0.1. 我们发现, 变化的网络拓扑结构并没有对网络
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的同步性能产生影响, 并且指数同步策略能够有效
地控制网络的同步速率.
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