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修正 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程的可积推广及其可积性质

洪建彬， 吴红霞

（集美大学理学院， 福建 厦门 ３６１０２１）

［摘要］ 通过修正的 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ （ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ， ｍＣＨ） 方程的可积推广， 推导出带自相容

源的修正 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程 （ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｓｅｌｆ⁃ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｓｏｕｒｃｅｓ， ｍＣＨＥＳＣＳ） 及其

相应的 Ｌａｘ 对。 构造出该带源方程的无穷守恒律及其互反变换。 基于 ｍＣＨＥＳＣＳ 的互反变换， 求出

ｍＣＨＥＳＣＳ 的一些新解， 如 ｍｕｌｔｉｓｏｌｉｔｉｏｎ、 ｍｕｌｔｉｎｅｇａｔｏｎ 和 ｍｕｌｔｉｐｏｓｉｔｏｎ 解。
［关键词］ 带自相容源的修正 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程； Ｌａｘ 对； 无穷守恒律； 互反变换； 求解
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０　 引言
修正的 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ （ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ， ｍＣＨ） 方程最初以一种新的可积系统被研

究［１ － ３］ 。 之后， 文献 ［４ － ５］ 重新发现并推导出该方程。 文献 ［１］ 把三哈密顿结构运用于 ｍＫｄＶ 方

程的双哈密顿形式中， 从而推出 ｍＣＨ 方程。
众所周知， ｍＣＨ 方程在很多领域都有重要的应用。 例如， 在物理学上， 该方程描述是在浅水波

上单方向传播时的相互作用， 其中 ｕ 是自由液面高度， 文献 ［６］ 从二维流体力学的表面波推导出该

方程； 在几何学上， 该方程也来自一种内在的 （弧线保留） 流在欧几里得几何［７］ 不变的平面曲线。
从此， ｍＣＨ 方程引起了人们的关注。 研究表明， ｍＣＨ 方程与 ＣＨ 方程有很多相似的可积性质， 该方

程具有 Ｌａｘ 对和达布变换［８］ 、 爆破波和 ｐｅａｋｏｎ［７］ 、 Ｗｅｌｌ⁃ｐｏｓｅｄｎｅｓｓ［９］ 、 双哈密顿结构［１］ 、 无穷守恒律、
孤子解［１０］ 。 然而， ｍＣＨ 方程与 ＣＨ 方程的可积性质［１１］ 不同之处在于 ｍＣＨ 方程具有高阶非线性， 所
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以 ｍＣＨ 方程具有包括爆破波和 ｍｕｌｔｉ⁃ｐｅａｋｏｎ 动态等新的特点。 而且， 无论 ｍＣＨ 方程在有无界条件

下， 该方程都具有光滑的亮孤子解［１２］ 。
作为孤子方程的可积推广， 带源的孤子方程 （ｓｏｌｉｔｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｓｅｌｆ⁃ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｓｏｕｒｃｅｓ， ＳＥＳＣＳ）

在很多领域如等离子体、 固体物理和流体力学等均有广泛的应用。 例如， 带源 ＫｄＶ 方程描述了长短

毛细 － 重力波的相互作用［１３］ 。 ２０１０ 年， 文献 ［１４］ 考察了带自相容源的 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程 （ Ｃａ⁃
ｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｓｅｌｆ⁃ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｓｏｕｒｃｅｓ， ＣＨＥＳＣＳ） 在浅水中不同孤立波的相互作用， 同时构造

了 ＣＨＥＳＣＳ 及其相应 Ｌａｘ 对、 无穷守恒律和互反变换， 也给出了 ＣＨＥＳＣＳ 的一些新解， 例如 ｓｏｌｉ⁃ｔｏｎ、
ｎｅｇａｔｏｎ、 ｐｏｓｉｔｏｎ 和单 ｐｅａｋｏｎ 解。

已有学者对 ＣＨＥＳＣＳ 进行了研究， 但对 ｍＣＨＥＳＣＳ 研究过少。 由于 ＣＨ 方程具有二次非线性， 而

ｍＣＨ 方程具有三次非线性， 这必将使得 ｍＣＨＥＳＣＳ 的构造要比 ＣＨＥＳＣＳ 的更复杂。 本文主要研究

ｍＣＨ 方程

ｍｔ ＋ ［ｍ（ｕ２ － ｕ２
ｘ ）］ ｘ ＝ ０， ｍ ＝ ｕ － ｕｘｘ （１）

的推广问题， 这里 ｕ（ｘ，ｔ） 是与空间变量 ｘ 和时间变量 ｔ 有关的函数。 本文主要研究 ｍＣＨＥＳＣＳ 的构造

和求解， 同时， ｍＣＨＥＳＣＳ 的 Ｌａｘ 对、 无穷守恒律和互反变换等一些可积性质也会相继给出。

１　 带源 ｍＣＨ 方程及其 Ｌａｘ 对
１􀆰 １　 带源 ｍＣＨ 方程

众所周知， ｍＣＨ 方程 （１） Ｌａｘ 对中的空间部分为

φ１ｘ ＝ － φ１ ／ ２ ＋ λｍφ２ ／ ２，
φ２ｘ ＝ － λｍφ１ ／ ２ ＋ φ２ ／ ２，{ （２）

时间部分为

φ１ｔ ＝ ［λ －２ ＋ （ｕ２ － ｕ２
ｘ ） ／ ２］φ１ － ［λ －１ （ｕ － ｕｘ） ＋ λｍ（ｕ２ － ｕ２

ｘ ） ／ ２］φ２ ，

φ２ｔ ＝ ［λ －１ （ｕ ＋ ｕｘ） ＋ λｍ（ｕ２ － ｕ２
ｘ ） ／ ２］φ１ － ［λ －２ ＋ （ｕ２ － ｕ２

ｘ ） ／ ２］φ２ ，{ （３）

这里 λ 为谱参数。
利用式 （２） 和式 （３） 的相容性可推导出 ｍＣＨ 方程 （１）。 以下为 ｍＣＨ 方程的双哈密顿形式

ｍｔ ＝ － ［ｍ（ｕ２ － ｕ２
ｘ ）］ｘ ＝ Ｊ（δＨ１ ／ δｍ） ＝ Ｋ（δＨ０ ／ δｍ）， ｍ ＝ ｕ － ｕｘｘ， （４）

这里， Ｊ ＝ － ∂ｘｍ（∂－１
ｘ ｍ）∂ｘ， Ｋ ＝ ∂３

ｘ － ∂ｘ， Ｈ０ ＝ ∫ｍｕｄｘ ＝ ∫（ｕ２ － ｕｕｘｘ）ｄｘ， Ｈ１ ＝ ∫（ｕ４ ＋ ２ｕ２ｕ２
ｘ －

（ｕ ／ ３） ４
ｘ ）ｄｘ ／ ４。

对于 ｎ 个不同的实数 λ ｊ， 考虑以下谱问题

φ１ｊｘ ＝ － φ１ｊ ／ ２ ＋ λ ｊｍφ２ｊ ／ ２，
φ２ｊｘ ＝ － λ ｊｍφ１ｊ ／ ２ ＋ φ２ｊ ／ ２。{ （５）

不难发现， δλ ｊ ／ δｍ ＝ λ ｊ（φ２
１ｊ ＋ φ２

２ｊ） ／ ２。 根据文献 ［１４］ 的方法以及式 （５）， 将定义 ｍＣＨＥＳＣＳ 如下：

ｍｔ ＝ Ｋ［δＨ０ ／ δｍ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（δλ ｊ ／ δｍ） ／ λ２

ｊ ］， （６）

其中 φ１ｊ和 φ２ｊ由式 （５） 确定。 由式 （６） 可推导出 ｍＣＨＥＳＣＳ

ｍｔ ＝ － ［（ｕ － ｕｘｘ）（ｕ２ － ｕ２
ｘ ）］ ｘ ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
［（φ２

１ｊ ＋ φ２
２ｊ） ｘｘｘ － （φ２

１ｊ ＋ φ２
２ｊ） ｘ］ ／ （２λ ｊ）， （７）

φ１ｊｘ ＝ － φ１ｊ ／ ２ ＋ λ ｊｍφ２ｊ ／ ２， φ２ｊｘ ＝ － λ ｊｍφ１ｊ ／ ２ ＋ φ２ｊ ／ ２， ｊ ＝ １，…，Ｎ。 （８）
在式 （８） 条件下， ｍＣＨＥＳＣＳ 可以重写为

ｍｔ ＝ － ［（ｕ － ｕｘｘ）（ｕ２ － ｕ２
ｘ ）］ ｘ ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
［λ ｊｍ２ （φ２

１ｊ － φ２
２ｊ） ／ ２ － ｍｘφ１ｊφ２ｊ］。 （９）

·２５１·
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１􀆰 ２　 带源 ｍＣＨ 方程的 Ｌａｘ 对
下面推导出 ｍＣＨＥＳＣＳ 的 Ｌａｘ 对。 假设 ｍＣＨＥＳＣＳ 有如下的 Ｌａｘ 对

φ１

φ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

＝ Ｖ
φ１

φ２

æ

è
ç

ö

ø
÷，Ｖ ＝ － １ ／ ２ λｍ ／ ２

－ λｍ ／ ２ １ ／ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷， （１０）

φ１

φ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｔ

＝ 􀭺Ｕ
φ１

φ２

æ

è
ç

ö

ø
÷， 􀭺Ｕ ＝ Ｕ ＋ Ｕ０ ， （１１）

Ｕ ＝
λ －２ ＋ （ｕ２ － ｕ２

ｘ ） ／ ２ － λ －１ （ｕ － ｕｘ） － λｍ（ｕ２ － ｕ２
ｘ ） ／ ２

λ －１ （ｕ ＋ ｕｘ） ＋ λｍ（ｕ２ － ｕ２
ｘ ） ／ ２ － ［λ －２ ＋ （ｕ２ － ｕ２

ｘ ） ／ ２］
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ｕ０ ＝ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １

Ｄ１ ， Ｄ２

Ｄ３ ， － Ｄ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 其

中， Ｄ１ ＝ λＡ０ ／ （λ２ － λ２
ｊ ） ＋ Ａ１ ／ （λ２ － λ２

ｊ ） ＋ λＡ２ ／ （λ － λｊ） ＋ Ａ３ ／ （λ － λｊ） ＋ Ａ４ ＋ λＡ５ ， Ｄ２ ＝ λＢ０ ／ （λ２ －
λ２

ｊ ） ＋Ｂ１ ／ （λ２ － λ２
ｊ ） ＋ λＢ２ ／ （λ － λｊ） ＋ Ｂ３ ／ （λ － λｊ） ＋ Ｂ４ ＋ λＢ５ ， Ｄ３ ＝ λＣ０ ／ （λ２ － λ２

ｊ ） ＋ Ｃ１ ／ （λ２ － λ２
ｊ ） ＋

λＣ２ ／ （λ － λｊ） ＋ Ｃ３ ／ （λ － λｊ） ＋ Ｃ４ ＋ λＣ５ 。 且 Ａｉ，Ｂｉ，Ｃｉ（ｉ ＝ ０，１，２，３，４，５） 是与 φ１ｊ和 φ２ｊ有关的确定函数。
由式 （１０） 和式 （１１） 的相容性，

Ｖｔ － 􀭺Ｕｘ ＋ ［Ｖ，􀭺Ｕ］ ＝ ０， （１２）
有

∑
Ｎ

ｊ ＝ １
｛ － λＡ０ｘ ／ （λ２ － λ２

ｊ ） － Ａ１ｘ ／ （λ２ － λ２
ｊ ） － λＡ２ｘ ／ （λ － λ ｊ） － Ａ３ｘ ／ （λ － λ ｊ） － Ａ４ｘ － λＡ５ｘ ＋

λ２ｍ（Ｂ０ ＋ Ｃ０ ） ／ ［２（λ２ － λ２
ｊ ）］ ＋ λｍ（Ｂ１ ＋ Ｃ１ ） ／ ［２（λ２ － λ２

ｊ ）］ ＋ λ２ｍ（Ｂ２ ＋ Ｃ２ ） ／ ［２（λ － λ ｊ）］ ＋
λｍ（Ｂ３ ＋ Ｃ３ ） ／ ［２（λ － λ ｊ）］ ＋ λｍ（Ｂ４ ＋ Ｃ４ ） ／ ２ ＋ λ２ｍ（Ｂ５ ＋ Ｃ５ ） ／ ２｝ ＝ ０， （１３）

λｍｔ ／ ２ ＝ λ［ － ｍ（ｕ２ － ｕ２
ｘ ） ／ ２］ ｘ ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
［λＢ０ｘ ／ （λ２ － λ２

ｊ ） ＋ Ｂ１ｘ ／ （λ２ － λ２
ｊ ） ＋ λＢ２ｘ ／ （λ － λ ｊ） ＋

Ｂ３ｘ ／ （λ － λ ｊ） ＋ Ｂ４ｘ ＋ λＢ５ｘ ＋ λ２ｍＡ０ ／ （λ２ － λ２
ｊ ） ＋ λｍＡ１ ／ （λ２ － λ２

ｊ ） ＋ λ２ｍＡ２ ／ （λ － λ ｊ） ＋
λｍＡ３ ／ （λ － λ ｊ） ＋ λｍＡ４ ＋ λ２ｍＡ５ ＋ λＢ０ ／ （λ２ － λ２

ｊ ） ＋ Ｂ１ ／ （λ２ － λ２
ｊ ） ＋ λＢ２ ／ （λ － λ ｊ） ＋

Ｂ３ ／ （λ － λ ｊ） ＋ Ｂ４ ＋ λＢ５ ］， （１４）

－ λｍｔ ／ ２ ＝ λ［ｍ（ｕ２ － ｕ２
ｘ ） ／ ２］ ｘ ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
［λＣ０ｘ ／ （λ２ － λ２

ｊ ） ＋ Ｃ１ｘ ／ （λ２ － λ２
ｊ ） ＋

λＣ２ｘ ／ （λ － λ ｊ） ＋ Ｃ３ｘ ／ （λ － λ ｊ） ＋ Ｃ４ｘ ＋ λＣ５ｘ ＋ λ２ｍＡ０ ／ （λ２ － λ２
ｊ ） ＋

λｍＡ１ ／ （λ２ － λ２
ｊ ） ＋ λ２ｍＡ２ ／ （λ － λ ｊ） ＋ λｍＡ３ ／ （λ － λ ｊ） ＋ λｍＡ４ ＋ λ２ｍＡ５ －

λＣ０ ／ （λ２ － λ２
ｊ ） － Ｃ１ ／ （λ２ － λ２

ｊ ） － λＣ２ ／ （λ － λ ｊ） － Ｃ３ ／ （λ － λ ｊ） － Ｃ４ － λＣ５ ］。 （１５）
　 　 为了确定 Ａｉ，Ｂ ｉ 和 Ｃ ｉ（ ｉ ＝ ０，１，２，３，４，５） ， 由以上方程 （１３） ～ （１５） 分别比较系数 λ ／ （λ２ － λ２

ｊ ），
１ ／ （λ２ － λ２

ｊ ），λ ／ （λ － λ ｊ），１ ／ （λ － λ ｊ），λ２ ，λ 和 λ０ ， 从而得到

－ Ａ０ｘ ＋ ｍ（Ｂ１ ＋ Ｃ１ ） ／ ２ ＝ ０， － Ａ１ｘ ＋ ｍλ２
ｊ （Ｂ０ ＋ Ｃ０ ） ／ ２ ＝ ０， （１６）

－ ２Ａ２ｘ ＋ ｍ（Ｂ３ ＋ Ｃ３ ） ＝ ０， － ２Ａ３ｘ ＋ λ２
ｊ ｍ（Ｂ２ ＋ Ｃ２ ） ＝ ０， （１７）

－ Ａ４ｘ ＋ ｍ（Ｂ０ ＋ Ｃ０ ） ／ ２ ＋ ｍλｊ（Ｂ２ ＋ Ｃ２ ） ／ ２ ＝ ０， － Ａ５ｘ ＋ ｍ（Ｂ２ ＋ Ｃ２ ） ／ ２ ＋ ｍ（Ｂ４ ＋ Ｃ４ ） ／ ２ ＝ ０， （１８）
Ｂ５ ＋ Ｃ５ ＝ ０， Ａ５ ＝ ０， （１９）

Ｂ０ｘ ＋ ｍＡ１ ＋ Ｂ０ ＝ ０，　 Ｂ１ｘ ＋ λ２
ｊ ｍＡ０ ＋ Ｂ１ ＝ ０， （２０）

Ｂ２ｘ ＋ ｍＡ３ ＋ Ｂ２ ＝ ０，　 Ｂ３ｘ ＋ λ２
ｊ ｍＡ２ ＋ Ｂ３ ＝ ０， （２１）

Ｂ４ｘ ＋ ｍＡ０ ＋ λ ｊｍＡ２ ＋ Ｂ４ ＝ ０， ｍｔ ＝ ２（Ｂ５ｘ ＋ ｍＡ２ ＋ ｍＡ４ ＋ Ｂ５ ） ＝ ０， （２２）
Ｃ０ｘ ＋ ｍＡ１ － Ｃ０ ＝ ０，　 Ｃ１ｘ ＋ λ２

ｊ ｍＡ０ － Ｃ１ ＝ ０， （２３）
Ｃ２ｘ ＋ ｍＡ３ － Ｃ２ ＝ ０，　 Ｃ３ｘ ＋ λ２

ｊ ｍＡ２ － Ｃ３ ＝ ０， （２４）
Ｃ４ｘ ＋ ｍＡ０ ＋ λ ｊｍＡ２ － Ｃ４ ＝ ０， ｍｔ ＝ － ２（Ｃ５ｘ ＋ ｍＡ２ ＋ ｍＡ４ － Ｃ５ ） ＝ ０。 （２５）

从以上关系中可推导出， Ａ０ ＝ Ａ２ ＝ Ａ３ ＝ Ａ５ ＝ ０ ， Ａ１ ＝ λ２
ｊ φ１ｊφ２ｊ ／ ２ ， Ａ４ ＝ φ１ｊφ２ｊ ／ ２ ， Ｂ１ ＝ Ｂ２ ＝ Ｂ３ ＝ Ｂ４ ＝

·３５１·
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０ ， Ｂ０ ＝ － λ ｊφ２
１ｊ ／ ２ ， Ｂ５ ＝ － ｍφ１ｊφ２ｊ ／ ２ ， Ｃ１ ＝ Ｃ２ ＝ Ｃ３ ＝ Ｃ４ ＝ ０ ， Ｃ０ ＝ λ ｊφ２

２ｊ ／ ２ ， Ｃ５ ＝ ｍφ１ｊφ２ｊ ／ ２ 。 因此，
得到如下 ｍＣＨＥＳＣＳ 的 Ｌａｘ 对

φ１

φ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

＝ － １ ／ ２ λｍ ／ ２
－ λｍ ／ ２ １ ／ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

φ１

φ２

æ

è
ç

ö

ø
÷， （２６）

φ１

φ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｔ

＝
（λ－２ ＋ （ｕ２ － ｕ２

ｘ） ／ ２ － λ－１（ｕ － ｕｘ） － λｍ（ｕ２ － ｕ２
ｘ） ／ ２

λ－１（ｕ ＋ ｕｘ） ＋ λｍ（ｕ２ － ｕ２
ｘ） ／ ２ － ［λ－２ ＋ （ｕ２ － ｕ２

ｘ） ／ ２］
æ

è
çç

ö

ø
÷÷＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝１

Ｅ１ Ｅ２

Ｅ３ － Ｅ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

φ１

φ２

æ

è
ç

ö

ø
÷。 （２７）

其中， Ｅ１ ＝ φ１ｊφ２ｊ ／ ２ ＋ λ２
ｊ φ１ｊφ２ｊ ／ ［２（λ２ － λ２

ｊ ）］ ， Ｅ２ ＝ － λｍφ１ｊφ２ｊ ／ ２ － λλ ｊφ２
１ｊ ／ ［２（λ２ － λ２

ｊ ）］ ， Ｅ３ ＝
λｍφ１ｊφ２ｊ ／ ２ ＋ λλ ｊφ２

２ｊ ／ ［２（λ２ － λ２
ｊ ）］。

２　 带源 ｍＣＨ 方程的无穷守恒律
基于 ｍＣＨＥＳＣＳ 的 Ｌａｘ 形式， 构造出带源 ｍＣＨ 方程的无穷守恒律。 令 Γ ＝ φ２ ／ φ１ ， 其中 φ１ 和 φ２

是由方程 （２６） 和 （２７） 所确定。 由式 （２６） 知道 Γ 满足 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程［１５］

Γｘ ＝ － λｍ（Γ） ２ ／ ２ ＋ Γ － λｍ ／ ２。 （２８）
由方程 （２６） 和 （２７） 可得出

（ｌｎ φ１ ） ｘ ＝ － １ ／ ２ ＋ λｍΓ ／ ２， （ｌｎ φ１ ） ｔ ＝ Ｖ１１ ＋ Ｖ１２ Γ， （２９）
其中，

Ｖ１１ ＝ λ －２ ＋ （ｕ２ － ｕ２
ｘ ） ／ ２ ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
［φ１ｊφ２ｊ ／ ２ ＋ λ２

ｊ φ１ｊφ２ｊ ／ （２（λ２ － λ２
ｊ ））］，

Ｖ１２ ＝ － ［λ －１ （ｕ － ｕｘ） ＋ λｍ（ｕ２ － ｕ２
ｘ ） ／ ２ ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
（λｍφ１ｊφ２ｊ ／ ２ ＋ λλ ｊφ２

１ｊ ／ （２（λ２ － λ２
ｊ ）））］。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３０）

注意到方程 （２９） 的相容性条件，
θｔ ＝ Ｆｘ， （３１）

其中， θ ＝ ｍΓ ，

Ｆ ＝ － ２λ －２ （ｕ － ｕｘ）Γ ＋ λ －１ ［（ｕ２ － ｕ２
ｘ ） ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
（φ１ｊφ２ｊ ＋ λ２

ｊ φ１ｊφ２ｊ ／ （λ２ － λ２
ｊ ））］ －

ｍ［（ｕ２ － ｕ２
ｘ ） ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
（φ１ｊφ２ｊ ＋ λ ｊφ２

１ｊ ／ ｍ（λ２ － λ２
ｊ ））］Γ， （３２）

其中， θ 为守恒密度， Ｆ 为伴随通量。 以下通过两种正负不同的 λ 的阶展开 Γ， 从而得到守恒密度的

显式表达式。
第一种以 λ 负阶形式展开 Γ，

Γ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
（Γ ｊλ －ｊ）， θ ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
（θ ｊλ －ｊ）， Ｆ ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
（Ｆ ｊλ －ｊ）， （３３）

其中 Γ ｊ，θ ｊ 和 Ｆ ｊ（ ｊ ＝ ０，１，２，…） 是与 ｘ，ｔ 有关的函数。
将式 （３３） 代入式 （２８） 并比较 λ 的系数， 得到

Γ０ ＝ Ｉ， Ｉ２ ＝ － １， Γ１ ＝ １ ／ ｍ， （３４）
以及与 Γ ｊ 有关的递推公式：

Γ ｊ ＋１ ＝ ［Γ ｊ － Γ ｊ，ｘ － ｍ ∑
ｉ ＋ｋ ＝ ｊ＋１，ｉ，ｋ≥１

（Γ ｉΓｋ） ／ ２］ ／ （ｍΓ０ ）， ｊ ≥ １。 （３５）

将式 （３３） ～ 式 （３５） 代入式 （３２）， 分别得到方程 （９） 的守恒密度和伴随通量，

·４５１·
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θ０ ＝ － ｍ２ ， Ｆ０ ＝ － － ｍ２ ［（ｕ２ － ｕ２
ｘ） ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
（φ１ｊφ２ｊ ＋ λｊφ２

１ｊ ／ （ｍ（λ２ － λ２
ｊ ）））］，

θ１ ＝ １，Ｆ１ ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
［λ２

ｊ φ１ｊφ２ｊ ／ （λ２ － λ２
ｊ ） － λｊφ２

１ｊ ／ （ｍ（λ２ － λ２
ｊ ））］，

θｊ ＝ ｍΓｊ，Ｆｊ ＝ － ２（ｕ － ｕｘ）Γｊ －２ － θｊ［（ｕ２ － ｕ２
ｘ） ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
（φ１ｊφ２ｊ ＋ λｊφ２

１ｊ ／ ｍ（λ２ － λ２
ｊ ））］， ｊ ≥ ２。

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（３６）

其中 Γ ｊ 由式 （３４） 和式 （３５） 所确定。
第二种 Γ 的展开是以 λ 的正阶展开

Γ ＝ ∑
∞

ｊ ＝ ０
（Γ ｊλ ｊ）， θ ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
（θ ｊλ ｊ）， Ｆ ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
（Ｆ ｊλ ｊ）， （３７）

将式 （３７） 代入式 （２８） 并比较 λ 的系数， 得到

Γ２ｊ ＝ ０， ｊ ≥ ０，

Γ１ ＝ （ｕ ＋ ｕｘ） ／ ２， Γ２ｊ ＋１ － Γ２ｊ ＋１，ｘ ＝ ｍ ∑
ｉ ＋ｋ ＝ ２ｊ，０≤ｉ，ｋ≤２ｊ

（（Γ ｉΓｋ） ／ ２）， ｊ ≥ １。{ （３８）

将式 （３７） 和式 （３８） 代入式 （３２）， 同样得到

θ２ｊ ＝ ０， Ｆ２ｊ ＝ ０， ｊ ≥ ０， （３９）
以及

θ１ ＝ ｍ（ｕ ＋ ｕｘ） ／ ２， Ｆ１ ＝ － ２（ｕ － ｕｘ）Γ３ － ［（ｕ２ － ｕ２
ｘ） ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝１
（φ１ｊφ２ｊ ＋ λｊφ２

１ｊ ／ ｍ（λ２ － λ２
ｊ ））］θ１，

θ２ｊ ＋１ ＝ ｍΓ２ｊ ＋１， Ｆ２ｊ ＋１ ＝ － ２（ｕ － ｕｘ）Γ２ｊ ＋３ － ［（ｕ２ － ｕ２
ｘ） ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝１
（φ１ｊφ２ｊ ＋ λｊφ２

１ｊ ／ ｍ（λ２ － λ２
ｊ ））］θ２ｊ ＋１， ｊ ≥ １，

ì

î

í

ïï

ïï
（４０）

其中 Γ２ｊ ＋１ 由以下递推公式所定义

Γ２ｊ ＋１ ＝ （１ － ∂ｘ） －１ （ｍ ∑
ｉ ＋ｋ ＝ ２ｊ，０≤ｉ，ｋ≤２ｊ

（Γ ｉΓｋ） ／ ２）， ｊ ≥ １。 （４１）

３　 带源的 ｍＣＨ 方程的互反变换
方程 （７） 可重写为

ｍｔ ＋ ［ｍ（ｕ２ － ｕ２
ｘ ） ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
（ｍφ１ｊφ２ｊ）］ ｘ ＝ ０。 （４２）

方程 （４２） 给出封闭的 １ － ｆｏｒｍ

ｗ ＝ ｍｄｘ － ［ｍ（ｕ２ － ｕ２
ｘ ） ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
（ｍφ１ｊφ２ｊ）］ｄｔ。 （４３）

以下通过文献 ［８］ 的关系定义互反变换 （ｘ，ｔ） → （ｙ，ｓ）

ｄｙ ＝ ｍｄｘ － ［ｍ（ｕ２ － ｕ２
ｘ ） ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
（ｍφ１ｊφ２ｊ）］ｄｓ， ｄｓ ＝ ｄｔ， （４４）

以及

∂ ／ ∂ｘ ＝ ｍ（∂ ／ ∂ｙ）， ∂ ／ ∂ｔ ＝ ∂ ／ ∂ｓ － ［ｍ（ｕ２ － ｕ２
ｘ ） ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
（ｍφ１ｊφ２ｊ）］（∂ ／ ∂ｙ）。 （４５）

进而 ｍＣＨＥＳＣＳ （７） 可转为以下新的形式

ｍｓ ＋ ２ｍ３ｕｙ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
［λ ｊｍ２ （φ２

２ｊ － φ２
１ｊ） ／ ２］ ＝ ０， （４６）

ｍφ１ｊｙ ＝ － φ１ｊ ／ ２ ＋ λ ｊｍφ２ｊ ／ ２， ｍφ２ｊｙ ＝ － λ ｊｍφ１ｊ ／ ２ ＋ φ２ｊ ／ ２， （４７）
且 ｕ 与 ｍ 有关， 即

·５５１·
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ｕ ＝ ｍ ＋ ｍ（１ ／ ｍ） ｓｙ ／ ２ － ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
［λ ｊ（φ２

１ｊ ＋ φ２
２ｊ － ２ｍλ ｊφ１ｊφ２ｊ） ／ ４］。 （４８）

称式 （４６）、 式 （４７） 和式 （４８） 的系统为相伴的 ｍＣＨＥＳＣＳ （ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｍＣＨＥＳＣＳ， ＡｍＣＨＥＳＣＳ）。
基于互反变换 （４５）， 谱问题 （２６） 的空间部分可转变为薛定谔中的谱问题

φ２ｙｙ ＝ － λ２φ２ ／ ４ ＋ Ｕφ２ ， （４９）
以及

Ｕ ＝ １ ／ （４ｍ２ ） － ｍｙ ／ （２ｍ２ ）。 （５０）
　 　 同样， 谱问题 （２７） 的时间部分也可转为

φ２ｓ ＝ － Ｖｙφ２ ／ （２λ２ ） ＋ Ｖφ２ｙ ／ λ２ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
｛φ２ ［λ２

ｊ φ２
２ｊ ／ （２ｍ（λ２ － λ２

ｊ ）） －

λ２
ｊ φ１ｊφ２ｊ ／ （２（λ２ － λ２

ｊ ））］｝ － ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
［λ ｊφ２

２ｊφ２ｙ ／ （λ２ － λ２
ｊ ）］， （５１）

且

Ｖ ＝ － ２（ｕ ＋ ｕｘ） ＝ － ２（ｕ ＋ ｍｕｙ）。 （５２）
由式 （４９） 和式 （５１） 的相容性， 可得出

Ｕｓ ＝ － （Ｖｙ ／ ２） ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（λ ｊ（φ２

２ｊ） ｙ ／ ２），

Ｖｙｙｙ － ２ＶＵｙ － ４ＶｙＵ ＝ ０，

φ２ｊｙｙ ＝ （ － λ２
ｊ ／ ４ ＋ Ｕ）φ２ｊ， ｊ ＝ １，２，…，Ｎ。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（５３）

不难发现， 式 （５３） 为负阶的 ＫｄＶＥＳＣＳ （ｎｅｇａｔｉｖｅ ｏｒｄｅｒ ＫｄＶＥＳＣＳ， ＮＫｄＶＥＳＣＳ）。
令 ρ ＝ φ２ｙ ／ φ２ 。 由方程 （４９） 发现， ρ 满足 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程

ρｙ ＝ － λ２ ／ ４ ＋ Ｕ － ρ２ 。 （５４）
将式 （５０） 代入式 （５４）， 得到

ｍ ＝ １ ／ （２ρ） λ ＝ ０ ＝ φ２ （ｙ，ｓ，λ） ／ （２φ２ｙ（ｙ，ｓ，λ）） λ ＝ ０ 。 （５５）
注意到式 （５５） 可用来求 ＡｍＣＨＥＳＣＳ 的 ｍｕｌｔｉ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ、 ｍｕｌｔｉ⁃ｎｅｇａｔｏｎ 和 ｍｕｌｔｉ⁃ｐｏｓｉｔｏｎ 解。

４　 带源的 ｍＣＨ 方程的解
４􀆰 １　 带源的 ｍＣＨ 方程的 ｍｕｌｔｉ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ 解

由文献 ［８］， 注意到负阶的 ＫｄＶ 方程的 Ｎ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ 已给出

Ｕ ＝ １ ／ （４ｋ２ ） － ２∂２ ｌｎ Ｗ（ ｆ１ ，ｆ２ ，…，ｆＮ） ／ ∂ｙ２ ，

Ｖ ＝ － ２ｋ ＋ ４∂２ ｌｎ Ｗ（ ｆ１ ，ｆ２ ，…，ｆＮ） ／ ∂ｙｓ，{ （５６）

其相应特征函数

φ ＝ Ｗ（ ｆ１ ，ｆ２ ，…，ｆＮ，ｅξｊ） ／ Ｗ（ ｆ１ ，ｆ２ ，…，ｆＮ）， （５７）
其中 Ｗ 是 Ｎ 个函数 ｆ１ ，ｆ２ ，…，ｆＮ 的朗斯基行列式。 这里函数 ｆ ｊ 由以下

ｆ ｊ ＝
ｃｏｓｈ ξ ｊ， ｊ 是奇数，
ｓｉｎｈ ξ ｊ， ｊ 是偶数，{ （５８）

所确定，其中 ξ ｊ ＝ ｐ ｊ（ｙ ＋ ｃｊｓ ＋ α ｊ） ／ ２ 及 ｐ２
ｊ ／ ４ ＝ － λ２

ｊ ／ ４ ＋ １ ／ （４ｋ２ ） ， ｃｊ ＝ ２ｋ３ ／ （ｋ２ｐ２
ｊ － １） ，α ｊ 和 ｐ ｊ 为实数，

ｊ ＝ １，２，…，Ｎ 。
根据文献［１６］和常数变易法，得到 ＮＫｄＶＥＳＣＳ（５３）的 Ｎ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ 解

􀭺Ｕ ＝ ｋ２ ／ ４ － ２∂２ ｌｎ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｆ２ ，…，􀭰ｆＮ） ／ ∂ｙ２ ，
􀭵Ｖ ＝ － ２ｋ ＋ ４∂２ ｌｎ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｆ２ ，…，􀭰ｆＮ） ／ ∂ｙｓ，

φｊ ＝ β ｊ（ ｓ）Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｆ２ ，…，􀭰ｆＮ；ｅξｊ） ／ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｆ２ ，…，􀭰ｆＮ），

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５９）
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

其中 Ｗ 是 Ｎ 个函数 􀭰ｆ１ ，􀭰ｆ２ ，…，􀭰ｆＮ 的朗斯基行列式。 函数 􀭰ｆ ｊ 由以下

􀭰ｆ ｊ ＝
ｃｏｓｈ 􀭰ξ ｊ， ｊ 是奇数，
ｓｉｎｈ 􀭰ξ ｊ， ｊ 是偶数，{ （６０）

所确定，其中 􀭰ξ ｊ ＝ ｐ ｊ（ｙ ＋ ｃｊｓ ＋ α ｊ（ ｓ）） ／ ２ ， β ｊ（ ｓ） ＝ ２ （ － １） ｊα′ｊ（ ｓ） ／ （λ ｊ ∏
ｉ≠ｊ

（ｐ２
ｉ － ｐ２

ｊ ） ／ ４） ，ｃｊ 和 ｐ ｊ 由式

（５８）所确定， α ｊ（ ｓ） 是与 ｓ 有关的任意函数。 方程（４９）和式（５１）的两个基础解系，当 λ ＝ ０ 且 􀭺Ｕ 和 􀭵Ｖ 由

式（５９）所确定，得到

φ１ ＝ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｆ２ ，…，􀭰ｆＮ；ｅ －ｙ ／ ２ｋ） ／ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｆ２ ，…，􀭰ｆＮ） ≜ Ｗ^Ｎ ／ ＷＮ，

φ２ ＝ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｆ２ ，…，􀭰ｆＮ；ｅｙ ／ ２ｋ） ／ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｆ２ ，…，􀭰ｆＮ） ≜ 􀭿ＷＮ ／ ＷＮ。{ （６１）

注意到 φ１ 和 φ２ 的渐近性质分别为

φ１ ～ ∏
Ｎ

ｊ ＝ １
（ － １ ／ （２ｋ） － ｐ ｊ ／ ２）ｅ －ｙ ／ （２ｋ） ，φ２ ～ ∏

Ｎ

ｊ ＝ １
（１ ／ （２ｋ） － ｐ ｊ ／ ２）ｅｙ ／ （２ｋ） ，

φ１ｙ ～ － ∏
Ｎ

ｊ ＝ １
（ － １ ／ （２ｋ） － ｐ ｊ ／ ２）ｅ －ｙ ／ （２ｋ） ／ （２ｋ）， φ２ｙ ～ ∏

Ｎ

ｊ ＝ １
（１ ／ （２ｋ） － ｐ ｊ ／ ２）ｅｙ ／ （２ｋ） ／ （２ｋ）。

ì

î

í

ïï

ïï
（６２）

根据渐近性（６２），方程（４９）的函数 φ 和式（５１）相应的边界条件 ｌｉｍ
ｙ →∞

ｍ（ｙ，ｓ） ＝ ｋ 为 ｄ１φ２ ，其中 ｄ１ 为常

数，φ２ 由式（６１）给出。 进而由式（５５），得到

ｍ ＝ φ２ ／ （２φ２ｙ） ｜ λ ＝ ０ ＝ ＷＮ
􀭿ＷＮ ／ ［２（ＷＮ

􀭿ＷＮｙ － ＷＮｙ
􀭿ＷＮ）］。 （６３）

进一步，把式（６３）代入式（４８）中，得到以下 ｍＣＨＥＳＣＳ 的 Ｎ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ 解

ｕ ＝ （Ｗ３
Ｎ

􀭿Ｗ３
Ｎ － ＦＮ） ／ （２（ＷＮ

􀭿ＷＮｙ － ＷＮｙ
􀭿ＷＮ）Ｗ２

Ｎ
􀭿Ｗ２

Ｎ），

φ２ｊ ＝ ２ （ － １） ｊα′ｊ（ ｓ） ／ （λ ｊ ∏
ｉ≠ｊ

（ｐ２
ｉ － ｐ２

ｊ ） ／ ４） Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｆ２ ，…，􀭰ｆＮ；ｅ􀭰ξｊ） ／ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｆ２ ，…，􀭰ｆＮ），

φ１ｊ ＝ φ２ｊ ／ （ｍλ ｊ） － ２φ２ｊｙ ／ λ ｊ，

ｘ ＝ ∫（１ ／ ｍ）ｄｙ ＝ ∫（２φ１ｙ ／ φ１ ）ｄｙ ＝ ｌｎ φ２
１ ＋ α ＝ ｌｎ（ 􀭺Ｗ２

Ｎ ／ Ｗ２
Ｎ） ＋ α， ｔ ＝ ｓ，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（６４）

其中 α 为任意常数且

ＦＮ ＝ Ｗ３
Ｎ（２ 􀭿ＷＮ

􀭿ＷＮｙ
􀭿ＷＮｙｓ － ２ 􀭿Ｗ２

Ｎｙ
􀭿ＷＮｓ ＋ 􀭿ＷＮ

􀭿ＷＮｓ
􀭿ＷＮｙｙ － 􀭿Ｗ２

Ｎ
􀭿ＷＮｙｙｓ） －

　 　 􀭿Ｗ３
Ｎ（２ＷＮＷＮｙＷＮｙｓ － ２Ｗ２

ＮｙＷＮｓ ＋ ＷＮＷＮｓＷＮｙｙ － Ｗ２
ＮＷＮｙｙｓ）。 （６５）

特别地，当 Ｎ ＝ １ ，从方程（６４），得到如下 ｍＣＨＥＳＣＳ 的 ｏｎｅ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ 解的参数形式

ｕ ＝ ｋ ＋ ４ｋ３ｐ２
１ ［（１ － ｋｐ１ ）ｅ２􀭰ξ１ ＋ （１ ＋ ｋｐ１ ）ｅ －２􀭰ξ１ ＋ ２（１ － ｋ２ｐ２

１ ）］ ／

　 　 （１ － ｋ２ｐ２
１ ）［（１ － ｋｐ１ ）ｅ２􀭰ξ１ ＋ （１ ＋ ｋｐ１ ）ｅ －２􀭰ξ１ ＋ ２］ ２ ，

φ１１ ＝ φ２１ ／ （ｍλ１ ） － ２φ２１ｙ ／ λ１ ＝ － α′１ （ ｓ） ／ λ１ ２ｋｐ１λ１ ／

　 　 ［（１ － ｋｐ１ ）ｅ􀭰ξ１ ＋ （１ ＋ ｋｐ１ ）ｅ －􀭰ξ１ ］，

φ２１ ＝ ｐ１ － α′１ （ ｓ） ／ λ１ ｓｅｃｈ 􀭰ξ１ ＝ ２ｐ１ － α′１ （ ｓ） ／ λ１ ／ （ｅ􀭰ξ１ ＋ ｅ －􀭰ξ１ ），

ｘ ＝ ｙ ／ ｋ ＋ ｌｎ［（（１ － ｋｐ１ ）ｅ􀭰ξ１ ＋ （１ ＋ ｋｐ１ ）ｅ －􀭰ξ１ ） ／ （２ｋ（ｅ􀭰ξ１ ＋ ｅ －􀭰ξ１ ））］ ２ ＋ α， ｔ ＝ ｓ。

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（６６）

４􀆰 ２　 带源的 ｍＣＨ 方程的 ｍｕｌｔｉ⁃ｎｅｇａｔｏｎ 解

不难知道 ＮＫｄＶＥＳＣＳ（５３）的解也可以由式（５９）给出，其中，函数 􀭰ｆ ｊ 由 ｃｏｓｈ 􀭰ξ ｊ 表示，用 ２Ｎ 替代 Ｎ。
根据式（５９），令 α ｊ（ ｓ） 为

α ｊ（ ｓ） ＝ ｙ ｊ（ｐ ｊ） （６７）
αＮ＋ｊ（ ｓ） ＝ （ｐＮ＋ｊ － ｐ ｊ）ｅｊ（ ｓ） ／ ｐＮ＋ｊ ＋ ｙ ｊ（ｐＮ＋ｊ）， ｊ ＝ １，２，…，Ｎ， （６８）

其中： ｙ ｊ（ｋ） 是与 ｋ 有关的渐近函数； ｅｊ（ ｓ） 是与 ｓ 有关的任意函数。
通过泰勒展开式和假设 ｐＮ＋ｊ → ｐ ｊ， ｊ ＝ １，２，…，Ｎ ，得到如下 ＮＫｄＶＥＳＣＳ（５３）的 Ｎ⁃ｎｅｇａｔｏｎ 解

·７５１·
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􀭺Ｕ ＝ １ ／ （４ｋ２ ） － ２∂２ ｌｎ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ） ／ ∂ｙ２ ，
􀭵Ｖ ＝ － ２ｋ ＋ ４∂２ ｌｎ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１

􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ
􀭵ｇＮ） ／ ∂ｙｓ，

ϕ２ｊ ＝ β ｊ（ ｓ）Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ，ｅ􀭰ξｊ） ／ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ）， ｊ ＝ １，２，…，Ｎ。

ì

î

í

ïï

ïï
（６９）

其中： Ｗ 是 ２Ｎ 个函数 􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ 的朗斯基行列式； 􀭵ｇｊ ＝ ｓｉｎｈ 􀭰ξｊ ， 􀭰ｒｊ ＝ ｙ ／ ２ － ｋ３ （ｋ２ｐ２
ｊ ＋ １）ｓ ／ （ｋ２ｐ２

ｊ －

１） ２ ＋ ｅｊ（ ｓ） ／ ２ ＋ ｙ ｊ（ｐ ｊ） ／ ２ ＋ （ｐ ｊ ／ ２）∂ｙ ｊ（ｐ ｊ） ／ ∂ｐ ｊ ； β ｊ（ ｓ） ＝ ２ ｅ′ｊ（ ｓ） ／ ［（λ ｊｐ２
ｊ ／ ２） ∏

ｉ≠ｊ
（ｐ２

ｉ ／ ４ － ｐ２
ｊ ／ ４） ２ ］ 。 注

意到方程 （４９） 和式 （５１） 两个基础解系， 当 λ ＝ ０ 且 􀭺Ｕ 和 􀭵Ｖ 由式 （６９） 所确定， 得到以下

ϕ１ ＝ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ，ｅ －ｙ ／ （２ｋ） ） ／ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ） ≜ Ｗ^２Ｎ ／ Ｗ２Ｎ，

ϕ２ ＝ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ，ｅｙ ／ （２ｋ） ） ／ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ） ≜ 􀭿Ｗ２Ｎ ／ Ｗ２Ｎ，{ （７０）

与 ｍＣＨＥＳＣＳ 的 Ｎ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ 解的做法相似， 得到如下 ｍＣＨＥＳＣＳ 的 Ｎ⁃ｎｅｇａｔｏｎ 解

ｕ ＝ （Ｗ３
２Ｎ

􀭿Ｗ３
２Ｎ － Ｆ２Ｎ） ／ （２（Ｗ２Ｎ

􀭿Ｗ２Ｎｙ － Ｗ２Ｎｙ
􀭿Ｗ２Ｎ）Ｗ２

２Ｎ
􀭿Ｗ２

２Ｎ），

ϕ２ｊ ＝ ２ ｅ′ｊ（ ｓ） ／ ［（λ ｊｐ２
ｊ ／ ２） ∏

ｉ≠ｊ
（ｐ２

ｉ ／ ４ － ｐ２
ｊ ／ ４） ２ ］ ×

　 　 Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ，ｅ􀭰ξｊ） ／ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ），
ϕ１ｊ ＝ ϕ２ｊ ／ （ｍλ） ｊ － ２ϕ２ｊｙ ／ λ ｊ，

ｘ ＝ ∫（１ ／ ｍ）ｄｙ ＝ ∫（２ϕ１ｙ ／ ϕ１ ）ｄｙ ＝ ｌｎ ϕ２
１ ＋ α ＝ ｌｎ［ 􀭿Ｗ２

２Ｎ ／ Ｗ２
２Ｎ］ ＋ α， ｔ ＝ ｓ。

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（７１）

其中 α 是任意可积常数且

Ｆ２Ｎ ＝ Ｗ３
２Ｎ（２ 􀭿Ｗ２Ｎ

􀭿Ｗ２Ｎｙ
􀭿Ｗ２Ｎｙｓ － ２ 􀭿Ｗ２

２Ｎｙ
􀭿Ｗ２Ｎｓ ＋ 􀭿Ｗ２Ｎ

􀭿Ｗ２Ｎｓ
􀭿Ｗ２Ｎｙｙ － 􀭿Ｗ２

２Ｎ
􀭿Ｗ２Ｎｙｙｓ） －

􀭿Ｗ３
２Ｎ（２Ｗ２ＮＷ２ＮｙＷ２Ｎｙｓ － ２Ｗ２

２ＮｙＷ２Ｎｓ ＋ Ｗ２ＮＷ２ＮｓＷ２Ｎｙｙ － Ｗ２
２ＮＷ２Ｎｙｙｓ）。 （７２）

特别地， 当 Ｎ ＝ １， 从方程 （７１）， 得到 ｍＣＨＥＳＣＳ 的 ｏｎｅ⁃ｎｅｇａｔｏｎ 解

ｕ ＝ （Ｗ３
２
􀭿Ｗ３

２ － Ｆ２ ） ／ （２（Ｗ２
􀭿Ｗ２ｙ － Ｗ２ｙ

􀭿Ｗ２ ）Ｗ２
２
􀭿Ｗ２

２ ），

ϕ２１ ＝ ｅ′１ （ ｓ） ／ （λ１ｐ２
１ ／ ２） ［（ｐ２

１ ＋ １）ｓｉｎｈ（２􀭰ξ１ ） － ４ｐ１ ｃｏｓｈ２ 􀭰ξ１ －

　 　 ２ｐ１
􀭰ｒ１ （ｐ２

１ － １）］ｅ􀭰ξ１ ／ （２（ｓｉｎｈ ２􀭰ξ１ ＋ ２ｐ１
􀭰ｒ１ ）），

ϕ１１ ＝ ϕ２１ ／ （ｍλ１ ） － ２ϕ２１ｙ ／ λ１ ，

ｘ ＝ ｌｎ［ 􀭿Ｗ２
２ ／ Ｗ２

２ ］ ＋ α，ｔ ＝ ｓ。

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（７３）

其中， Ｆ２ ＝ Ｗ３
２（２􀭿Ｗ２

􀭿Ｗ２ｙ
􀭿Ｗ２ｙｓ － ２􀭿Ｗ２

２ｙ
􀭿Ｗ２ｓ ＋ 􀭿Ｗ２

􀭿Ｗ２ｓ
􀭿Ｗ２ｙｙ － 􀭿Ｗ２

２
􀭿Ｗ２ｙｙｓ） － 􀭿Ｗ３

２（２Ｗ２Ｗ２ｙＷ２ｙｓ － ２Ｗ２
２ｙＷ２ｓ ＋ Ｗ２Ｗ２ｓＷ２ｙｙ －

Ｗ２
２Ｗ２ｙｙｓ） ， Ｗ２ ＝ （ｓｉｎｈ ２􀭰ξ１ ） ／ ４ ＋ ｐ１

􀭰ｒ１ ／ ２ ， Ｗ２ｙ ＝ （ｐ１ ｃｏｓｈ２ 􀭰ξ１ ） ／ ２ ， 􀭿Ｗ２ ＝ ｅｙ ／ ２ｋ［（ｐ２
１ ＋ １ ／ ｋ２ ）ｓｉｎｈ ２􀭰ξ１ －

４（ｐ１ｃｏｓｈ２􀭰ξ１） ／ ｋ － ２ｐ１
􀭰ｒ１（ｐ２

１ － １ ／ ｋ２）］ ／ １６ ， 􀭿Ｗ２ｙ ＝ ｅｙ ／ ２ｋ［４ｐ３
１ｓｉｎｈ２􀭰ξ１ ＋ （ － ３ｐ２

１ ＋ １ ／ ｋ２）（ｓｉｎｈ ２􀭰ξ１） ／ ｋ － ２ｐ１
􀭰ｒ１（ｐ２

１ －
１ ／ ｋ２ ） ／ ｋ］ ／ ３２ ， 􀭰ｆ１ ＝ ｃｏｓｈ 􀭰ξ１ ， 􀭰ξ１ ＝ ｐ１ （ｙ ＋ ｃ１ｓ ＋ ｙ１ （ｐ１ ）） ／ ２ ， ｐ２

１ ／ ４ ＝ － λ２
１ ／ ４ ＋ １ ／ （４ｋ２ ） ， ｃ１ ＝ ２ｋ３ ／ （ｋ２ｐ２

１ － １），
􀭰ｒ１ ＝ ｙ ／ ２ － ｋ３ （ｋ２ｐ２

１ ＋ １） ｓ ／ （ｋ２ｐ２
１ － １） ２ ＋ ｅ１ （ ｓ） ／ ２ ＋ ｙ１ （ｐ１ ） ／ ２ ＋ （ｐ１ ／ ２）∂ｙ１ （ｐ１ ） ／ ∂ｐ１ 。

４􀆰 ３　 带源的 ｍＣＨ 的 ｍｕｌｔｉ⁃ｐｏｓｉｔｏｎ 解

当 Ｎ ＝ ０ 时， 令 Ｖ ＝ － ２ｋ 和 Ｕ ＝ １ ／ （４ｋ２ ） 为 ＮＫｄＶＥＳＣＳ（５３） 的解， 从方程 （４９） 和式 （５１）， 得

到

φ２ｙｙ ＝ （ － λ２ ／ ４ ＋ １ ／ （４ｋ２ ））φ２ ， φ２ｓ ＝ － ２ｋφ２ ／ λ２ 。 （７４）
注意到 － λ２ ／ ４ ＋ １ ／ （４ｋ２ ） ＜ ０ ， 得到如下 （７４） 的解

ｆ ｊ ＝ ｓｉｎ ξ ｊ， （７５）
其中 ξ ｊ ＝ ｐ ｊ（ｙ － ２ｋ３ ｓ ／ （ｋ２ｐ２

ｊ － １） ＋ α ｊ） ／ ２ ， ｐ ｊ 是实数且满足 － ｐ２
ｊ ／ ４ ＝ － λ２

ｊ ／ ４ ＋ １ ／ （４ｋ２ ）， ｊ ＝ １，２，…，Ｎ。
与 Ｎ⁃ｎｅｇａｔｏｎ 解的做法相似， 如下得到 ＮＫｄＶＥＳＣＳ （５３） 的 Ｎ⁃ｐｏｓｉｔｏｎ 解

·８５１·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

􀭺Ｕ ＝ １ ／ （４ｋ２ ） － ２∂２ ｌｎＷ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ，） ／ ∂ｙ２ ，
􀭵Ｖ ＝ － ２ｋ ＋ ４∂２ ｌｎ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１

􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ
􀭵ｇＮ，） ／ ∂ｙｓ，

ϕ２ｊ ＝ β ｊ（ ｓ）Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ，ｅＩ􀭰ξｊ） ／ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ，），ｊ ＝ １，２，…，Ｎ。

ì

î

í

ïï

ïï
（７６）

其中 Ｗ 是 Ｎ 个函数 􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ 的朗斯基行列式， 􀭰ｆ ｊ ＝ ｓｉｎ 􀭰ξ ｊ， 􀭵ｇ ｊ ＝ ∂ｆ ｊ ／ ∂􀭰ξ ｊ ＝ ｃｏｓ 􀭰ξ ｊ， 􀭰ξ ｊ ＝ ｐ ｊ（ｙ －
２ｋ３ ｓ ／ （ｋ２ｐ２

ｊ － １） ＋ α ｊ（ ｓ）） ／ ２ ， Ｉ２ ＝ － １ ， 􀭰ｒ ｊ ＝ ｙ ／ ２ ＋ ｋ３ （ｋ２ｐ２
ｊ ＋ １） ｓ ／ （ｋ２ｐ２

ｊ － １） ２ ＋ ｅｊ（ ｓ） ／ ２ ＋ ｙ ｊ（ｐ ｊ） ／ ２ ＋

（ｐ ｊ ／ ２）∂ｙ ｊ（ｐ ｊ） ／ ∂ｐ ｊ ， β ｊ（ ｓ） ＝ ２ － ｅ′ｊ（ ｓ） ／ ［（λ ｊｐ２
ｊ ／ ２） ∏

ｉ≠ｊ
（ｐ２

ｉ ／ ４ － ｐ２
ｊ ／ ４） ２ ］ ， ｊ ＝ １，２，…，Ｎ 。 注意到方程

（４９） 和式 （５１） 的两个基础解系， 当 λ ＝ ０ 以及 􀭺Ｕ 和 􀭵Ｖ 由式 （７６） 所确定， 有

ϕ１ ＝ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ，ｅ －ｙ ／ （２ｋ） ） ／ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ） ≜ Ｗ^２Ｎ ／ Ｗ２Ｎ，

ϕ２ ＝ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ，ｅｙ ／ （２ｋ） ） ／ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ） ≜ 􀭿Ｗ２Ｎ ／ Ｗ２Ｎ。{ （７７）

由式 （７７） 知道如下 φ１ 和 φ２ 的渐近性质

ϕ１ ～ ∏
Ｎ

ｊ ＝ １
（ － １ ／ （２ｋ） － ｐ ｊＩ ／ ２）ｅ －ｙ ／ （２ｋ） ， ϕ２ ～ ∏

Ｎ

ｊ ＝ １
（１ ／ （２ｋ） － ｐ ｊＩ ／ ２）ｅｙ ／ （２ｋ） ，

ϕ１ｙ ～ － ∏
Ｎ

ｊ ＝ １
（ － １ ／ （２ｋ） － ｐ ｊＩ ／ ２）ｅ －ｙ ／ （２ｋ） ／ （２ｋ）， ϕ２ｙ ～ ∏

Ｎ

ｊ ＝ １
（１ ／ （２ｋ） － ｐ ｊＩ ／ ２）ｅｙ ／ （２ｋ） ／ （２ｋ），

ì

î

í

ïï

ïï
（７８）

其中 Ｉ２ ＝ － １。 类似地， 得到

ｍ ＝ ϕ２ ／ （２ϕ２ｙ） ｜ λ ＝ ０ ＝ ＷＮ
􀭿ＷＮ ／ （２（ＷＮ

􀭿ＷＮｙ － ＷＮｙ
􀭿ＷＮ））。 （７９）

与 Ｎ⁃ｎｅｇａｔｏｎ 解的做法类似， 得到如下 ｍＣＨＥＳＣＳ 的 Ｎ⁃ｐｏｓｉｔｏｎｓ 解

ｕ ＝ （Ｗ３
２Ｎ

􀭿Ｗ３
２Ｎ － Ｆ２Ｎ） ／ （２（Ｗ２Ｎ

􀭿Ｗ２Ｎｙ － Ｗ２Ｎｙ
􀭿Ｗ２Ｎ）Ｗ２

２Ｎ
􀭿Ｗ２

２Ｎ），

ϕ２ｊ ＝ ２ － ｅ′ｊ（ ｓ） ／ ［（λ ｊｐ２
ｊ ／ ２） ∏

ｉ≠ｊ
（ｐ２

ｉ ／ ４ － ｐ２
ｊ ／ ４） ２ ］ Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１

􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ
􀭵ｇＮ，ｅＩ􀭰ξｊ） ／

　 　 Ｗ（􀭰ｆ１ ，􀭰ｒ１
􀭵ｇ１ ；…；􀭰ｆＮ，􀭰ｒＮ

􀭵ｇＮ），
ϕ１ｊ ＝ ϕ２ｊ ／ （ｍλ ｊ） － ２ϕ２ｊｙ ／ λ ｊ，

ｘ ＝ ∫（１ ／ ｍ）ｄｙ ＝ ∫（２ϕ１ｙ ／ ϕ１ ）ｄｙ ＝ ｌｎ ϕ２
１ ＋ α ＝ ｌｎ［ 􀭿Ｗ２

２Ｎ ／ Ｗ２
２Ｎ］ ＋ α， ｔ ＝ ｓ。

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（８０）

其中 α 是任意可积常数且

Ｆ２Ｎ ＝ Ｗ３
２Ｎ（２ 􀭿Ｗ２Ｎ

􀭿Ｗ２Ｎｙ
􀭿Ｗ２Ｎｙｓ － ２ 􀭿Ｗ２

２Ｎｙ
􀭿Ｗ２Ｎｓ ＋ 􀭿Ｗ２Ｎ

􀭿Ｗ２Ｎｓ
􀭿Ｗ２Ｎｙｙ － 􀭿Ｗ２

２Ｎ
􀭿Ｗ２Ｎｙｙｓ） －

􀭿Ｗ３
２Ｎ（２Ｗ２ＮＷ２ＮｙＷ２Ｎｙｓ － ２Ｗ２

２ＮｙＷ２Ｎｓ ＋ Ｗ２ＮＷ２ＮｓＷ２Ｎｙｙ － Ｗ２
２ＮＷ２Ｎｙｙｓ）。 （８１）

特别地， 当 Ｎ ＝ １ 时， 从方程 （８０）， 得到如下 ｍＣＨＥＳＣＳ 的 ｏｎｅ⁃ｐｏｓｉｔｏｎ 解

ｕ ＝ （Ｗ３
２
􀭿Ｗ３

２ － Ｆ２ ） ／ ２（Ｗ２
􀭿Ｗ２ｙ － Ｗ２ｙ

􀭿Ｗ２ ）Ｗ２
２
􀭿Ｗ２

２ ，

ϕ２１ ＝ － ２ｅ′１ （ ｓ） ／ λ１ｐ２
１ ［ － （ｐ２

１ ＋ １）ｓｉｎ（２􀭰ξ１ ） ＋ ４ｐ１ Ｉｓｉｎ２ 􀭰ξ１ ＋

　 　 ２ｐ１
􀭰ｒ１ （ｐ２

１ ＋ １）］ｅＩ􀭰ξ１ ／ ２（ｓｉｎ（２􀭰ξ１ ） － ２ｐ１
􀭰ｒ１ ），

ϕ１１ ＝ ϕ２１ ／ （ｍλ１ ） － ２ϕ２１ｙ ／ λ１ ，

ｘ ＝ ｌｎ［ 􀭿Ｗ２
２ ／ Ｗ２

２ ］ ＋ α， ｔ ＝ ｓ。

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（８２）

其中， Ｆ２ ＝ Ｗ３
２（２􀭿Ｗ２

􀭿Ｗ２ｙ
􀭿Ｗ２ｙｓ － ２􀭿Ｗ２

２ｙ
􀭿Ｗ２ｓ ＋ 􀭿Ｗ２

􀭿Ｗ２ｓ
􀭿Ｗ２ｙｙ － 􀭿Ｗ２

２
􀭿Ｗ２ｙｙｓ） － 􀭿Ｗ３

２（２Ｗ２Ｗ２ｙＷ２ｙｓ － ２Ｗ２
２ｙＷ２ｓ ＋ Ｗ２Ｗ２ｓＷ２ｙｙ －

Ｗ２
２Ｗ２ｙｙｓ） ， Ｗ２ ＝ （ｓｉｎ（２􀭰ξ１ ）） ／ ４ － ｐ１

􀭰ｒ１ ／ ２ ， Ｗ２ｙ ＝ － ｐ１ （ｓｉｎ２ 􀭰ξ１ ） ／ ２ ， 􀭿Ｗ２ ＝ ｅｙ ／ （２ｋ） ［（ － ｐ２
１ ＋ １ ／ ｋ２ ）ｓｉｎ（２􀭰ξ１ ） ＋

４ｐ１（ｓｉｎ２􀭰ξ１） ／ ｋ － ２ｐ１
􀭰ｒ１（ｐ２

１ ＋ １ ／ ｋ２）］ ／ １６ ， 􀭿Ｗ２ｙ ＝ ｅｙ ／ （２ｋ） ［ － ４ｐ３
１ｃｏｓ２􀭰ξ１ ＋ （３ｐ２

１ ＋ １ ／ ｋ２）（ｓｉｎ（２􀭰ξ１）） ／ ｋ － ２ｐ１
􀭰ｒ１（ｐ２

１ ＋
１ ／ ｋ２ ） ／ ｋ］ ／ ３２ ， 􀭰ｆ１ ＝ ｓｉｎ 􀭰ξ１ ， 􀭰ξ１ ＝ ｐ１ （ｙ ＋ ｃ１ ｓ ＋ ｙ１ （ｐ１ ）） ／ ２ ， ｃ１ ＝ ２ｋ３ ／ （ｋ２ｐ２

１ － １） ， 􀭰ｒ１ ＝ ｙ ／ ２ ＋ ｋ３ （ｋ２ｐ２
１ ＋

１） ｓ ／ （ｋ２ｐ２
１ － １） ２ ＋ ｅ１ （ ｓ） ／ ２ ＋ ｙ１ （ｐ１ ） ／ ２ ＋ （ｐ１ ／ ２）∂ｙ１ （ｐ１ ） ／ ∂ｐ１ ， － ｐ２

１ ／ ４ ＝ － λ２
１ ／ ４ ＋ １ ／ （４ｋ２ ），ｐ１ 是实数。

·９５１·
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ｈｔｔｐ： ／ ／ ｘｕｅｂａｏｂａｎｇｏｎｇ􀆰 ｊｍｕ􀆰 ｅｄｕ􀆰 ｃｎ ／ ｚｋｂ

５　 结语
本文推导出 ｍＣＨＥＳＣＳ 及其相应的 Ｌａｘ 对。 此外， 构造出该方程的互反变换和无穷守恒律。 基于

达布变换和常数变异法， 得到 ｍＣＨＥＳＣＳ 的 Ｎ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ、 Ｎ⁃ｎｅｇａｔｏｎ 和 Ｎ⁃ｐｏｓｉｔｏｎ 解。 众所周知， 由于

ｍＣＨ 方程存在 ｐｅａｋｏｎ 解， 那么 ｍＣＨＥＳＣＳ 是否也有 ｐｅａｋｏｎ 解？ 这是一个令人感兴趣的问题， 在以后

的研究中， 笔者将会做进一步的探讨。
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［６］ ＦＯＫＡＳ Ａ Ｓ． Ｏｎ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｐｈｙｓｉｃａｌｌｙ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｉｎｔｅｇｒａｂｌｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ［ Ｊ］． Ｐｈｙｓｉｃａ Ｄ： Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｐｈｅｎｏｍｅｎａ， １９９５，
８７（１ ／ ４）： １４５⁃１５０． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ０１６７⁃２７８９（９５）００１３３⁃Ｏ．

［７］ ＧＵＩ Ｇ， ＬＩＵ Ｙ， ＯＬＶＥＲ Ｐ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｗａｖｅ⁃ｂｒｅａｋｉｎｇ ａｎｄ ｐｅａｋｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ ｅｑｕａｔｉｏｎ ［Ｊ］． Ｃｏｍｍｕｎｉ⁃
ｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１３， ３１９（３）： ７３１⁃７５９．

［８］ ＸＩＡ Ｂ Ｑ， ＺＨＯＵ Ｒ Ｇ， ＱＩＡＯ Ｚ Ｊ． Ｄａｒｂｏｕｘ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ ｍｕｌｔｉ⁃ｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ
ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ ｅｑｕａｔｉｏｎ ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１６， ５７（１０）： １６６１⁃１６６４． ＤＯＩ：１０． １０６３ ／ １．
４９６４２５６．

［９］ ＱＵ Ｃ， ＦＵ Ｙ， ＬＩＵ Ｙ． Ｗｅｌｌ⁃ｐｏｓｅｄｎｅｓｓ， ｗａｖｅ ｂｒｅａｋｉｎｇ ａｎｄ ｐｅａｋｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ μ⁃Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ ｅｑｕａｔｉｏｎ ［Ｊ］． Ｊｏｕｒ⁃
ｎａｌ ｏｆ Ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０１４， ２６６（２）： ４３３⁃４７７．

［１０］ ＭＡＴＳＵＮＯ Ｙ． Ｂäｃｋｌｕｎｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｍｏｏｔｈ ｍｕｌｔｉｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｃｕ⁃
ｂｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１３， ５４（５）： ２９５⁃３０５． ＤＯＩ：１０． １０６３ ／ １． ４８０７４１７．

［１１］ ＬＩＵ Ｙ， ＯＬＶＥＲ Ｐ Ｊ， ＱＵ Ｃ Ｚ， ｅｔ ａｌ． Ｏｎ ｔｈｅ ｂｌｏｗ⁃ｕｐ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｂｌｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ ｅｑｕａｔｉｏｎ
［Ｊ］． Ａｎａｌｙｓｉｓ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１４， １２（４）： ３５５⁃３６８．

［１２］ ＭＡＴＳＵＮＯ Ｙ． Ｓｍｏｏｔｈ ａｎｄ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｍｕｌｔｉｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｃｕｂｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ
ａｎｄ ｌｉｎｅａｒ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ［Ｊ］． ２０１４， ４７（１２）： １２２９⁃１２４６． ＤＯＩ：１０． １０８８ ／ １７５１⁃８１１３ ／ ４７ ／ １２ ／ １２５２０３．

［１３］ ＭＥＬ􀆳ＮＩＫＯＶ Ｖ Ｋ． Ｏｎ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｋｏｒｔｅｗｅｇ⁃ｄｅ Ｖｒｉｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ａ ｓｅｌｆ⁃ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｓｏｕｒｃｅ ［Ｍ］． Ｂｅｒｌｉｎ， Ｈｅｉｄｅｌ⁃
ｂｅｒｇ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ， １９９０： ４９３⁃４９６．

［１４］ ＨＵＡＮＧ Ｙ Ｈ， ＹＡＯ Ｙ Ｑ， ＺＥＮＧ Ｙ Ｂ． Ｏｎ Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｓｅｌｆ⁃ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｓｏｕｒｃｅｓ ａｎｄ ｉｔｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ［ Ｊ］．
Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１０， ５３（３）： ４０３⁃４１２． ＤＯＩ：１０． １０８８ ／ ０２５３⁃６１０２ ／ ５３ ／ ３ ／ ０２．

［１５］ ＸＩＡ Ｂ Ｑ， ＱＩＡＯ Ｚ Ｊ． Ａ ｎｅｗ ｔｗｏ⁃ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｉｎｔｅｇｒａｂｌｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｐｅａｋｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ［ Ｊ］． Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１５， ４７１（２１７５）： １⁃２０． ＤＯＩ：１０． １０９８ ／ ｒｓｐａ． ２０１４． ０７５０．

［１６］ ＷＵ Ｈ Ｘ， ＬＩＵ Ｘ Ｊ， ＨＵＡＮＧ Ｙ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｓｏｌｖｉｎｇ ｓｏｌｉｔｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｓｅｌｆ⁃ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｓｏｕｒｃｅｓ ｂｙ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ［Ｊ］． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２０１０， ２１７（４）： １４４５⁃１４５４． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ａｍｃ． ２００９． ０５． ０６２．

（责任编辑　 马建华　 英文审校　 黄振坤）
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