
第 35卷第 3 期
2020年 6月

系 统 工 程 学 报

JOURNAL OF SYSTEMS ENGINEERING
Vol.35 No.3

Jun. 2020

PM2.5污染扩散模型及适定性分析
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摘要:为了更好地解决日益严重的空气污染问题,建立了三维 PM2.5污染扩散模型. 运用位势井理论和 Garlerkin

逼近法获得了 PM2.5浓度的变化规律,并从理论上严格证明了 PM2.5污染扩散模型解的适定性、爆破现象及渐进

行为.研究结果表明, PM2.5遵循一定扩散规律.若 PM2.5初始浓度的梯度取平方可积函数空间的范数时存在给定

上、下界,则 PM2.5浓度值将在有限范围内波动,不会变化太大. PM2.5浓度会随时间而缓慢降低. 若 PM2.5初始浓

度的梯度取平方可积函数空间的范数时存在给定上界,则在之后的某时刻 PM2.5将达到一个峰值,形成恶劣雾霾

天气.
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Research on well-posedness of PM2.5 pollution diffusion model
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Abstract: In order to solve the increasingly serious air pollution problem, a three-dimensional PM2.5 pollution
diffusion model is established under the theoretical framework of partial differential equation. Based on the
potential well theory and Garlerkin approximation method, this paper obtains the variation rule of PM2.5.
Moreover, the well-posedness and asymptotic behavior of solution to PM2.5 pollution diffusion model are
studied. The results show that PM2.5 follows certain diffusion laws. When there are specific upper and lower
bounds for the norm of the gradient of initial concentration of PM2.5, the concentration of PM2.5 will fluctuate
within a limited range. As time goes by, the concentration of PM2.5 will gradually decrease. When there
are specific upper bounds for the norm of the gradient of initial concentration of PM2.5, the concentration of
PM2.5 will reach a peak value later, and form a bad haze weather.

Key words: partial differential equation theory; particulate matter (PM2.5); pollution diffusion laws; well-
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1 引引引 言言言

近年来, 国内经济快速腾飞,工业化、城市化进程不断加剧, 随之而来的环境问题也日益凸显, 空气质

量不断恶化,尤其是 2013年以来,严重雾霾事件频发,我国大部分地区遭遇持续性的雾霾天气[1,2]. 据中国

气象局统计结果显示,北京,上海,广州等大型城市雾霾污染日数逐渐增多,且影响范围广. 雾霾是一种空

气污染现象, 是对大气中各种悬浮颗粒物含量超标的综合表述, 其中突出表现为大气中的可入肺细颗粒
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物(PM2.5)年均浓度远远超出国家二级标准规定的 35 µg/m3[3,4]. 雾霾污染对人类健康造成恶劣影响[5−8],

易引起呼吸系统慢性疾病,尤其是肺癌发病率大范围上升. Chen等[9]指出我国淮河以北冬季燃煤供暖政策

使当地空气中总悬浮颗粒浓度显著上升, PM2.5每立方米浓度增加 10 µg,导致当地居民较淮河以南居民的

平均寿命减少 5.5年,总死亡率增加 4%. 基于我国严重的雾霾现状,研究 PM2.5深层次的传播扩散规律对

于雾霾治理具有重要意义,缓解生存危机迫在眉睫. 建立有效预测 PM2.5时空扩散分布的数学模型,可以有

针对性地对 PM2.5进行预警和治理,助力我国的雾霾治理工作.

目前已有许多学者研究雾霾预测问题.常见的预测方法有: 人工智能机器学习算法(人工鱼群算法、萤

火虫算法、遗传算法和神经网络等)和统计分析方法. 朱旭辉等[10] 融合人工鱼群算法和多重分形建立雾霾

预测模型,预测性能较优,具有良好的稳定性和可信性,但是人工鱼群算法在寻优区域较大时,收敛到全局

最优解的速度变慢,搜索效率劣化;程美英等[11]运用二元萤火虫算法对雾霾关键影响因素进行分析,取得较

稳定的实验结果,但是萤火虫算法缺乏完备的数学理论基础,易出现过早收敛,陷入局部最优,并且控制参

数选取不合适会导致问题无法收敛;宗晓萍等[12]基于遗传算法建立保定 PM2.5浓度预测模型,但该算法参

数设置繁多,编码复杂,收敛速度较慢; Bai等[13]提出了基于小波分析和 BP神经网络的一种新型混合模型,

应用于 PM2.5浓度预测,虽然 BP神经网络非线性分类能力较突出,但收敛速度相对较慢,易陷入局部最优;

Pérez-Suárez等[14]运用 Logistic回归模型预测温室气体排放量,以便采取应对措施; Mishra等[15]使用了 BP

神经网络预测印度德里的 PM2.5浓度; Reikard[16]基于 Logistic回归和神经网络构建了夏威夷空气污染的预

测模型,并取得了良好的实际效果,但是 Logistic回归对多重共线性较为敏感,需进行多重共线性检验.

实际问题中很多现象可以借助偏微分方程来建立数学模型, 目前偏微分方程被广泛应用于金

融[17−20]、人口发展[21]、航空航天[22]及石油开发[23,24]等领域.林建伟等[17]通过偏微分方程方法建立公司债

券和股票价值定价的连续数学模型,获得了策略债务支付息票数额的解析表达式;李蓬实等[18]在随机波动

率框架下,通过对均值回归随机波动模型的偏微分方程进行分析得到两种路径依赖期权的近似解析解;梁

进等[19]研究具信用等级迁移风险的可违约和可赎回的公司债券定价问题,导出迁移边界耦合的偏微分方程

组,分析了信用等级迁移对债券价格的影响;江良等[20]基于债券数据利用正则化方法给出了均值函数随机

偏微分方程模型的参数估计,考虑不同期限结构的利率模型对可转换债券价格的影响;陶涛等[21]基于中国

人口宏观统计数据,使用回归分析及偏微分方程方法,预测了中国人口的结构变化及其对经济发展的影响;

Ding[22]对扑翼机机翼系统进行动力学建模,借助由偏微分方程和常微分方程所表示的系统函数和边界条件

推出系统的稳定性;郑黎明等[23]基于波动采油技术背景,对初始状态饱和渗流流体低渗岩土的四阶常(变)系

数非线性偏微分方程进行了半解析求解,得到关于 Laplace变换域内的流体位移通解; Mlayeh等[24] 通过二

阶双曲偏微分方程建立油田钻井系统的钻杆模型,证实了所提出基于偏微分方程的观测控制器的有效性.

在环境污染领域偏微分方程也发挥着重要作用. Karatson[25]等对空气污染模式下污染物的抛物型输运

系统进行建模,提出针对该模型的一种条件迭代求解机制,并取得较好的数值模拟结果;蒋雪峰等[26]建立多

元线性回归方程模型以及偏微分方程模型研究 PM2.5时空分布及演变规律,提出空气质量控制管理的治理

计划;王浅宁[27]提出一种基于随机微分方程的重度污染区域河流水质检测方法,实验结果表明,所提方法可

以准确地对重度污染区域中的河流水质进行检测; Nurgali等[28]提供了一种在紧急情况下模拟大气表层危

险排放物扩散的原始方法,基于污染物扩散的稳态方程预测地面上方两米层的污染物浓度水平.

综上所述,偏微分方程理论在处理环境污染问题时具有较大优势,并取得了显著效果.但也存在以下局

限:一是现有文献大都采用低阶偏微分方程宏观地分析污染物扩散与分布规律,忽略了微观粒子间的相互作

用;二是已有研究成果直接采用实证分析或数值模拟方法验证污染物传播特征及空间分布规律,并没有对

偏微分方程模型进行深入的理论分析,无法验证模型的适应性.

基于此,本文提出拟抛物方程模拟污染物扩散过程,与以往研究相比,创新点主要体现在: 第一,分析了

雾霾污染物的内在传播规律,建立 PM2.5污染扩散模型,利用初始条件和边界条件研究解的适定性、渐进行

为和爆破性质. 第二,在 PM2.5污染扩散模型中加入能反映雾霾粒子之间相互作用(粘性效应)的粘性项,为



第 3期 杨 露等: PM2.5污染扩散模型及适定性分析 303

研究 PM2.5的时空分布及扩散规律等提供严谨的理论依据.

通过研究 PM2.5污染扩散模型解的适定性和渐进行为,得到当 PM2.5初始浓度的梯度取 L2范数时存

在特定上、下界,则 PM2.5浓度值将在有限范围内波动,不会变化太大,并且 PM2.5的浓度会随时间而慢慢

降低,当时间持续到一定程度时, PM2.5浓度将持续下降,理想状态下会趋于 0;通过研究 PM2.5污染扩散模

型解的爆破性质,得到当 PM2.5初始浓度的梯度取 L2 范数时存在特定上界,在之后的某时刻 PM2.5将达

到一个峰值,形成恶劣雾霾天气. 这将为我国重污染天气监测、预警和发展机制提供理论方法及应对措施.

2 PM2.5污污污染染染扩扩扩散散散模模模型型型

2.1 符符符号号号说说说明明明

PM2.5污染扩散模型是用于描述雾霾分子分布扩散规律的,因实际空气污染问题处于三维空间,故需要

通过具有某些特性的度量空间来表征 PM2.5的传播规律.为进一步明晰本文研究内容,将涉及的参数和符

号在表 1中进行说明.

表 1 参数与符号的说明
Table 1 Description of parameters and symbols

符号 含义

Ω Rn 中带有光滑边界 ∂Ω的有界区域,这里指雾霾天气所处的空间区域

∇ 梯度,即若 f = f(x, y, z),则∇f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
∆ 拉普拉斯算子,即若 f = f(x, y, z),则∆f =

(
∂2f

∂x2
,
∂2f

∂y2
,
∂2f

∂z2

)
∥ · ∥q Banach空间 Lq(Ω)中的范数,即 ∥f∥q =

(w
Ω
|f |qdx

)1/q

∥ · ∥H1
0

Sobolev空间H1
0 (Ω)中的范数,即 ∥f∥2

H1
0
= ∥f∥22 + ∥∇f∥22

ft 对时间变量的一阶偏导数

u PM2.5污染扩散模型的弱解,即 PM2.5浓度

T PM2.5污染扩散模型弱解的最大存在时间

2.2 模模模型型型的的的假假假设设设及及及建建建立立立

为了更加真实地模拟雾霾污染的扩散分布规律, 考虑 PM2.5 空间分布及传播对大气污染的影响, 建

立 PM2.5污染扩散模型

ut(x, t)−∆ut(x, t)−∆u(x, t) = up(x, t)
w
Ω
k(x, y)up+1(y, t)dy, (x, t) ∈ Ω × [0, T ]. (1)

假设任取三维空间R3中任一闭曲面 S所围的区域为Ω,并且Ω带有光滑边界 ∂Ω.考虑Ω内 PM2.5浓

度随时间扩散演变情况. 这里 u(x, t)为不同位置点 x ∈ Ω 在 t 时刻 PM2.5 的浓度, 函数 −∆u 度量区

域Ω内 PM2.5扩散速率,即 PM2.5从高浓度区向低浓度区的流动速率.三阶导数项∆ut是由雾霾粒子之间

的相互作用引起的粘性效应.

假设雾霾污染源在 t = 0,且为瞬时点源,提出初值条件

u(x, 0) = u0(x) ∈ H1
0 (Ω), x ∈ Ω. (2)

假设雾霾在研究区域的边界处浓度衰减为零,提出边值条件

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × [0, T ]. (3)

方程(1)右端非线性项中指数 p满足

0 < p 6 2, (4)
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k : Ω ×Ω → R表示可积的实值函数,满足以下条件
w
Ω

w
Ω
k2(x, y)dxdy < ∞, k(x, y) = k(y, x)

w
Ω

w
Ω
k(x, y)up+1(x, t)up+1(y, t)dxdy > 0.

(5)

下面将主要利用偏微分方程相关理论方法——位势井方法研究带有初边值条件的 PM2.5污染扩散模

型(1)对应弱解的性质,进而探索 PM2.5浓度在所研究区域的分布变化规律.接下来介绍位势井方法涉及的

一些泛函记号.

首先定义 PM2.5污染扩散模型(1)对应的雾霾系统的能量泛函 J : H1
0 (Ω) → R,

J(u) =
1

2
∥∇u∥22 −

1

2p+ 2

w
Ω

w
Ω
k(x, y)up+1(x, t)up+1(y, t)dxdy, (6)

和 Nehari泛函 I: H1
0 (Ω) → R,

I(u) = ∥∇u∥22 −
w
Ω

w
Ω
k(x, y)up+1(x, t)up+1(y, t)dxdy. (7)

其次, PM2.5污染扩散模型(1)所有非平凡稳态解均包含在 Nehari区域

N = {u ∈ H1
0 (Ω)|I(u) = 0, ∥u∥H1

0
̸= 0}.

结合模型(1),引入经典位势井的井内空间表达式

W = {u ∈ H1
0 (Ω)|I(u) > 0, J(u) < d} ∪ {0},

和位势井的井外空间表达式

V = {u ∈ H1
0 (Ω)|I(u) < 0, J(u) < d}.

定义位势井深度

d = inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}
sup
λ>0

J(λu) = inf
u∈N

J(u). (8)

通常情况下,偏微分方程的解可分为经典解和广义解. PM2.5污染扩散模型(1)的解是指弱解,它属于广

义解的范畴,是利用格林公式通过积分恒等式来定义.

下面给出 PM2.5污染扩散模型式(1)∼式(3)的弱解定义.

定定定义义义 1 函数 u = u(x, t)称为 PM2.5污染扩散模型式(1)∼式(3)在 Ω × [0, T )上的弱解,若 u(x, t) ∈
L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), ut(x, t) ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)),并且在积分意义下满足以下恒等式

(ut, v) + (∇ut,∇v) + (∇u,∇v) =
(
up(x, t)

w
Ω
k(x, y)up+1(y, t)dy, v

)
, (9)

对 ∀v(x) ∈ H1
0 (Ω), t ∈ (0, T )均成立.

下面给出 PM2.5污染扩散模型式(1)∼式(3)的弱解在有限时间爆破的定义.

定定定义义义 2 令 u(x, t)为 PM2.5污染扩散模型式(1)∼式(3)的弱解. 若 u(x, t)的最大存在时间 T 是有限的,

且 lim
t→T−

w T

0
∥u(x, t)∥2H1

0
dt = ∞,则称 u(x, t)在有限时间爆破.

定义 2说明当 PM2.5污染扩散模型的解在有限时间 t = t0 爆破时, PM2.5浓度在 t = t0 时刻达到一个

峰值,此时可认为研究区域出现了恶劣雾霾天气.

3 位位位势势势井井井理理理论论论

在求解一些偏微分方程时,如果通过能量方法无法计算出该方程解的先验估计,那么就得不到解的全

局存在性. 由 Sattinger[29]在 1968年提出的位势井方法解决了负能量情形下偏微分方程解的全局存在性问

题(负能量情形下无法得到解的先验估计).此后,位势井方法成为研究非线性发展方程解的全局存在性的一
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个有力、高效的手段,而被学者们广泛改进和应用.

3.1 位位位势势势井井井族族族

首先给出位势井W 和泛函 J(u), I(u)的一些性质.

引引引理理理 1 对于任意 u = u(x, t) ∈ H1
0 (Ω), ∥∇u∥22 ̸= 0,有

1) lim
λ→0

J(λu) = 0, lim
λ→+∞

J(λu) = −∞.

2)当 0 < λ < ∞时,存在唯一的 λ = λ∗,使得
d

dλ
J(λu)|λ=λ∗ = 0.

3)当 0 6 λ 6 λ∗时, J(λu)递增;当 λ∗ 6 λ 6 ∞时, J(λu)递减;在 λ = λ∗时, J(λu)取得最大值.

4)当 0 < λ < λ∗时, I(λu) > 0;当 λ∗ < λ < ∞时, I(λu) < 0, I(λ∗u) = 0.

证明 1)根据泛函 J(u)的定义 6可知

J(λu) =
λ2

2
∥∇u∥22 −

λ2p+2

2p+ 2

w
Ω

w
Ω
k(x, y)up+1(x, t)up+1(y, t)dxdy, (10)

分别令 λ → 0和 λ → ∞,对式(10)取极限可得结论 1).

2)对式(10)求导计算得
d

dλ
J(λu) = λ

(
∥∇u∥22 − λ2p

w
Ω

w
Ω
k(x, y)up+1(x, t)up+1(y, t)dxdy

)
, (11)

进而根据
d

dλ
J(λu) = 0 ⇒ λ∗ =

 ∥∇u∥22w
Ω

w
Ω
k(x, y)up+1(x, t)up+1(y, t)dxdy

1/(2p)

,可得结论 2).

3)对式(11)进行分析,结合导函数和单调性的联系,可得
d

dλ
J(λu) > 0 ⇒ J(λu)递增

d

dλ
J(λu) 6 0 ⇒ J(λu)递减,

计算 λ的取值范围,可得结论 3).

4)由泛函 I(u)的定义 7可知

I(λu) = λ2∥∇u∥22 − λ2p+2
w
Ω

w
Ω
k(x, y)up+1(x, t)up+1(y, t)dxdy = λ

d

dλ
J(λu),

对式中 I(λu)和 J(λu)的关系进行分析,结合结论 3)可得结论 4). 证毕.

引理 1给出能量泛函 J(λu)的极限性质和单调性以及 Nehari泛函 I(λu)的取值情况. 结合式(8)可知,

研究 J(λu)的性质对于确定位势井深度值 d有关键作用. 位势井深度值 d是 PM2.5污染扩散模型探索雾霾

分布规律的重要数字指标.由下面的定理 1、定理 2和定理 3可看出,引理 1是研究低初始能量和临界初始

能量情形,即初始能量函数 J(u0) 6 d, PM2.5的扩散传播规律的基础.

下面引入位势井族Wδ和对应的井外集合 Vδ,并结合模型(1)研究其一系列性质.

对于 δ > 0,引入一族 Nehari泛函

Iδ(u) = δ∥∇u(t)∥22 −
w
Ω

w
Ω
k(x, y)up+1(x, t)up+1(y, t)dxdy,

和 Nehari流形

Nδ = {u ∈ H1
0 (Ω)|Iδ(u) = 0, ∥u∥H1

0
̸= 0}.

给出位势井族 Wδ = {u ∈ H1
0 (Ω)|Iδ(u) > 0, J(u) < d(δ)} ∪ {0} 和对应的井外集合 Vδ = {u ∈

H1
0 (Ω)|Iδ(u) < 0, J(u) < d(δ)}.

针对位势井族,定义新的位势井深度为

d(δ) = inf
u∈Nδ

J(u). (12)
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在引入位势井族相关定义之后,首先给出 Nehari泛函族 Iδ(u)的性质.

引引引理理理 2 令 u(x, t) ∈ H1
0 (Ω). 则

1)若 0 < ∥u∥H1
0
< r(δ),那么 Iδ(u) > 0,

2)若 Iδ(u) < 0,那么 ∥u∥H1
0
> r(δ),

3)若 Iδ(u) = 0,则 ∥u∥H1
0
= 0或 ∥u∥H1

0
> r(δ),

4) 若 Iδ(u) = 0, ∥u∥H1
0
̸= 0, 那么当 0 < δ < p + 1 时, J(u) > 0; 当 δ = p + 1 时, J(u) = 0,

当 δ > p+ 1时, J(u) < 0,

其中 r(δ) =

(
δ

κC2p+2
∗

) 1
2p

, κ =
(w

Ω

w
Ω
k2(x, y)dxdy

) 1
2

< ∞, C∗是 Sobolev空间H1
0 (Ω)) ↪→ L2p+2(Ω)的

嵌入常数.

证明

1)运用两次 Hölder不等式可得w
Ω

w
Ω
k(x, y)up+1(x, t)up+1(y, t)dxdy 6

w
Ω
up+1(x, t)

(w
Ω
k2(x, y)dy

) 1
2
(w

Ω
u2p+2(y, t)dy

) 1
2

dx

= ∥u∥p+1
2p+2

w
Ω
up+1(x, t)

(w
Ω
k2(x, y)dy

) 1
2

dx

6 ∥u∥p+1
2p+2

(w
Ω
u2p+2(x, t)dx

) 1
2
(w

Ω

w
Ω
k2(x, y)dydx

) 1
2

= ∥u∥2p+2
2p+2

(w
Ω

w
Ω
k2(x, y)dydx

) 1
2

= κ∥u∥2p+2
2p+2. (13)

由于 0 < ∥u∥H1
0
< r(δ),则 κ∥u∥2p+2

2p+2 6 κC2p+2
∗ ∥u∥2p+2

H1
0

< δ∥∇u∥22,由式(13)和 Iδ(u)的定义,可得结论.

2)由于 Iδ(u) < 0,则 ∥u∥H1
0
̸= 0. 由式(13)可得

δ∥u∥2H1
0
= δ∥∇u∥22 <

w
Ω

w
Ω
k(x, y)up+1(x, t)up+1(y, t)dxdy 6 κ∥u∥2p+2

2p+2 6 κC2p+2
∗ ∥u∥2p

H1
0
∥u∥2H1

0
,

由上式可得 ∥u∥H1
0
> r(δ).

3)若 Iδ(u) = 0,且∥u∥H1
0
̸= 0,则由

δ∥u∥2H1
0
= δ∥∇u∥22 =

w
Ω

w
Ω
k(x, y)up+1(x, t)up+1(y, t)dxdy 6 κ∥u∥2p+2

2p+2 6 κC2p+2
∗ ∥u∥2p

H1
0
∥u∥2H1

0
,

可得 ∥u∥H1
0
> r(δ).

4) 由J(u) =
1

2p+ 2
Iδ(u) +

1

2p+ 2
(p+ 1− δ)∥∇u∥22 =

1

2p+ 2
Iδ(u) +

1

2p+ 2
(p+ 1− δ)∥u∥2H1

0
可得

结论. 证毕.

引理 2 给出 Nehari 泛函族 Iδ(u)的一些性质. 由下面的定理 1、定理 2 和定理 3 研究结果可知,

当 δ = 1, Iδ(u0) > 0 时, 在所研究区域内 PM2.5 浓度值将在有限范围内波动, 不会变化太大; 当 δ =

1, Iδ(u0) < 0时,会出现较严重的雾霾污染, PM2.5浓度值将远超国家相关标准,广泛影响社会生活和人类

健康. 因此,研究泛函族 Iδ(u)的性质对于预判是否出现恶劣雾霾天气起至关重要的作用.

下面给出新位势井深度 d(δ)的性质,并揭示 d(δ)与 d之间的内在联系.

引引引理理理 3 对于式(12)定义的 d(δ),有

1)当 0 < δ < p+ 1时, d(δ) >
(
1

2
− δ

2p+ 2

)
r2(δ);

2) lim
δ→0

d(δ) = 0; d(p+ 1) = 0;当 δ > p+ 1时, d(δ) < 0;

3) d(δ)在区间 0 6 δ 6 1 上严格递增, 在区间 1 6 δ 6 p + 1 上严格递减, 在 δ = 1 时取得最大

值 d = d(1).
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证明

1)若 u ∈ Nδ,即 Iδ(u) = 0, ∥∇u∥22 ̸= 0,则由引理 2得 ∥u∥H1
0
> r(δ).

因此由

J(u) =
1

2p+ 2
Iδ(u) +

1

2p+ 2
(p+ 1− δ)∥∇u∥22 > 1

2p+ 2
(p+ 1− δ)r2(δ)

得到 d(δ) >
(
1

2
− δ

2p+ 2

)
r2(δ), 0 < δ < p+ 1.

2)由条件(5)知,对任意 u ∈ H1
0 (Ω), ∥u∥H1

0
̸= 0,且任意 δ > 0,可定义唯一的

λ = λ(δ) =

 δ∥u∥2H1
0w

Ω

w
Ω
k(x, y)up+1(x, t)up+1(y, t)dxdy

1/2p

, (14)

使得 Iδ(λu) = 0. 则 λu ∈ Nδ,并且 lim
δ→0

λ(δ) = 0.

由引理 1得到 lim
δ→0

J(λu) = lim
λ→0

J(λu) = 0, lim
δ→0

d(δ) = 0. 进一步由引理 2的结论 4),可得到结论.

3)要证明 d(δ)的单调性,只需证明对任意 0 < δ′ < δ′′ < 1或 1 < δ′′ < δ′ < b,及任意 u ∈ Nδ′′ ,存在一

个 v ∈ Nδ′ 和常数 ε(δ′, δ′′) > 0,使得 J(v) < J(u)− ε(δ′, δ′′). 事实上,对上述 u,可类似式(14)来定义 λ(δ),

那么 Iδ(λ(δ)u) = 0, λ(δ′′) = 1.

令 g(λ) = J(λ(δ)u),则

d

dλ
g(λ) =

1

λ

(
(1− δ)∥∇(λu)∥22 + Iδ(λu)

)
= (1− δ)λ∥∇u∥22,

取 v = λ(δ′)u,则 v ∈ Nδ′ .

若 0 < δ′ < δ′′ < 1,因函数 λ(δ)关于 δ递增,则

J(u)− J(v) = g(1)− g(λ(δ′)) = g(λ(δ′′))− g(λ(δ′)) =
w λ(δ′′)

λ(δ′)

d

dλ
g(λ)dλ

=
w λ(δ′′)

λ(δ′)
(1− δ)λ∥∇u∥22dλ > (1− δ′′)r2(δ′′)λ(δ′)(1− λ(δ′))

= ε(δ′, δ′′) > 0.

若 1 < δ′′ < δ′ < b,则

J(u)− J(v) =
w λ(δ′′)

λ(δ′)
(1− δ)λ∥∇u∥22dλ > (δ′′ − 1)r2(δ′′)λ(δ′′)(λ(δ′)− 1) = ε(δ′, δ′′) > 0. 证毕.

在引入位势井族Wδ 和对应的井外集合 Vδ 后,引理3给出新位势井深度 d(δ)的极限性质和单调性,以

及与原位势井深度 d的联系.结合引理 1、引理 2和引理 3可知, PM2.5初始时刻所具能量大小直接影响未

来 PM2.5的传播扩散情况. 以新位势井深度函数 d(δ)的最大值作为衡量初始时刻雾霾系统具有能量大小的

精确数字指标,因此引理 3为后续研究做好理论铺垫工作.

引引引理理理 4 若存在某 u ∈ H1
0 (Ω),使得 0 < J(u) < d. 假设 δ1 < δ2 是方程 d(δ) = J(u)的两个根.则在

区间 δ1 < δ < δ2上, Iδ(u)的符号不变.

证明 J(u) > 0 可推知 ∥∇u∥2 ̸= 0. 若在区间 δ1 < δ < δ2 上, Iδ(u) 的符号是变化的, 那么存

在 δ̃ ∈ (δ1, δ2),使得 Iδ̃(u) = 0.

因此,由 d(δ)的定义,得到 J(u) > d(δ̃),这与 J(u) = d(δ1) = d(δ2) < d(δ̃)矛盾. 证毕.

引理 4表明 PM2.5具有低能量时,其浓度在各个时间点始终保持相同的变化趋势.

3.2 不不不变变变集集集合合合

这部分将讨论某些集合在式(1)∼式(3)下的不变性.

引引引理理理 5 令 p 满足式(4), u0 ∈ H1
0 (Ω). 假设 0 < e < d, δ1 < δ2 是方程 d(δ) = e 的两个根.

若 u = u(x, t)是式(1)∼式(3)的一个弱解,满足 J(u0) = e,那么
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1)对任意 δ1 < δ < δ2, 0 6 t < T ,若 I(u0) > 0,则 u ∈ Wδ;

2)对任意 δ1 < δ < δ2, 0 6 t < T ,若 I(u0) < 0,则 u ∈ Vδ.

证明

1)由条件 J(u0) = e, I(u0) > 0和引理 4可得, Iδ(u0) > 0, J(u0) = d(δ1) = d(δ2) < d(δ). 则 u0 ∈ Wδ,

δ1 < δ < δ2.

在式(1)两边同时乘以 ut,并在区间 Ω × [0, T ]上积分,计算得到w t

0

(
∥uτ∥22 + ∥∇uτ∥22

)
dτ + J(u) = J(u0) < d(δ), t ∈ [0, T ), δ ∈ (δ1, δ2). (15)

现在证明 u(x, t) ∈ Wδ, δ ∈ (δ1, δ2), 0 < t < T . 若不然, 假设存在一个t0 ∈ (0, T ) 使得对于

某δ ∈ (δ1, δ2),有 u(x, t0) ∈ ∂Wδ,那么有 Iδ(u(t0)) = 0, ∥∇u(t0)∥2 ̸= 0或者 J(u(t0)) = d(δ).

由式(15)可知, J(u(t0)) = d(δ)不成立,于是 Iδ(u(t0)) = 0及 ∥∇u(t0)∥2 ̸= 0. 然而,由 d(δ)的定义得

到, J(u(t0)) > d(δ) ,这与式(15)矛盾.

2)令 u = u(x, t)是式(1)∼式(3)满足 J(u0) = e , I(u0) < 0的弱解. 由条件 J(u0) = e, I(u0) < 0和引

理 4,得到 Iδ(u0) < 0, J(u0) < d(δ). 即 u0 ∈ Vδ ,δ1 < δ < δ2.

接下来证明 u(x, t) ∈ Vδ, 其中 δ ∈ (δ1, δ2), 0 < t < T . 若不然, 令 t0 ∈ (0, T )是使得 u(x, t) ∈ Vδ,

0 6 t < t0, u(x, t0) ∈ ∂Vδ成立的第一个时间点,即对于某 δ ∈ (δ1, δ2),有Iδ(u(t0)) = 0,或 J(u(t0)) = d(δ).

式(15)表明 J(u(t0)) = d(δ) 不成立. 若 Iδ(u(t0)) = 0 , Iδ(u(t)) < 0, 其中 0 < t < t0, 则引理 2 表

明 ∥u∥H1
0
> r(δ), 0 < t 6 t0. 因此,由 d(δ)定义知, J(u(t0)) > d(δ),这与式(15)矛盾. 这证明了 u(x, t) ∈ Vδ,

t ∈ [0, T ), δ ∈ (δ1, δ2). 证毕.

引理 5说明初始能量低于位势井深度(J(u0) < d)时问题(1)-(3)的流之下的位势井和井外集合的不变

性. 结合位势井和井外集合的定义可知, 在初始能量低于位势井深度时, 若 u0 ∈ W , 则所有弱解 u ∈ W ;

若 u0 ∈ V ,则所有弱解 u ∈ V . 引理 5揭示了 PM2.5初始浓度对其扩散分布行为的影响规律,表明之后一

段时间 PM2.5呈现出与其初始时刻大致相同的浓度分布特征.

4 PM2.5污污污染染染扩扩扩散散散模模模型型型的的的适适适定定定性性性分分分析析析

在这部分主要利用位势井方法求解式(1)∼式(3),所得主要结论呈现如下: 定理 1运用经典偏微分方程

方法(Galerkin逼近法)研究式(1)∼式(3)在初始能量小于等于位势井深度(J(u0) 6 d)时弱解的全局存在性.

定定定理理理 1 设式(4)和式(5)成立, u0 ∈ H1
0 (Ω).

1) 若 J(u0) < d, I(u0) > 0, 则式(1)∼式(3)存在一个全局弱解 u(x, t) ∈ L∞(0,∞;H1
0 (Ω)), 并且满

足 ut(x, t) ∈ L2(0,∞;H1
0 (Ω)), u(x, t) ∈ W , 0 6 t < ∞;

2) 若 J(u0) = d, I(u0) > 0, 则式(1)∼式(3)存在一个全局弱解 u(x, t) ∈ L∞(0,∞;H1
0 (Ω)), 并且满

足 ut(x, t) ∈ L2(0,∞;H1
0 (Ω)), u(x, t) ∈ W = W ∪ ∂W , 0 6 t < ∞.

证明 1)首先证明低能量情形 J(u0) < d下的全局弱解存在性.

假设{ωj(x)}是 Sobolev空间H1
0 (Ω)的标准正交基,构造式(1)∼式(3)如下形式的逼近解

um(x, t) =
m∑
j=1

gj(t)ωj(x), m = 1, 2, . . .

并在积分形式下满足方程(1)和初始条件

(umt, ωs) + (∇umt,∇ωs) + (∇um,∇ωs) =
(
up
m(x, t)

w
Ω
k(x, y)up+1

m (y, t)dy, ωs

)
, s = 1, 2, . . . ,m (16)
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um(x, 0) =
m∑
j=1

ajωj(x) → u0(x) ∈ H1
0 (Ω). (17)

式(16)两边同时乘以 g′s(t),关于 s求和,再关于变量 t在区间[0, t)积分,计算可得w t

0

(
∥umτ∥22 + ∥∇umτ∥22

)
dτ + J(um(t)) = J(um(0)) < d, (18)

上式对于充分大的m和 t ∈ [0, T )均成立.

接下来证明对于充分大的 m 和 t ∈ [0, T ), 有 um(x, t) ∈ W . 若不然, 则存在 t0 ∈ (0, T ) 使

得 um(x, t0) ∈ ∂W ,那么 I(um(t0)) = 0, ∥∇um(t0)∥2 ̸= 0或 J(um(t0)) = d.

由式(18)可知, J(um(t0)) = d 不成立, 则有 I(um(t0)) = 0, ∥∇um(t0)∥2 ̸= 0. 然而根据 d 的定义,

可推知 J(um(t0)) > d, 这与式(18)矛盾. 即证得 um(x, t) ∈ W . 由式(18) 及 J(u) 与 I(u)之间的关系

式 J(um) =
1

2p+ 2
I(um) +

p

2p+ 2
∥um∥2H1

0
,计算得

w t

0
[∥umτ∥22 + ∥∇umτ∥22]dτ +

p

2p+ 2
∥um∥2H1

0
< d. (19)

另一方面,两次使用 Hölder不等式,其中 q =
2p+ 2

2p+ 1
,得

w
Ω

∣∣∣up
m(x, t)

w
Ω
k(x, y)up+1

m (y, t)dy
∣∣∣qdx

6
w
Ω
|um(x, t)|pq

(w
Ω
|k(x, y)|2dy

) q
2
(w

Ω
|um(y, t)|2p+2dy

) q
2

dx

6 ∥um∥q(p+1)
2p+2

(w
Ω
|um(x, t)|pq

2p+1
p dx

) p
2p+1

(w
Ω

(w
Ω
|k(x, y)|2dy

) q
2

2p+1
p+1

dx

) p+1
2p+1

6 ∥um∥2p+2
2p+2

(w
Ω

w
Ω
|k(x, y)|2dydx

) p+1
2p+1

= ∥um∥2p+2
2p+2 κ

2p+2
2p+1 6 C2p+2

∗ ∥um∥2p+2
H1

0
κ

2p+2
2p+1 , (20)

这里 κ =
(w

Ω

w
Ω
k2(x, y)dxdy

) 1
2

< ∞, C∗是H1
0 (Ω)) ↪→ L2p+2(Ω)的嵌入常数.

由式(19)和式(20)可知,对于充分大的m,有

∥um∥2H1
0
<

2(p+ 1)

p
d, (21)

w t

0

(
∥umτ∥22 + ∥∇umτ∥22

)
dτ < d, (22)

∥up
m

w
Ω
k(x, y)up+1

m (y, t)dy∥qq 6 C2p+2
∗

(
2(p+ 1)

p
d

)p+1

κ
2p+2
2p+1 . (23)

由式(21)∼式(23)可得,存在 u和{um}的一个子序列,为简便起见,该子序列仍记为{um},当m → ∞时,有

um
w∗

−→ u ∈ L∞(0,∞;H1
0 (Ω)),

umt
w∗

−→ ut ∈ L2(0,∞;H1
0 (Ω)),

up
m

w
Ω
k(x, y)up+1

m (y, t)dy
w∗

−→ up
w
Ω
k(x, y)up+1(y, t)dy ∈ L∞(0,∞;Lq(Ω)).

因此,在式(16)中,取极限m → ∞,得

(ut, ωs) + (∇ut,∇ωs) + (∇u,∇ωs) =
(
up(x, t)

w
Ω
k(x, y)up+1(y, t)dy, ωs

)
.
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进一步,因{ωs}, ∀s > 1是空间H1
0 (Ω)的一组正交基,则对于任意 v ∈ H1

0 (Ω), t ∈ (0,∞),由上式可得

(ut, v) + (∇ut,∇v) + (∇u,∇v) =
(
up(x, t)

w
Ω
k(x, y)up+1(y, t)dy, v

)
,

而且,式(17)给出 u(x, 0) = u0(x) ∈ H1
0 (Ω). 由引理 5得到 u(x, t) ∈ W , t ∈ [0,∞).

2)现在证明临界初始能量情形 J(u0) = d下弱解的全局存在性.

首先, J(u0) = d表明 ∥u0∥H1
0
̸= 0. 令 µm = 1− 1

m
, u0m = µmu0, m > 2. 考虑以下模型

ut −∆ut −∆u = up(x, t)
w
Ω
k(x, y)up+1(y, t)dy, (x, t) ∈ Ω × [0, T ], (24)

初始条件为

u(x, 0) = u0m(x), x ∈ Ω, (25)

边界条件为

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω × [0, T ]. (26)

由条件 I(u0) > 0 和引理 1, 得到 λ∗ = λ∗(u0) > 1. 继而, 可得 I(u0m) = I(µmu0) > 0, J(u0m) =

J(µmu0) < J(u0) = d. 由本定理结论 1)证明过程可知, 对于临界初始能量情形, 仍然可得到, 对

于每一个 m, 模型式(24)∼式(26)存在一个全局弱解 um(x, t) ∈ L∞(0,∞;H1
0 (Ω)), 满足 umt(x, t) ∈

L2(0,∞;H1
0 (Ω))和 um(x, t) ∈ W , 0 6 t < ∞;同时对于所有 v ∈ H1

0 (Ω),有

(umt, v) + (∇umt,∇v) + (∇um,∇v) =
(
up
m(x, t)

w
Ω
k(x, y)up+1

m (y, t)dy, v
)
,

w t

0

(
∥umτ∥22 + ∥∇umτ∥22

)
dτ + J(um) = J(u0m) < J(u0) = d, ∀t ∈ [0,∞),

则对于临界初始能量情形,亦可推出式(21),式(22)和式(23). 接下来的证明过程同 1),此处省略. 证毕.

定理 1 说明 PM2.5 浓度变化规律与其初始浓度有密切联系. 若 PM2.5 初始浓度满足一定限制条件,

即
w
Ω

w
Ω
k(x, y)up+1

0 (x)up+1
0 (y)dxdy 6 ∥∇u0∥22 6 2d(p+ 1)

p
, 则在所研究区域内 PM2.5浓度值将在有限

范围内波动,不会变化太大,并且随着时间的累积, PM2.5浓度呈现出和其初始时刻相同的分布特征,即在未

来一段时间, PM2.5浓度满足
w
Ω

w
Ω
k(x, y)up+1(x, t)up+1(y, t)dxdy 6 ∥∇u∥22 6 2d(p+ 1)

p
.

根据定理 1可知,式(1)∼式(3)不仅可以预测 PM2.5浓度变化规律,还为霾治理和预防工作提供了理论

方法和有效应对措施,可根据地区实际空气污染情况,采用限制 PM2.5初始浓度的方法使得 PM2.5浓度达

到当地环保部门的要求标准.

在偏微分方程应用中有很多热点问题.其中最重要的问题之一是全局解的存在性,定理 1已经解决了该

问题;另外一个热门话题就是解的全局不存在性或有限时间爆破行为.定理 2运用位势井方法和凹函数方

法建立模型式(1)∼式(3)的爆破准则.

定定定理理理 2 设式(4)和式(5)成立, u0 ∈ H1
0 (Ω). 假设 J(u0) 6 d, I(u0) < 0, 则模型式(1)∼式(3)的弱

解 u(x, t)在有限时间内爆破.

令 u(x, t)是模型式(1)∼式(3)的任一弱解,满足 J(u0) < d, I(u0) < 0. 定义

M(t) =
w t

0
∥u∥2H1

0
dτ,

则对M(t)分别求一阶导数和二阶导数得到M ′(t) = ∥u∥2H1
0
= ∥u∥22 + ∥∇u∥22,和

M ′′(t) = 2(ut, u) + 2(∇ut,∇u)

= −2
(
∥∇u∥22 −

w
Ω

w
Ω
k(x, y)up+1(x, t)up+1(y, t)dxdy

)
= −2I(u). (27)
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在式(1)两边同乘以 ut,并在区域 Ω × [0, T ]上积分,整理得w t

0

(
∥uτ (x, τ)∥22 + ∥∇uτ (x, τ)∥22

)
dτ + J(u) = J(u0). (28)

由式(27),式(28)及 J(u)和 I(u)之间的关系式J(u) =
1

2p+ 2
I(u) +

p

2p+ 2
∥u∥2H1

0
,得

M ′′(t) > 2pM ′(t) + 4(p+ 1)
w t

0
∥uτ∥2H1

0
dτ − 4(p+ 1)J(u0).

注意到运用积分和微分计算可得(w t

0
(∇uτ ,∇u)dτ

)2

=

(
1

2

w t

0

d

dτ
∥∇u∥22dτ

)2

=
1

4

(
∥∇u∥42 − 2∥∇u0∥22∥∇u∥22 + ∥∇u0∥42

)
=

1

4

(
(M ′(t))2 − 2∥∇u0∥22M ′(t) + ∥∇u0∥42

)
,

于是有(M ′(t))2 = 4
(r t

0
(∇uτ ,∇u)dτ

)2

+ 2∥∇u0∥22M ′(t)− ∥∇u0∥42.那么

M(t)M ′′(t)− (p+ 1)(M ′(t))2 > 4(p+ 1)

(w t

0
∥uτ∥2H1

0
dτ

w t

0
∥u∥2H1

0
dτ − (

w t

0
(∇uτ ,∇u)dτ)2

)
+

2pM(t)M ′(t)− 2(p+ 1)∥∇u0∥22M ′(t)− 4(p+ 1)J(u0)M(t)

> 4(p+ 1)

(w t

0
∥∇uτ∥22dτ

w t

0
∥∇u∥22dτ − (

w t

0
(∇uτ ,∇u)dτ)2

)
+

2pM(t)M ′(t)− 2(p+ 1)∥u0∥2H1
0
M ′(t)− 4(p+ 1)J(u0)M(t).

利用 Schwartz不等式得

M(t)M ′′(t)− (p+ 1)(M ′(t))2 > 2pM(t)M ′(t)− 2(p+ 1)∥u0∥2H1
0
M ′(t)−

4(p+ 1)J(u0)M(t). (29)

接下来,需要分两种情况讨论.

1)若 J(u0) 6 0,则式(29)变为

M(t)M ′′(t)− (p+ 1)(M ′(t))2 > 2pM(t)M ′(t)− 2(p+ 1)∥u0∥2H1
0
M ′(t).

现在证明对所有 t > 0,有 I(u) < 0. 否则,存在 t0 > 0,使得 I(u(t0)) = 0,对于 0 6 t < t0, I(u) < 0.

由引理 2 可得, 当 0 6 t < t0 时, ∥u∥H1
0
> r(1), 且 ∥u(t0)∥H1

0
> r(1), J(u(t0)) > d, 这与式(15)矛盾. 由

式(27)可得M ′′(t) > 0 , t > 0. 因M ′(0) = ∥u0∥2H1
0
> 0,则存在 t1 > 0,使得M ′(t1) > 0. 对于 t > t1,有

M(t) > M(t1) +M ′(t1)(t− t1) > M ′(t1)(t− t1).

因此,对于充分大的 t,有 2pM(t) > 2(p+ 1)∥u0∥2H1
0
,则M(t)M ′′(t)− (p+ 1)(M ′(t))2 > 0.

2)若 0 < J(u0) < d,则由引理 5得到 u(x, t) ∈ Vδ , 1 < δ < δ2, t > 0,这里 δ2 是方程 d(δ) = J(u0)的

较大根. 于是推出当 1 < δ < δ2, t > 0 时, Iδ(u) < 0, ∥u∥H1
0
> r(δ). 因此, 对于 t > 0, 有 Iδ2(u) 6 0,

∥u∥H1
0
> r(δ2).

由式(27)可知

M ′′(t) =−2I(u)

= 2(δ2 − 1)∥u∥2H1
0
− 2Iδ2(u) > 2(δ2 − 1)∥u∥2H1

0
> 2(δ2 − 1)r2(δ2), t > 0.

进一步对上式关于时间 t积分得到
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M ′(t) > 2(δ2 − 1)r2(δ2)t+M ′(0) > 2(δ2 − 1)r2(δ2)t, t > 0,

M(t) > (δ2 − 1)r2(δ2)t
2, t > 0.

因此,对于充分大的 t,有 pM(t) > 2(p+ 1)∥u0∥2H1
0
, pM ′(t) > 4(p+ 1)J(u0).

那么,借助式(29),可得

M(t)M ′′(t)− (p+ 1)(M ′(t))2 >

2pM(t)M ′(t)− 2(p+ 1)∥u0∥2H1
0
M ′(t)− 4(p+ 1)J(u0)M(t)

=
(
pM(t)− 2(p+ 1)∥u0∥2H1

0

)
M ′(t) + (pM ′(t)− 4(p+ 1)J(u0))M(t) > 0.

上述两种情况均得到 (M−p(t))′′ =
−p

Mp+2

(
M(t)M ′′(t)− (p+ 1)(M ′(t))2

)
6 0.

综上所述,存在 T1 > 0,使得 lim
t→T1

M−p(t) = 0及 lim
t→T1

M(t) = ∞. 由定义 2,即证明得到低初始能量情

形 J(u0) < d下弱解的有限时间爆破性质. 临界初始能量情形 J(u0) = d时弱解有限时间爆破性质的证明

与J(u0) < d情形类似,此处略去. 证毕.

定理 2说明 PM2.5初始浓度对严重雾霾天气的出现有至关重要的影响.根据定理 2可推知,当初始时

刻 PM2.5浓度值满足条件

∥∇u0∥22 < min
{ w

Ω

w
Ω
k(x, y)up+1

0 (x)up+1
0 (y)dxdy, 2d+

1

p+ 1

w
Ω

w
Ω
k(x, y)up+1

0 (x)up+1
0 (y)dxdy

}
时,在之后的某时刻 PM2.5将达到一个峰值,形成极端雾霾天气. 结合定理 1和定理 2可得, I(u0)与 0的大

小关系成为是否出现恶劣雾霾天气的分水岭. 当 I(u0) > 0时,则在所研究区域内 PM2.5浓度值将在有限

范围内波动,不会变化太大;当 I(u0) < 0时,则会出现较严重的雾霾污染,广泛影响社会生活和人类健康.

因此,可观测所研究区域初始时刻各个位置点 PM2.5浓度值,将其代入式(7),计算出 I(u0)具体数值并与 0

比较,即得到 PM2.5浓度变化规律,并预判未来一段时间是否会出现不利的雾霾天气.

定理 3运用积分估计方法和位势井函数族的一些性质研究全局解的渐进行为.全局解的渐进行为是指

在时间趋于无穷大的过程中,解是否衰减及解的衰减速度如何.

定定定理理理 3 设式(4)和式(5)成立, u0 ∈ H1
0 (Ω). 假设 J(u0) 6 d, I(u0) > 0,则对于模型式(1)∼式(3)的全局

弱解 u(x, t),存在正常数 C, λ和 t1,使得 ∥u(x, t)∥2H1
0
6 Ce−λt, t1 6 t < ∞.

证明 首先,定理 1确保在条件 J(u0) 6 d, I(u0) > 0成立时,模型式(1)∼式(3)的全局弱解是存在的.

令u(x, t)是模型式(1)∼式(3)的任一全局弱解,满足 J(u0) < d, I(u0) > 0. 则在 0 6 t < ∞时,式(9)式成立.

在式(9)两边同乘以任一函数 h(t) ∈ C[0,∞),得到

(ut, h(t)v) + (∇ut,∇(h(t)v)) + (∇u,∇(h(t)v)) =
(
up(x, t)

w
Ω
k(x, y)up+1(y, t)dy, h(t)v

)
,

上式对于任意 v(x) ∈ H1
0 (Ω)成立.

由于空间H1
0 (Ω), C[0,∞)和 L∞(0,∞;H1

0 (Ω)之间的关系,于是对于任意 ω ∈ L∞(0,∞;H1
0 (Ω),有

(ut, ω) + (∇ut,∇ω) + (∇u,∇ω) =
(
up(x, t)

w
Ω
k(x, y)up+1(y, t)dy, ω

)
. (30)

令 ω = u,对式(30)进行积分微分计算可得
d

dt
∥u∥2H1

0
+ 2I(u) = 0, 0 6 t < ∞. (31)

由 I(u0) > 0和 J(u0) =
1

2p+ 2
I(u0) +

p

2p+ 2
∥u0∥2H1

0
,得到 J(u0) > 0.

于是,由 0 < J(u0) < d, I(u0) > 0和引理 5,得到 u(t) ∈ Wδ,其中 δ1, δ2 是方程 d(δ) = J(u0)的两个



第 3期 杨 露等: PM2.5污染扩散模型及适定性分析 313

根, δ1 < δ < δ2, 0 6 t < ∞,且 δ1 < δ2.

因此,有 Iδ(u) > 0, δ1 < δ < δ2; Iδ1(u) > 0, 0 6 t < ∞. 于是,式(31)推出
d

dt
∥u∥2H1

0
+ 2(1− δ1)∥u∥2H1

0
+ 2Iδ1(u) = 0, 0 6 t < ∞, (32)

由式(32)得到
d

dt
∥u∥2H1

0
+ 2(1− δ1)∥u∥2H1

0
6 0, t ∈ [0,∞).

进一步, 由 Gronwall’s 不等式, 得 ∥u∥2H1
0
6 ∥u0∥2H1

0
e−2(1−δ1)t, t ∈ [0,∞). 因此, 存在常数 λ > 0, 使

得 ∥u∥2H1
0
6 ∥u0∥2H1

0
e−λt, t ∈ [0,∞),即证明得到低初始能量情形 J(u0) < d下弱解以指数形式衰减的性质.

临界初始能量情形 J(u0) = d时弱解以指数形式衰减性质的证明与 J(u0) < d情形类似,此处略去. 证毕.

定理 3表明模型式(1)∼式(3)的系统能量是以指数形式衰减的,该结果优于解的多项式衰减. 由定理 1

已知,当 I(u0) > 0时,在所研究区域内 PM2.5浓度值将在有限范围内波动,不会变化太大.定理 3在定理 1

基础上,进一步说明 PM2.5的浓度会随着时间累积而慢慢降低,当持续到某个时间节点时, PM2.5浓度将持

续下降,理想状态下会趋于 0.

根据我国《环境空气质量标准》规定,环境空气污染物基本项目浓度限值: PM2.5的 24小时日均浓度,

一级: 35µg/m3;二级: 75µg/m3;全年平均浓度:一级: 15µg/m3;二级: 35µg/m3. 为达到我国环境空气质量标

准,可按地区实际情况选取 PM2.5限值,根据定理 3显示结果,可计算出 PM2.5浓度衰减到达标要求浓度的

具体时间节点,即大致预测雾霾天气的持续时间,这将为雾霾监测和预警工作提供强有力的理论支撑,为进

一步完善空气重污染应急机制,不断提高环境管理精细化水平,保护公众健康提供新的思路.

5 结结结束束束语语语

针对雾霾天气愈发严重及难以预测的问题,本文通过偏微分方程理论建立三维空间 PM2.5污染扩散模

型,探索 PM2.5分布及演变规律,为治污减霾提供理论方法及应对措施.本文研究了初始时刻雾霾浓度满足

不同条件时,其浓度遵循的变化规律. PM2.5污染扩散模型创新性地添加能反映雾霾粒子间相互作用的粘

性项,从理论层面更能贴合实际物理现象的发展规律,因粘性项是高阶项关于时间的一阶导数,这不仅增加

了理论难度和计算难度,也是对已有理论体系的改进和完善,为研究 PM2.5分布及扩散等现象提供严谨的

理论依据.

通过运用偏微分方程相关理论,本文揭示了 PM2.5初始浓度在一定限制条件下,雾霾污染分布及扩散

演变规律.鉴于实际模型的复杂性,本文只考察了在低初始能量和临界初始能量情形下预测 PM2.5污染扩

散的浓度变化规律,因此下一步可以在此基础上进行拓展,考虑高初始能量情形下 PM2.5污染扩散模型,为

我国重污染天气的监测、预警和发展机制及应对措施提供理论支撑.
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