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摘要:本文研究概率布尔控制网络的集可控性问题.首先,利用矩阵半张量积方法,得到概率布尔控制网络的代
数表示. 其次,借助一个新的算子构造不同的可控矩阵,进而通过可控矩阵考虑自由控制序列和网络输入控制下概
率布尔控制网络的集可控性问题,得到了概率布尔控制网络集可控性的充要条件.最后,给出数值例子说明本文结
果的有效性.
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Abstract: In this paper, the set controllability of probabilistic Boolean control networks (PBCNs) is studied. Firstly, by
using semi-tensor product of matrices, the algebraic representation of PBCNs is obtained. Secondly, different controllable
matrices are constructed by means of a new operator, then the set controllability of PBCNs under free control sequence and
network input control can be considered with the help of the controllable matrices. The necessary and sufficient conditions
for set controllability of PBCNs are obtained. Finally, numerical examples are given to illustrate the effectiveness of the
results.

Key words: probabilistic Boolean control networks; set controllability; semi-tensor product
Citation: GOU Zhili, XU Yong, WANG Jinhuan. Set controllability of probabilistic Boolean control networks. Control

Theory & Applications, 2021, 38(5): 689 – 696

1 引引引言言言

布尔网络(Boolean networks, BNs)是Kauffman于
1969年提出的用于复杂非线性生物系统建模的一类
逻辑动态系统[1]. BNs由一组离散时间变量组成,每个
变量只能取0或1,其表示一个基因的活性. 基因间高
度结构化的相互作用可以通过布尔函数来描述,布尔
函数通过特定的逻辑规则确定每个基因的状态. BNs
已经被证实是描述、模拟和分析基因调控网络、社会

系统和神经网络的重要工具[2–5].

最近, Cheng等人首先提出两个任意维数矩阵相乘
的运算,即矩阵的半张量积(semi-tensor product of
matrices, STP)[6]. STP的显著优点是可以将BNs转换
成一个代数系统,从而更好地研究BNs的相关问题.
带有外部输入的BNs称为布尔控制网络(Boolean co-
ntrol networks, BCNs). 文献[6–7]为研究BCNs中许多

经典控制理论问题提供了有力帮助.利用STP方法可
以将BCNs转换为标准的离散时间线性系统进行研
究[8]. 同时在BNs和BCNs中应用STP方法也得到许多
重要的结果,如稳定性[9–10]、可观测性[11–12]、可控

性[13–14]、最优控制[15–16]以及同步问题[17]等.

概率布尔网络 (probabilistic Boolean networks,
PBNs)是Shmulevich等人于2002年提出的模型[3],该
模型既具有BNs的特性,又能处理数据和模型选择中
的不确定性. PBNs本质上是一类BNs的集合,其中在
任意一个离散时间点,状态以一定的概率按照其中某
个BN的规则转化. BCNs描述遗传调控网络的许多特
征,是没有随机现象的确定性网络. 概率布尔控制网
络(probabilistic Boolean control networks, PBCNs)考
虑了随机现象,是BCNs的一个非常有意义的扩展.在
PBCNs上已经得到了许多有趣的结果,例如弱可达
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性[18]、可控性[19]、集稳定性[20]和输出跟踪控制问

题[21]等.

可控性作为系统的一种结构性质,是系统科学和
控制理论的基本概念. 文献[22]研究BCNs中除禁止
状态外的任意两个状态间的可控性以便更好地设计

外部控制序列操纵生物系统.文献[23]研究了带有牵
制控制的BCNs的可控性. 文献[24]研究BCNs集成系
统下的可控性,并给出判定可控性的充要条件.文
献[19]讨论了开环控制和闭环控制下PBNs的可控性
问题,但文献中提出的可控性准则只适用于两个确定
的状态. 文献[25]通过构造可达矩阵研究PBCNs的能
控性和镇定性并给出相应的充要条件.文献[26]研究
具有禁止状态的PBCNs的可控性.

此外,集可控性也是一个重要概念,其与一般可控
性的不同之处在于,可控性表示系统可控至某个状态,
而集可控性表示系统可控至某个状态集合.文献[27]
首次提出BCNs的集可控性概念,并通过集可控性验
证可观性,集可控性结果为文献[22]中应用结果的推
广. 文献[28]研究同时具有自由逻辑输入控制和网络
输入控制的BCNs的可控性,并将其转换为一个集可
控性问题求解. 文献[29]研究切换布尔控制网络的集
可控性,将集镇定问题和切换调节问题转换为集可控
问题求解. 文献[30]研究脉冲概率布尔控制网络(imp-
ulsive probabilistic Boolean control networks, IPBCNs)
的有限时间可控性和集可控性. 文献[31]研究具有脉
冲效应的布尔控制网络(Boolean control networks wi-
th impulsive effects, BCN–IE)的集可控性并以此方法
解决了具有混合型控制的BCN–IE可控性和BCN–IE
的输出可控性两个问题.

基于上述讨论,本文针对PBCNs集可控性问题提
出两类不同的控制方法. 相比于BCNs,由于状态变化
的不确定性,针对PBCNs集可控性的研究更加复杂.
同时与IPBCNs的集可控性研究相比,本文采取的研
究方法不同.本文主要贡献如下: 1)借助一个新的算
子构造概率集可控矩阵,得到PBCNs在自由控制序列
下集可控的充要条件; 2)由该算子构造输入概率集可
控矩阵,给出带有输入网络控制的PBCNs集可控的充
要条件.根据已有文献, PBCNs在集可控性方面结果
还很少见.

本文的其余部分安排如下: 第2部分列出一些基本
符号和STP的预备知识. 第3部分提出PBCNs在自由
控制序列和网络输入控制下的集可控问题,并给出本
文的主要结果.第4部分通过数值例子验证所得结果
的正确性与有效性. 第5部分给出本文的结论.

2 预预预备备备知知知识识识

为了叙述方便,本文用到的相关符号如下列出:

1) Mm×n: m× n维矩阵集合.

2) Col(A): 矩阵A的列集合. Coli(A): 矩阵A的

第i列.

3) ∆n := {δin|i=1, 2, · · ·, n}, δin: 单位矩阵In的

第i列.

4) 若Col(L)⊂∆m,矩阵L ∈ Mm×n称为逻辑矩

阵. Lm×n: m× n维逻辑矩阵集合.若L ∈ Lm×n,则
L = [δi1m δi2m · · · δinm ],简写为L = δm[i1 i2 · · · in].

5) D := {0, 1},

Dn := D ×D × · · · × D︸ ︷︷ ︸
n

.

6) 1k := {1, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
k

}T.

1p×q := {1p, 1p, · · · , 1p︸ ︷︷ ︸
q

}.

7) Ξm := {1, 2, · · · , 2m}.

8) α :从Ω = [0, 1]取值的随机布尔变量. 定义
Λ = {[α 1− α]T|α ∈ Ω},表示α为向量形式.

Λn={υ = (υ1 · · · υn)
T ∈ Rn|υi > 0,

n∑
i=1

υi=1}.

9) 矩阵A ∈ Mm×n的列元素由Λm组成,称矩阵
A为随机逻辑矩阵. Lr

m×n : m× n维随机逻辑矩阵集

合.

10) A = (Aij) ∈ Mm×n, 0 6 Aij 6 1,定义⌊A⌋
= (⌊Aij⌋),其中⌊ ⌋是floor函数.

11) 矩阵A = (Aij), B = (Bij) ∈ Mm×n,定义

Aij ∨Bij = max{Aij, Bij},

则A ∨B = (Aij ∨Bij).

12) Bm×n: m× n维布尔矩阵集合.

13) M ∈ Br×s, N ∈ Bs×t, M ×B N = A为布尔

积,其中ai,j =
s∑

B k=1

mi,k ∧ nk,j.

14) A ∈ Bn×n, A
(k) := A×B A×B · · · ×B A︸ ︷︷ ︸

k

.

15) A,B ∈ Ln×n,
n∑
∨

j=1

n∑
∨

i=1

BjAi=
n∑
∨

j=1

(BjA1∨BjA2∨· · · ∨BjAn).

定定定义义义 1 [6] 矩阵有A ∈ Mm×n, B ∈ Mp×q, t =
lcm(n, p)是{n, p}的最小公倍数. 矩阵A, B的半张量
积记为

AnB := (A⊗ I t
n
)(B ⊗ I t

p
),

其中⊗表示Kronecker积.

注注注 1 STP是普通矩阵乘积的推广. 在下文无混淆情况

下,可省略“n”.

设x为逻辑变量,即x ∈ D. 用向量表示逻辑值的
结构,分别表示为1∼δ12和0∼δ22 ,即有D ∼ ∆2和Dn
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∼ ∆2n ,其中∼表示同一事物的两种不同表示形式.

引引引理理理 1 [6] 设f(x1, x2, · · · , xn)为一个逻辑函数,
在向量形式下f : Dn → D,存在唯一的逻辑矩阵
Mf ∈ L2×2n ,称为f的结构矩阵,使得

f(x1, · · · , xn) = Mfx1x2 · · ·xn =

Mf nn
i=1 xi.

引引引理理理 2 [6] 设x=nn
i=1xi, xi∈∆2, i=1, 2, · · ·, n.

x2 = Φnx,

其中

Φn =
n∏

i=1

I2i−1 ⊗ [(I2 ⊗W[2,2n−i])Mr] ∈ L22n×2n ,

x2
i = Mr xi,

其中Mr = δ4[1, 4]为降阶矩阵.

3 主主主要要要内内内容容容

首先给出PBCNs的代数表示,其次考虑在自由控
制序列下PBCNs的集可控性问题,最后考虑输入网络
控制下PBCNs的集可控性问题.

3.1 PBCNs的的的代代代数数数表表表示示示
PBCNs表示如下:

x1(t+1) = f1(u1(t), · · · , um(t), x1(t),

· · · , xn(t)),

x2(t+1) = f2(u1(t), · · · , um(t), x1(t),

· · · , xn(t)),
...

xn(t+1) = fn(u1(t), · · · , um(t), x1(t),

· · · , xn(t)),

(1)

其中: xi(t)和uj(t)∈D, i=1, 2, · · · , n, j=1, 2, · · · ,
m是逻辑状态和输入控制状态; fi : Dm+n → D是逻
辑函数; t = 0, 1, · · · ,是离散时间.

逻辑函数fi可以是li种可能的模型f1
i , f

2
i , · · · , f li

i

中的一个,其中fi为fωi

i 时的概率为Pωi

i , ωi = 1, 2,

· · · , li. 定义概率表示为

P{fi = fωi

i } = Pωi

i > 0,

i = 1, 2, · · · , n, ωi = 1, 2, · · · , li,

即fi ∈ {f1
i , f

2
i , · · · , f li

i }和
li∑

ωi=1

Pωi

i =1, i=1, 2, · · · ,
n.

注注注 2 在本文中,考虑的概率布尔控制网络是独立的,
则意味着f1, f2, · · · , fn是独立的,即有

P{fi1 = f
ωi1
i1

, fi2 = f
ωi2
i2

} =

P{fi1 = f
ωi1
i1

}P{fi2 = f
ωi2
i2

},

其中i1 ̸= i2, i1, i2 ∈ {1, 2, · · · , n}.

由于模型假设有
n∏

i=1

li种可能的网络,故使用矩阵

K表示可能模型的指标集.

K =



1 1 · · · 1 1

1 1 · · · 1 2
...

...
...

...
...

1 1 · · · 1 ln
1 1 · · · 2 1

1 1 · · · 2 2
...

...
...

...
...

1 1 · · · 2 ln
...

...
...

...
...

l1 l2 · · · ln−1 ln



,

其中K ∈ MN×n和N =
n∏

i=1

li.矩阵K的每行代表一

个可能的网络,其概率为Pλ = P{选择网络λ} =
n∏

i=1

PKλi

i ,其中λ ∈ {1, 2, · · · , N}, Kλi是矩阵K的第

(λ, i)个元素.

由引理1,对每个逻辑函数fKλi

i , i = 1, 2, · · · , n.
其对应结构矩阵为MKλi

i . 令x(t) = nn
i=1xi(t), u(t)

= nm
j=1uj(t). 则系统(1)转换为代数形式

xi(t+ 1) = MKλi

i u(t)x(t), i = 1, 2, · · · , n, (2)

则有x(t+ 1) = Lλu(t)x(t), λ = 1, 2, · · · , N,其中

Lλ =MKλ1
1

n∏
i=2

[(I2m+n ⊗MKλi

i )Φm+n] ∈

Lr
2n×2n+m .

令E表示x(t+ 1)的期望值,得

Ex(t+ 1) = Lu(t)Ex(t), (3)

其中L =
N∑

λ=1

PλLλ ∈ Lr
2n×2n+m .

3.2 PBCNs的的的集集集可可可控控控
由式(3)可知

Ex(t+ 1) = Lu(t)Ex(t),

其中L ∈ Lr
2n×2n+m . Lu(t) ∈ Lr

2n×2n ,将L按控制分

为2m块,即L=[L1 L2 · · · L2m ],其中Li∈Lr
2n×2n ,

i ∈ Ξm.

令κ2m = {L1, L2, · · · , L2m},其中下标2m表示κ2m

中矩阵块数量.

定义运算符⟨·⟩为

⟨κ2m⟩ = L1 ∨ L2 ∨ · · · ∨ L2m ,

其中⟨κ2m⟩ ∈ M2n×2n .

定义

κt
2m = {L1, L2, · · · , L2m}t =

{LitLit−1
· · ·Li1 |il ∈ Ξm, l=1, 2, · · · , t},

其中: κt
2m中的任何元素维数均为2n × 2n,即Lit×
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Lit−1
· · ·Li1 ∈ Lr

2n×2n . 此时κt
2m 中含有2mt个矩阵,

是维数为2n × 2n随机逻辑矩阵集合.即

⟨κt
2m⟩ = ⟨{L1, L2, · · · , L2m}t⟩ =

2m∑
∨

it=1

2m∑
∨

it−1=1

· · ·
2m∑

∨
i1=1

LitLit−1
· · ·Li1 ∈ Lr

2n×2n .

令

M t = ⌊⟨κt
2m⟩⌋, (4)

其中M t ∈ B2n×2n .

令

C =
2n∑

B t=1

M t, (5)

其中C ∈ B2n×2n ,称矩阵C为概率可控矩阵.

首先给出系统(1)可控的定义.

定定定义义义 2 考虑PBCNs,设初始状态x0∈∆2n和目

的状态xd ∈ ∆2n .

1) 若存在一个自由控制序列{u(0), u(1), · · · ,
u(t− 1)}使P{xd = x(t)|x0 = x(0)} = 1成立,则称
xd是从初始状态x0在t时刻依概率1可控的.

2) t时刻概率1可达集是指从初始状态经时间t依

概率1可达的状态集合,记为Rt(x0). 概率为1的整体
可达集是指从初始状态依概率1可达的状态集合,记
为R(x0).

根据上述定义以及概率可控矩阵可得以下定理.

定定定理理理 1 考虑具有自由控制序列的PBCNs系统
(1),其对应概率可控矩阵C = (Cij),则

1) 目的状态xd = δi2n是从初始状态x0 = δj2n依

概率1可控的当且仅当Cij = 1;

2) 初始状态x0 = δj2n是依概率1可控的当且仅当
Colj(C) = 12n ;

3) 系统(1)依概率1可控当且仅当C = 12n×2n .

证证证 x(t+ 1)的期望值Ex(t+ 1)满足

Ex(t+ 1)= [L1 L2 · · · L2m ]u(t)Ex(t) ∈

{L1, L2, · · · , L2m}Ex(t).

直接计算可得

Ex(1) = [L1 L2 · · · L2m ]u(0)Ex(0) ∈

{L1, L2, · · · , L2m}Ex(0),

Ex(2) = [L1 L2 · · · L2m ]u(1)Ex(1) ∈

{L1, L2, · · · , L2m}Ex(1) ∈

{L1, L2, · · · , L2m}2x(0),

重复上面迭代过程,可得

Ex(t) =

[L1 L2 · · · L2m ]u(t− 1)Ex(t− 1) ∈

{L1, L2, · · · , L2m}tx(0) ∈
{LitLit−1

· · ·Li1 |il ∈ Ξ, l = 1, 2, · · · , t}x(0).

若存在指标{i1, i2, · · · , it}使得x(t)=LitLit−1
×

· · ·Li1x(0)成立,则自由控制序列为

u(0) = δi12m , u(1) = δi22m , · · · , u(t− 1) = δit2m ,

其控制序列使得系统(1)从初始状态x0依概率1可达目
的状态xd. 因此至少存在一种由自由控制序列使系
统(1)从初始状态x0依概率1可达目的状态xd. 同时回
顾运算符⟨·⟩的定义,则可化简得

Ex(t) =
2m∑

∨
it=1

2m∑
∨

it−1=1

· · ·
2m∑

∨
i1=1

LitLit−1
· · ·Li1 =

⟨{L1, L2, · · · , L2m}t⟩x(0) =
⟨κt

2m⟩x(0).

故由floor函数得x(t) = ⌊⟨κt
2m⟩⌋x(0),即得

1 = xT(t)M tx(0).

在系统(1)中必存在一条由初始状态x0在第t步依

概率1可达目的状态xd的路径. 即有

1 = xT(t)
2n∑

B t=1

M tx(0), 1 = xT(t)Cx(0).

故系统(1)中必存在一条由初始状态x0依概率1可
达目的状态xd的路径.

若从初始状态x0 = x(0) = δj2n依概率1可控到
目的状态xd=x(t) = δi2n ,即1=(δi2n)

TC(δj2n). 则存
在自由控制序列{u(0), u(1), · · · , u(t−1)}使P{xd=

x(t)|x0 = x(0)} = 1成立.

同理可证式(2)和式(3)成立. 证毕.

为了考虑集可控性问题,首先引入指标列向量给
定系统(1)的初始指标矩阵和目的指标矩阵.

现给定一个具有n个结点的PBCNs. 状态集表示
为N = {1, 2, · · · , 2n},令s ∈ 2N , s是给定的状态集
合,引入指标列向量V (s) = [(V (s))1 (V (s))2 · · ·
(V (s))2n ] ∈ R2n刻画s的特征,其中

(V (s))i =

{
1, i ∈ s,

0, i ̸∈ s.

PBCNs的初始集族为P 0和目的集族为P d,可表
示为

P 0 = {s01, s02, · · · , s0α} ⊂ 2N ,

P d = {sd1 , sd2 , · · · , sdβ} ⊂ 2N .

由指标列向量将初始集族P 0和目的集族P d定义

为初始指标矩阵J0和目的指标矩阵Jd,即

J0 = [V (s01) V (s02) · · · V (s0α)] ∈ B2n×α,

Jd = [V (sd1) V (sd2) · · · V (sdβ)] ∈ B2n×β. (6)
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由式(5)–(6)定义矩阵,称为概率集可控矩阵. 即

Cs = JT
d ×B C ×B J0 ∈ Bβ×α. (7)

定定定义义义 3 具有初始集族P 0和目的集族P d的系

统(1). 满足

1) 系统(1)由s0j ∈ P 0到sdi ∈ P d依概率1集可控
当且仅当存在x0 ∈ s0j和xd ∈ sdi满足x0到xd依概率1
可控;

2) 系统(1)在s0j ∈ P 0处依概率1集可控当且仅当
对任意的sdi ∈ P d,系统(1)均由s0j到sdi依概率1可控;

3) 系统(1)依概率1集可控当且仅当在任意的s0j ∈
P 0处均依概率1集可控.

根据上述定义以及概率集可控矩阵得以下定理.

定定定理理理 2 具有初始集族P 0和目的集族P d的系

统(1). 其相应的概率集可控矩阵为Cs = (Cs)ij,则

1) 系统(1)由s0j ∈ P 0到sdi ∈ P d依概率1集可控
当且仅当(Cs)ij = 1;

2) 系统(1)在s0j ∈ P 0处依概率1集可控当且仅
当Colj(Cs) = 1β;

3) 系统(1)依概率1集可控当且仅当Cs = 1β×α.

证证证 必要性. 考虑初始指标矩阵J0和目的指标矩

阵Jd. 概率可控矩阵C的定义为

C =


C11 C12 . . . C1×2n

C21 C22 . . . C2×2n

...
...

...
...

C2n×1 C2n×2 . . . C2n×2n

 .

由概率集可控矩阵Cs的定义可知

Cs = JT
d ×B C ×B J0 =
Ca1b1 Ca1b2 . . . Ca1bα

Ca2b1 Ca2b2 . . . Ca2bα

...
...

...
...

Caβb1 Caβb2 . . . Caβbα

 .

因系统(1)满足由初始状态δj2n到目的状态δi2n依概

率1集可控.设初始状态δj2n ∈ s0j , j = 1, 2, · · · , α,目
的状态δi2n ∈ sdi , i = 1, 2, · · · , β,故概率集可控矩阵
Cs是由概率可控矩阵C中选取其相应位置构成,即
为Caibj ,则有(Cs)ij = Caibj . 故由概率集可控矩阵
知, (Cs)ij = Caibj = 1,即证.

充分性. 由概率集可控矩阵Cs知

(Cs)ij =

(JT
d ×B C ×B J0)ij =
2n∑

B α=1

[(JT
d ×B C)iα ∧ (J0)αj] =

2n∑
B α=1

[
2n∑

B β=1

(JT
d )iβ ∧ (C)βα ∧ (J0)αj] =

2n∑
B α=1

2n∑
B β=1

[(Jd)βi ∧ (C)βα ∧ (J0)αj].

由上可知,若(Cs)ij = 1当且仅当存在α, β ∈ {1,
2, · · · , 2n}满足(Jd)βi=(C)βα=(J0)αj= 1. 即存在
δβ2n ∈ sdi和δα2n ∈s0j满足由初始状态δα2n到目的状态δβ2n

依概率1可控.故系统(1)由s0j到sdi依概率1集可控.

同理可证(2)和(3)成立. 证毕.

3.3 输输输入入入PBCNs的的的集集集可可可控控控
在本节中,将系统(1)中的控制看作是满足一定逻

辑规则的逻辑变量,称为输入网络. 如下所示:

u1(t+ 1) = g1(u1(t), · · · , um(t)),

u2(t+ 1) = g2(u1(t), · · · , um(t)),

...

um(t+ 1) = gm(u1(t), · · · , um(t)),

(8)

其中gr : Dm → D, r = 1, 2, · · · ,m是逻辑函数. 令
u(t) = nm

r=1ur(t),对上述采用结构矩阵法,控制规则
可表示为以下代数形式:

u(t+ 1) = Gu(t),

其中G ∈ L2m×2m是网络转移矩阵.

定义

τ t
2m = {

0∏
l=t−1

(LGl)i|i ∈ Ξm},

⟨τ t
2m⟩ =

2m∑
∨

i=1

(
0∏

l=t−1

(LGl)i).

令

N t = ⌊⟨τ t
2m⟩⌋,

其中N t ∈ B2n×2n .

令

D =
2n∑

B t=1

N t, (9)

其中D ∈ B2n×2n ,称为输入概率可控矩阵.

定定定理理理 3 考虑具有输入网络的PBCNs系统(1),
其对应输入概率可控矩阵D = (Dij),则

1) 目的状态xd = δi2n是从初始状态x0 = δj2n依

概率1可控的当且仅当Dij = 1;

2) 初始状态x0 = δj2n是依概率1可控的当且仅当
Colj(D) = 12n ;

3) 系统(1)依概率1可控当且仅当D = 12n×2n .

证证证 设u(0) = δi2m , i = 1, 2, · · · , 2m,则x(t+ 1)

的期望值Ex(t+ 1)满足

Ex(1) =Lu(0)Ex(0) = (L)ix(0),

Ex(2) =Lu(1)Ex(1) = LGu(0)Lu(0)x(0) =

(LG)i(L)ix(0),
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重复上面迭代过程,可得

Ex(t) =Lu(t− 1)Ex(t− 1) =

LGt−1u(0)LGt−2u(0) · · ·x(0) =
(LGt−1)i(LG

t−2)i · · ·x(0) =

(
0∏

l=t−1

(LGl)i)x(0).

因此,可以获得以下方程

x(t) = ⟨τ t
2m⟩x(0).

故由floor函数可得x(t) = ⌊⟨τ t
2m⟩⌋x(0),即可得

1 = xT(t)N tx(0).

在系统(1)中存在由初始状态x0在第t步依概率1
可达目的状态xd的路径,即

1 = xT(t)
2n∑

B t=1

N tx(0),

1 = xTDx(0).

故系统(1)必存在由初始状态x0 = x(0) = δj2n到

目的状态xd=x(t)=δi2n依概率1可控,即1=(δi2n)
T×

D(δj2n). 则存在输入布尔网络u(t+ 1) = Gu(t)使

P{xd = x(t)|x0 = x(0)} = 1成立.

同理可证(2)和(3)成立. 证毕.

根据式(6)和式(9)定义矩阵,称为输入概率集可控
矩阵,即有

Ds = JT
d ×B D ×B J0 ∈ Bβ×α. (10)

定定定理理理 4 具有初始集族P0和目的集族Pd的系统

(1),其输入概率集可控矩阵为Ds = (Ds)ij . 则

1) 系统(1)由s0j ∈ P 0到sdi ∈ P d依概率1集可控
当且仅当(Ds)ij = 1;

2) 系统(1)在s0j ∈ P 0处依概率1集可控当且仅当
Colj(Ds) = 1β;

3) 系统(1)依概率1集可控当且仅当Ds = 1β×α.

由于定理4与定理2证明是类似的,均通过构造相
应的可控矩阵,对系统(1)集可控性进行判定,证明思
路相似,因此定理4的证明略去.

4 算算算例例例分分分析析析

在本节中,使用文献[19]中的例子来验证前面提
出的定理2和定理4.

例例例 1 考虑自由控制序列下PBCNs的集可控性.{
x1(t+ 1) = f1(u(t), x1(t), x2(t)),

x2(t+ 1) = f2(u(t), x1(t), x2(t)),
(11)

其中 {
f1
1 = u(t) ∧ (x1(t) ∧ x2(t)),

f2
1 = u(t) ∧ (x1(t) ∨ x2(t)),

其概率为P(f1 = f1
1 ) = 0.2,P(f1 = f2

1 ) = 0.8.{
f1
2 = x1(t) ↔ x2(t),

f2
2 = x1(t) ∧ x2(t),

其概率为P(f2 = f1
2 ) =0.1,P(f2 = f2

2 )= 0.9. 控制
u(t)是自由控制序列,即u(t)可以从∆2中自由选择.

模型指标矩阵K和对应模型概率为

K =


1 1

1 2

2 1

2 2

,
P1 = 0.2× 0.1 = 0.02,

P2 = 0.2× 0.9 = 0.18,

P3 = 0.8× 0.1 = 0.08,

P4 = 0.8× 0.9 = 0.72.

设x(t) = x1(t)x2(t),则各网络的网络转移矩阵
可按标准程序计算.对于第1个模型,有

x(t+ 1) =

Mc(I2 ⊗Mc)(I8 ⊗Me)(I2 ⊗ Φ2)u(t)x(t) =

δ4[1 4 4 3 3 4 4 3]u(t)x(t) ,
L1u(t)x(t).

其中Mc和Me可由文献[7]得. 同样地, L2, L3, L4可

计算得

L2 = δ4[1 4 4 4 3 4 4 4],

L3 = δ4[1 2 2 3 3 4 4 3],

L4 = δ4[1 2 2 4 3 4 4 4],

则可得

L=
4∑

λ=1

PλLλ=


1 0 0 0 0 0 0 0

0 0.8 0.8 0 0 0 0 0

0 0 0 0.1 1 0 0 0.1

0 0.2 0.2 0.9 0 1 1 0.9

 .

由计算可得t = 2n, t = 1, 2, 3, 4.当t = 1时,

M 1 =


1 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 1 0

 ;

当t = 2, 3, 4时,

M2 = M 3 = M4 =


1 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

 ,
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则可得概率可控矩阵

C =
4∑

t=1

M t =


1 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

1 1 1 0

 .

假设初始集族P 0和目的集族P d为P 0 = {s01 = {δ24}, s02 = {δ34}},

P d = {sd1 = {δ14 , δ44}}.

其相应指标矩阵为

J0 =

[
0 1 0 0

0 0 1 0

]T

, Jd = [1 0 0 1]T.

则可得概率集可控矩阵

Cs = JT
d ×B C ×B J0 = [1 1].

故在自由控制序列下的系统(11)在初始集族P 0和

目的集族P d下集可控.

例例例 2 考虑输入网络控制下PBCNs的集可控性,x1(t+ 1)=f1(u1(t), u2(t), x1(t), x2(t)),

x2(t+ 1)=f2(u1(t), u2(t), x1(t), x2(t)),
(12)

其中 {
f1
1 = u1(t) ∧ (x1(t) → x2(t)),

f2
1 = u1(t) ∧ (x1(t) ∧ x2(t)),

其概率为P(f1 = f1
1 ) = 0.2, P(f1 = f2

1 ) = 0.8.{
f1
2 = u2(t) ↔ (x1(t) ∧ x2(t)),

f2
2 = u2(t) ↔ (x1(t) ↔ x2(t)),

其概率为P(f2 = f1
2 )= 0.1, P(f2 = f2

2 )= 0.9.设控

制是由一控制网络决定的,即{
u1(t+ 1) = ¬u1(t),

u2(t+ 1) = ¬u2(t),

其控制网络u(t) = u1(t)u2(t)可得结构矩阵为G =

δ4[4 3 2 1].

各网络的网络转移矩阵按标准程序计算可得

L1 = δ4[1 4 2 2 2 3 1 1 3 4 4 4 4 3 3 3],

L2 = δ4[1 4 2 1 2 3 1 2 3 4 4 3 4 3 3 4],

L3 = δ4[1 4 4 4 2 3 3 3 3 4 4 4 4 3 3 3],

L4 = δ4[1 4 4 3 2 3 3 4 3 4 4 3 4 3 3 4],

则可得

L =
4∑

λ=1

PλLλ =


1 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0.2 · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 1 1 0.1

0 1 0.8 · · · 0 0 0.9

 .

由计算可得t = 2n, t = 1, 2, 3, 4.当t = 1时,

N 1 =


1 0 0 0

1 0 0 0

1 1 1 0

1 1 1 0

 ;

当t = 2时,

N 2 =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 1 0 0

 ;

当t = 3, 4时,

N 3 = N 4 = 04×4.

则可得输入概率可控矩阵

D =
4∑

t=1

N t =


1 0 0 0

1 0 0 0

1 1 1 0

1 1 1 0

 .

在例1的初始集族P 0和目的集族P d下可得输入概

率集可控矩阵Ds = JT
d ×B D ×B J0 = [1 1].

故在输入网络控制下的系统(12)在初始集族P 0和

目的集族P d下集可控.

5 结结结论论论

本文研究了PBCNs的集可控性问题.基于矩阵半
张量积方法给出PBCNs的代数表示. 基于该代数表
示,借助新的算子构造出概率集可控矩阵和输入概率
集可控矩阵. 利用概率集可控矩阵给出了在自由控制
序列下PBCNs集可控性的充要条件,并根据输入概率
集可控矩阵得到了在网络输入控制下PBCNs集可控
性的充要条件.
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