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随机利率背景下具有多方担保公司债券的定价

林建伟, 李慧敏
(莆田学院数学与金融学院,福建莆田 351100)

摘要:在随机利率背景下,基于公司违约强度的相互依赖性结构刻画因担保而形成的公司违约相互依赖性结构,采

用约化方法,考虑具有多方担保公司债券的定价问题,建立了多方担保公司债券定价的数学模型,获得了定价的显

式表达式,并分析随机利率风险和担保风险.
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Pricing of multi-party guarantee corporate bonds in the context
of stochastic interest rates
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Abstract: Under the background of stochastic interest rates, this paper considers the pricing of the multi-
party guarantee corporate bonds by the reduction method. It models the mutual dependence structure of three
corporate defaults by the default intensity contagion process. Moreover, it establishes the mathematical model
of the multi-party guarantee corporate bond and obtains the corresponding pricing formulae. At last, this paper
analyses the financial significance of the stochastic interest rate risk and the guarantee risk.
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1 引引引 言言言

随着金融市场的迅速发展,担保债券具有信用增级功能,越来越受到投资者的青睐,其发行的规模越来

越大,一定程度上解决了公司融资难的问题,加快了公司的发展.但担保债券因担保极易形成违约连锁反

应,导致担保公司和发行债券公司违约时间的聚集,投资者面临的潜在违约风险将大大增加. 因此如何合

理有效地对担保债券进行定价是金融研究的重要问题之一.公司债券定价的研究方法主要有两种方法: 结

构化方法和约化方法. 本文集中于采用约化方法研究担保公司债券定价问题.约化方法旨在把公司的违约

过程看成是一个外在的过程,利用 Poisson过程的第一次跳来刻画违约事件,相应的违约强度称为公司的

违约强度,即单位时间内公司的违约概率.该方法最早由 Jarrow等[1,2]提出. Lando[3]和 Duffie等[4] 通过复

合 Poisson过程刻画依赖于宏观市场因素的公司违约强度模型,采用约化方法对公司债券进行定价,但模型
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未考虑公司违约时间的聚集现象. Jarrow等[5]在公司违约强度中引入了其他公司违约时间的影响,首次提出

了违约强度传染性模型,刻画了公司违约的聚集现象,进而对具有单向违约依赖关系的公司债券进行定价.

Collin-Dufresne等[6]在 Jarrow等[5]模型的基础上,进一步获得了具有环形违约依赖关系的公司债券定价公

式. 以上文献的研究主要利用约化方法考虑无担保公司债券的定价,而未考虑担保债券定价问题.在担保债

券定价方面,任学敏等[7]利用约化方法,在随机利率背景下对于单方担保公司债券进行定价,但模型未考虑

担保公司和发行债券公司之间的违约相关性. 刘易等[8]在利率为常数假定下,考虑了具有相关性的单方担

保公司债券定价问题,但模型未考虑随机利率的影响.刘红生等[9] 引进第三方增信机构,建立基于第三方增

信的银企博弈模型,讨论了增信成本在银行和企业之间的分担比例,但模型未考虑多方担保增信功能的影

响.林建伟等[10]在 Jarrow等[5]模型基础上,利用约化法建立了具有双向违约依赖关系的担保公司债券数学

模型,通过总的违约构建方法,获得了定价的显式表达式,但模型也未考虑随机利率风险的影响和多方担保

情形. 夏鑫等[11]利用约化方法,在随机利率背景下,运用单向指数衰减违约传染模型研究了单方担保债券的

定价问题,但模型仅获得了定价的积分表达式,且也未考虑多方担保债券定价问题.但事实上,金融市场上

公司债券,特别是中小微公司发行的债券,由于其公司规模小,资金紧缺,单方担保为其担保获得的信用增

级还不足以吸引投资者,特别是对于银行机构来说,单方担保还不足以增强银行对于中小微企业到期还本

付息的信心,需要多方合力为其发行债券提供担保,传递其具有到期还款能力,增强银行对于中小微企业贷

款的信心,解决中小微企业融资难的问题.

本文拟通过随机利率和多方担保两个重要特征分别刻画宏观市场因素对于定价的影响和违约的聚集

现象,基于违约强度传染性模型[5]刻画因多方担保而形成的公司违约相互依赖性,采用随机分析的理论和约

化法,在随机利率背景下,建立具有多方担保公司债券的数学模型,获得定价的显式表达式,并基于数值计

算,分析随机利率风险和因多方担保所可能引发的违约传染性风险对定价的影响.

2 多多多方方方担担担保保保公公公司司司债债债券券券定定定价价价

2.1 基基基本本本假假假定定定

1) 完备的概率测度空间(Ω,F , {Ft}06t6T , Q)表示[0, T ]时间段上所有的信息流, 其中 FT = F , Q

为 Harrison等[12]意义下等价鞅测度.在此概率测度空间上, 让随机利率 r 表示唯一的宏观经济因素过程,

Fr,t = σ(rs : s 6 t)表示相应产生的自然流. 令 τi 表示随机利率 r 背景下公司 i的违约时间, i = 1, 2, 3;

Ni,t = I{τi6t}表示公司 i 的违约过程, 并独立于随机利率过程 r, Fi,t = σ(Ni,t :s 6 t) 表示相应产生的

自然流, Ft = Fr,t ∨ F1,t ∨ F2,t ∨ F3,t 表示[0, t]时段内市场产生的所有信息. 假设 τi 具有非负, Ft 可测

的违约强度过程 λi,t, 且其满足对任意 t > 0, 在等价鞅测度 Q下, EQ[
r t

0
λi,sds] < +∞ 和相应的补偿过

程Mi,t = Ni,t −
r t∧τi

0
λi,sds是一个 Ft可测鞅.

2)在等价鞅测度 Q下,随机利率 r服从如下 CIR模型

drt = α(θ − rt)dt+ σ
√
rtdWt, (1)

其中 α, θ, σ为常数,且满足 2αθ > σ2, {Wt}t>0为标准的 Brown运动.

3)担保条款规定: 公司 1发行了零息票债券,到期日为 T ,到期面值为 1元. 在债券期限[0, T ]内,公司 2

和公司 3为公司 1发行的债券联合提供担保,即规定公司 1在债券期限内一旦宣布违约,若公司 2和公司 3,

至少有一家公司还没有宣布违约,则公司 1债券的损失将由公司 2和公司 3共同承担;否则公司 1债券按

照面值回收,只能在到期日得到 R元, 0 < R < 1表示公司 1债券的回收率.

4)违约强度模型–违约传染性模型[5] 
λ1,t = a1

λ2,t = a2 + b2I{τ16t}

λ3,t = a3 + b3I{τ16t}.

(2)
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违约强度模型(2)描述了公司 1,公司 2和公司 3之间因债券存在担保关系而形成了违约相互依赖性结

构,由此刻画了公司违约的聚集现象.这里 a1, a2, a3 为正常数,分别表示公司 1,公司 2和公司 3自身对公

司违约的影响因子; b2, b3为正常数,且 b2 + b3 < a1
1,表示因公司 2和公司 3为公司 1发行债券提供担保而

导致的违约传染因子,即公司 1一旦宣布违约,若公司2还没有违约,因公司 2为公司 1债券提供担保,其违

约强度将发生跳跃,从 a2增大到 a2 + b2,同理若公司 3还没有违约,其违约强度将从 a3增大到 a3 + b3.

5)两家公司同时发生违约的概率为零.

基于基本假定 1)∼假定 5),在随机利率背景下具有多方担保公司债券定价的数学模型为

P (t, T ) = EQ
[
e−

r T
t

rsds
(
I{τ1>T} + I{τ16T}I{τ1<max{τ2,τ3}} +RI{τ16T}I{τ1>max{τ2,τ3}}

)
|Ft

]
, t ∈ [0, T ],

(3)

其中 P (t, T )表示公司 1发行的多方担保债券价格,等式(3)右边第一项表示若公司 1在债券期限内没有宣

布违约,则多方担保债券持有人将在到期日 T 时刻获得 1元;第二项表示虽然公司 1在债券期限内已经宣

布违约,但是在公司 1宣布违约之后,公司 2或公司 3至少有一家公司还没有宣布违约,此时根据债券具有

担保特征,债券持有人仍将在到期日 T 时刻获得 1元;第三项表示若公司 1在债券期限内已经宣布违约,且

在公司 1宣布违约之前,公司 2和公司 3都已经发生违约,则债券持有者只能在到期日 T 时刻按照面值回

收获得 R元.

基于多方担保公司债券定价模型(3),考虑到随机利率 r 与违约时间 τi 独立, i = 1, 2, 3,可知求解多方

担保债券价格 P (t, T )的关键在于求解(τ1, τ2, τ3)联合违约概率密度.

引引引理理理 1 任意给定正数 a1, a2, a3, b2, b3,并满足 b2 + b3 < a1条件,公司 1,公司 2和公司 3相应的违约

时间 τ1, τ2和 τ3联合违约概率密度为

f(t1, t2, t3) =



a1(a2 + b2)(a3 + b3)e
−(a1−b2−b3)t1−(a2+b2)t2−(a3+b3)t3 , t1 6 min {t2, t3}

a1a2a3e
−a1t1−a2t2−a3t3 , t1 > max {t2, t3}

a1a2(a3 + b3)e
−(a1−b3)t1−a2t2−(a3+b3)t3 , t2 6 t1 6 t3

a1a3(a2 + b2)e
−(a1−b2)t1−(a2+b2)t2−a3t3 , t3 6 t1 6 t2.

(4)

详细的证明过程见附录.

利用(τ1, τ2, τ3)联合概率密度表达式(4), 结合文献[13]关于随机贴现因子 EQ
[
e−

r T
t

rsds|Ft

]
的结果,可

求得多方担保债券价格P (t, T )的表达式.

定定定理理理 1 多方担保债券价格P (t, T )解的表达式为

P (t, T ) =A(t, T )e−B(t,T )rt

(
1− (1−R)

(
I{τ16t,τ1>max{τ2,τ3}} +

I{τ1>t,max{τ2,τ3}<t}

(
1− e−a1(T−t)

)
+

I{τ1>t,τ2>t,τ36t}

(
a1e

−(a1+a2)(T−t) + a2

a1 + a2

− e−a1(T−t)

)
+

I{τ1>t,τ3>t,τ26t}

(
a1e

−(a1+a3)(T−t) + a3

a1 + a3

− e−a1(T−t)

)
+

I{τ1>t,τ2>t,τ3>t}

(
1 +

a1(1− e−(a1+a2+a3)(T−t))

a1 + a2 + a3

− e−a1(T−t)−

a1e
a3t(1− e−(a1+a2)(T−t))

a1 + a2

− a1e
a2t(1− e−(a1+a3)(T−t))

a1 + a3

)))
, t ∈ [0, T ]. (5)

1该参数条件体现了由公司 1所有债务引起的违约因子大于仅由于公司 1发行的多方担保债券损失引起的违约传染因子总和.
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特别当 t = 0时,债券的发行价格为

P (0, T ) =A(0, T )e−B(0,T )r0

(
1− (1−R)

((
1− e−a1T +

a1(1− e−(a1+a2+a3)T )

a1 + a2 + a3

−

a1(1− e−(a1+a2)T )

a1 + a2

− a1(1− e−(a1+a3)T )

a1 + a3

)))
, (6)

其中 A(t, T ) =

(
2γe(α+γ)(T−t)/2

(γ + α)(eγ(T−t) − 1) + 2γ

) 2αθ
σ2

, B(t, T ) =
2(eγ(T−t) − 1)

(γ + α)(eγ(T−t) − 1) + 2γ
, γ =

√
α2 + 2σ2.

定理 1详细的证明过程见附录2.

为了讨论多方担保价值金融意义的需要,也给出相应无担保公司债券定价模型和定价公式.

无担保债券定价 由于公司 2和公司 3未为公司 1发行的债券提供担保,违约强度之间不存在相互依

赖性,因此公司 1,公司 2,公司 3三者的违约强度

λ̄1,t = a1, λ̄2,t = a2, λ̄3,t = a3,

无担保公司债券定价数学模型为

P̄ (t, T ) = EQ
[
e−

r T
t

rsds
(
I{τ̄1>T} +RI{τ̄16T}

)
|F̄t

]
,

其中 F̄t 表示由随机利率 r 和无担保时公司 1,公司 2,公司 3的违约时间 τ̄1, τ̄2, τ̄3 在[0, t]时间段内生成的

市场所有信息,具体构造如同 2.1节中 Ft的构造.

经过计算,可得无担保公司债券定价公式

P̄ (t, T ) = A(t, T )e−B(t,T )rt
(
1− (1−R)

(
I{τ̄16t} + I{τ̄1>t}

(
1− e−a1(T−t)

)))
,

特别当 t = 0时,

P̄ (0, T ) = A(0, T )e−B(0,T )r0
(
1− (1−R)

(
1− e−a1T

))
. (7)

3 金金金融融融意意意义义义分分分析析析

3.1 信信信用用用利利利差差差

多方担保的价值体现在发行债券的信用增级方面. 令 δ, δ̄ 分别表示多方担保债券和无担保债券相应的

信用利差,通过关系式 P (0, T ) = EQ[e−
r T
0

(rs+δ)ds|Ft]和 P̄ (0, T ) = EQ[e−
r T
0

(rs+δ̄)ds|F̄t],可得多方担保为

公司债券提供的信用增级表达式

δ̄ − δ =
1

T
ln(P (0, T )/P̄ (0, T )). (8)

特别当P (0, T ) > P̄ (0, T ),即 δ̄ > δ,表明多方担保提高了公司债券的信用等级,增强了市场投资者对

发行债券的青睐程度,提高了公司债券的发行价格,从而降低了公司的融资成本,解决了公司(特别是中小微

公司)融资难的问题.

3.2 担担担保保保公公公司司司违违违约约约概概概率率率

多方担保所可能产生的负面影响主要体现在担保公司面临的违约风险方面.

当公司 2和公司 3没有为公司 1发行的债券提供担保时,基于无担保公司违约强度,计算可得,公司 2

和公司 3在债券到期日之前都发生违约概率

Pr(τ̄2 < T, τ̄3 < T ) = 1− e−a2T − e−a3T + e−(a2+a3)T . (9)

2从多方担保债券价格表达式(5),发现债券价格不依赖于违约传染因子 b2, b3. 事实上,违约传染因子 b2, b3 只在公司 1宣布违约之后产生
影响,此时债券合约已经终止,因此 b2, b3 不对债券的价格产生影响.但此时若公司 2或公司 3未违约,则将对公司 2或公司 3的违约概率产
生影响,增大公司 2或公司3的违约风险.
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当公司 2和公司 3为公司 1发行的债券提供担保时,

1)公司1在债券到期日之前可能发生违约情形下,利用(τ1, τ2, τ3)联合密度公式(4),可得担保公司 2和

担保公司 3在 T 时刻之前都发生违约概率

Pr(τ2 < T, τ3 < T ) = 1− a1e
−b2T − b2e

−a1T

a1 − b2
e−a2T − a1e

−b3T − b3e
−a1T

a1 − b3
e−a3T +

a1e
−(b2+b3)T − (b2 + b3)e

−a1T

a1 − b2 − b3
e−(a2+a3)T . (10)

2)公司 1在债券到期日之前肯定发生违约情形下,基于式(4),可得担保公司 2和担保公司 3在 T 时刻

之前都发生违约概率

Pr(τ2 < T, τ3 < T |τ1 < T ) = 1− a1

a1 − b3

e−b3T − e−a1T

1− e−a1T
e−a3T − a1

a1 − b2

e−b2T − e−a1T

1− e−a1T
e−a2T +

a1

a1 − b2 − b3

e−(b2+b3)T − e−a1T

1− e−a1T
e−(a2+a3)T . (11)

根据存在担保时和无担保时公司 1, 公司 2 和公司 3 的违约强度, 发现违约强度 λ1,t = λ̄1,t, λ2,t >
λ̄2,t, λ3,t > λ̄3,t,由此可知 Pr(τ̄2 < T, τ̄3 < T ) 6 Pr(τ2 < T, τ3 < T ) 6 Pr(τ2 < T, τ3 < T |τ1 < T ). 此不等

式暗示了多方担保一方面能为公司所发行的债券信用增级,但另一方面,将引发违约风险的传染,特别在发

行债券的公司在到期日之前肯定发生违约情况下,担保公司全部发生违约的可能性将大大增加,造成违约

的聚集现象.

4 数数数值值值结结结果果果分分分析析析

基于多方担保和无担保公司债券的定价结果,信用利差以及担保公司的违约概率表达式,考察随机利

率风险和多方担保所可能引发的违约传染风险对公司债券定价的影响. 基本参数设定为 a1 = 0.3, a2 =

0.1, a3 = 0.15, b2 = 0.05, b3 = 0.1, α = 0.5, θ = 0.1, σ = 0.2, r0 = 0.05, R = 0.5, T = 5. 为了方便阐述,

让 P ∗ = P (0, T ) − P̄ (0, T )表示担保价值, δ∗ = δ̄ − δ 表示信用利差, Q = Pr(τ̄2 < T, τ̄3 < T )表示无担保

时公司 2和公司 3在到期日 T 之前都发生违约的概率, Q1 = Pr(τ2 < T, τ3 < T ), Q2 = Pr(τ2 < T, τ3 <

T |τ1 < T )分别表示存在担保关系时公司 2和公司 3在 T 之前都发生违约的概率和条件违约概率.

担保价值 P ∗关于 r0和 σ的变化关系分别如图 1和图 2所示.
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图 1 担保价值 P ∗ 关于 r0 的变化关系

Fig. 1 The guarantee value P ∗ with varying r0
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图 2 担保价值 P ∗ 关于 σ的变化关系

Fig. 2 The guarantee value P ∗ with varying σ

图 1和图 2表明,担保价值恒大于零,关于担保公司 2的自身违约因子 a2和初始市场利率 r0单调递减,

但关于市场的波动率 σ单调递增.该数值结果说明: 1)相比于担保情形,多方担保条款提高了公司债券对投

资者的青睐程度,提高了公司债券的发行价格; 2)信用等级越高的担保公司为债券提供担保所体现的担保
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价值越高,相应的担保债券对市场投资的吸引度更高; 3)当市场经济环境越差,市场环境越动荡,多方担保

所体现的担保价值越大.

担保价值 P ∗关于 a1的变化关系见图 3,信用利差 δ∗关于 a1的变化关系见图 4.
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图 3 担保价值 P ∗ 关于 a1 的变化关系

Fig. 3 The guarantee value P ∗ with varying a1
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图 4 信用利差 δ∗ 关于 a1 的变化关系

Fig. 4 The credit spread δ∗ with varying a1

从图 3和图 4发现,担保价值和信用利差关于被担保公司1的自身违约强度 a1单调递增.其金融意义为

相比于无担保情形,当被担保公司的信用等级越低,多方担保对被担保公司债券的信用增级越多,公司债券

对市场投资者青睐度增加越多,所体现的担保价值越大.

违约概率 Q1和条件违约概率 Q2关于 b2的变化关系分别如图 5和图 6所示.
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图 5 违约概率 Q1 关于 b2 的变化关系

Fig. 5 The default probability Q1 with varying b2
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图 6 条件违约概率Q2 关于 b2 的变化关系

Fig. 6 The conditional default probability Q2 with varying b2

图 5表明,相比于无担保情形,担保公司 2和担保公司 3在到期日 T 之前都发生违约的概率更大,且违

约概率关于公司 2自身的违约因子 a2 和传染因子 b2 单调递增.其金融意义为:相比于无担保情形,当在债

券合约到期日 T 之前,若公司 1违约,由于公司 2和公司 3为公司 1发行的债券提供担保,公司 2和公司 3

的违约强度将发生跳跃,分别增加 b2和 b3,因此增大了公司 2和公司 3在到期日 T 之前都发生违约的概率,

且增大幅度随着 b2 增大而增大,特别当 b2 = 0.15时,违约概率增大达约 0.17. 从图 6进一步看出,当被担

保公司 1在到期日 T 之前肯定发生违约条件下,公司 2和公司3因为担保而导致面临的传染风险进一步增

大,违约概率增大的幅度更大,当 b2 = 0.15时,相应条件违约概率增大达约 0.23. 这也暗示了多方担保一方

面具有信用增级功能,但另一方面也将导致违约的巨大传染,增大担保公司的违约可能性,引发违约的聚集

现象.

5 结结结束束束语语语

本文采用约化方法和随机分析理论,在随机利率背景下,基于违约强度的传染性模型,建立了具有多方
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担保公司债券定价的数学模型,获得了多方担保公司债券解的显式表达式. 相比于无担保情形下公司债券

的定价模型,通过担保价值、信用利差、违约概率以及条件违约概率对随机利率风险和由于多方担保所隐含

的传染性风险进行金融意义分析.
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附 录

引理 1的的的证证证明明明 基于(τ1, τ2, τ3)的违约强度模型(2),考虑(τ1, τ2, τ3)联合概率分布如下:

1)当 0 < t1 6 min{t2, t3}时,若 t2 6 t3,则 0 < t1 6 t2 6 t3,

Pr(τ1 6 t1, τ2 6 t2, τ3 6 t3) = E
[
I{τ16t1}I{τ26t2}I{τ36t3}

]
= E

[
I{τ16t1}E[I{τ26t2}I{τ36t3}|τ1]

]
.

条件期望 E
[
I{τ26t2}I{τ36t3}|τ1

]
=

w t2

0
λ2,ue

−
r u
0

λ2,ūdūdu
w t3

0
λ3,ve

−
r v
0

λ3,v̄dv̄dv.

由于 τ1 6 t1, t1 6 t2,可知 τ1 6 t2,因此w t2

0
λ2,ue

−
r u
0

λ2,ūdūdu =
w τ1

0
λ2,ue

−
r u
0

λ2,ūdūdu+
w t2

τ1
λ2,ue

−
r u
0

λ2,ūdūdu

=
w τ1

0
(a2 + b2I{τ16u})e

−a2u−b2
r u
0

I{τ16ū}dūdu+

w t2

τ1
(a2 + b2I{τ16u})e

−a2u−b2
r u
0

I{τ16ū}dūdu

=
w τ1

0
a2e

−a2udu+
w t2

τ1
(a2 + b2)e

−a2u−b2(u−τ1)du = 1− eb2τ1−(a2+b2)t2 .
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由于 τ1 6 t1, t1 6 t3,可知 τ1 6 t3,同理可求得
w t3

0
λ3,ve

−
r v
0

λ3,v̄dv̄dv = 1− eb3τ1−(a3+b3)t3 .

综上, E
[
I{τ26t2}I{τ36t3}|τ1

]
=
(
1− eb2τ1−(a2+b2)t2

)(
1− eb3τ1−(a3+b3)t3

)
,由此得到

E
[
I{τ16t1}E[I{τ26t2}I{τ36t3}|τ1]

]
=

w t1

0
a1e

−a1s
(
1− eb2s−(a2+b2)t2

)(
1− eb3s−(a3+b3)t3

)
ds

= a1

(
1

a1
(1− e−a1t1) +

1

b2 − a1
(1− e(b2−a1)t1)e−(a2+b2)t2+

1

b3 − a1
(1− e(b3−a1)t1)e−(a3+b3)t3 − 1

b2 + b3 − a1
(1− e(b2+b3−a1)t1)e−(a2+b2)t2−(a3+b3)t3

)
.

上式两端关于 t1, t2, t3 求一阶偏导数,可得当 0 < t1 6 t2 6 t3 时,

f(t1, t2, t3) = a1(a2 + b2)(a3 + b3)e
−(a1−b2−b3)t1−(a2+b2)t2−(a3+b3)t3 .

若 t3 6 t2,则 0 < t1 6 t3 6 t2 时,同理可得

f(t1, t2, t3) = a1(a2 + b2)(a3 + b3)e
−(a1−b2−b3)t1−(a2+b2)t2−(a3+b3)t3 .

2)当 t1 > max{t2, t3} > 0时,若 t2 > t3,则 0 < t3 6 t2 6 t1 时,

Pr(τ1 > t1, τ2 > t2, τ3 > t3) = E
[
I{τ1>t1}I{τ2>t2}I{τ3>t3}

]
= E

[
I{τ1>t1}E[I{τ2>t2}I{τ3>t3}|τ1]

]
.

计算条件期望 E
[
I{τ2>t2}I{τ3>t3}|τ1

]
.

E
[
I{τ2>t2}I{τ3>t3}|τ1

]
=

w ∞

t2
λ2,ue

−
r u
0

λ2,ūdūdu
w ∞

t3
λ3,ve

−
r v
0

λ3,v̄dv̄dv.

由于 τ1 > t1, t1 > t2,可知 τ1 > t2,因此w ∞

t2
λ2,ue

−
r u
0

λ2,ūdūdu =
w τ1

t2
λ2,ue

−
r u
0

λ2,ūdūdu+
w ∞

τ1
λ2,ue

−
r u
0

λ2,ūdūdu

=
w τ1

t2
(a2 + b2I{τ16u})e

−a2u−b2
r u
0

I{τ16ū}dūdu+

w ∞

τ1
(a2 + b2I{τ16u})e

−a2u−b2
r u
0

I{τ16ū}dūdu

=
w τ1

t2
a2e

−a2udu+
w ∞

τ1
(a2 + b2)e

−a2u−b2(u−τ1)du = e−a2t2 .

由于 τ1 > t1, t1 > t3,可知 τ1 > t3,同理可得
w ∞

t3
λ3,ve

−
r v
0

λ3,v̄dv̄dv = e−a3t3 .

综上, E
[
I{τ2>t2}I{τ3>t3}|τ1

]
= e−a2t2−a3t3 ,由此可得

E
[
I{τ1>t1}E[I{τ2>t2}I{τ3>t3}|τ1]

]
=

w t1

0
a1e

−a1se−a2t2−a3t3ds = e−a1t1−a2t2−a3t3 .

上式两端关于 t1, t2, t3 求一阶偏导数,可得当 t1 > t2 > t3 > 0时, f(t1, t2, t3) = a1a2a3e
−a1t1−a2t2−a3t3 .

同理,若 t3 > t2,当 t1 > t3 > t2 > 0时,可得f(t1, t2, t3) = a1a2a3e
−a1t1−a2t2−a3t3 .

3)当 0 < t2 6 t1 6 t3 时,

Pr(τ1 > t1, τ2 > t2, τ3 6 t3) = E
[
I{τ1>t1}I{τ2>t2}I{τ36t3}

]
= E

[
I{t16τ1<t3}I{τ2>t2}I{τ36t3}

]
+ E

[
I{τ1>t3}I{τ2>t2}I{τ36t3}

]
= E

[
I{t16τ1<t3}E[I{τ2>t2}I{τ36t3}|τ1]

]
+ E

[
I{τ1>t3}E[I{τ2>t2}I{τ36t3}|τ1]

]
.

当 t1 6 τ1 < t3, t2 6 t1 6 t3,可知 t2 6 τ1 < t3,计算可得

E
[
I{t16τ1<t3}E

[
I{τ2>t2}I{τ36t3}|τ1

]]
= e−a1t1−a2t2 − e−a2t2−a1t3−

a1
a1 − b3

[
e−(a1−b3)t1−a2t2−(a3+b3)t3 − e−a2t2−(a1+a3)t3

]
.

当 τ1 > t3, t2 6 t1 6 t3,可知 t2 6 t3 6 τ1,可得 E
[
I{τ1>t3}E[I{τ2>t2}I{τ36t3}|τ1]

]
= e−a2t2−a1t3−e−a2t2−(a1+a3)t3 .

综上,

E
[
I{τ1>t1}I{τ2>t2}I{τ36t3}

]
= e−a1t1−a2t2 − e−a2t2−(a1+a3)t3−
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a1
a1 − b3

[
e−(a1−b3)t1−a2t2−(a3+b3)t3 − e−a2t2−(a1+a3)t3

]
,

上式两端关于 t1, t2, t3 求一阶偏导数,可得 f(t1, t2, t3) = a1a2(a3 + b3)e
−(a1−b3)t1−a2t2−(a3+b3)t3 .

4)同理,当 0 < t2 6 t1 6 t3 时,可得 f(t1, t2, t3) = a1a3(a2 + b2)e
−(a1−b2)t1−(a2+b2)t2−a3t3 . 证毕.

定理 1的的的证证证明明明

由具有多方担保公司债券定价的数学模型(3),有

P (t, T ) = EQ

[
e
−

w T

t
rsds (

I{τ1>T} + I{τ16T}I{τ1<max{τ2,τ3}} +RI{τ16T}I{τ1>max{τ2,τ3}}
)
|Ft

]

= EQ
[
e−

r T
t

rsds|Ft

]
− (1−R)EQ

[
e−

r T
t

rsds|Ft

]
EQ
[
I{τ16T}I{τ1>max{τ2,τ3}}|Ft

]
.

根据文献[13]中关于随机贴现因子 EQ[e−
r T
t

rsds|Ft]的结果,可知

EQ[e−
r T
t

rsds|Ft] = A(t, T )e−B(t,T )rt ,

其中 A(t, T ) =

(
2γe(α+γ)(T−t)/2

(γ + α)(eγ(T−t) − 1) + 2γ

)2αθ

σ2

, B(t, T ) =
2(eγ(T−t) − 1)

(γ + α)(eγ(T−t) − 1) + 2γ
, γ =

√
α2 + 2σ2.

下面求解 EQ
[
I{τ16T}I{τ1>max{τ2,τ3}}|Ft

]
的表达式.

EQ
[
I{τ16T}I{τ1>max{τ2,τ3}}|Ft

]
= EQ

[
I{τ16T}I{τ1>τ2>τ3}|Ft

]
+ EQ

[
I{τ16T}I{τ1>τ3>τ2}|Ft

]
.

EQ
[
I{τ16T}I{τ1>τ2>τ3}|Ft

]
= EQ

[(
I{τ16t} + I{τ26t<τ1} + I{τ36t<τ2} + I{τ3>t}

)
I{τ16T}I{τ1>τ2>τ3}|Ft

]
= I{τ16t}I{τ1>τ2>τ3} + EQ

[
I{t<τ16T,0<τ3<τ26t}+

I{τ16T,t<τ2<τ1,0<τ36t} + I{T>τ1>τ2>τ3>t}|Ft

= I{τ16t}I{τ1>τ2>τ3} + I{τ1>t,τ26t,τ3<t}
Pr(t < τ1 6 T, 0 < τ3 < τ2 6 t)

Pr(τ1 > t, τ2 6 t, τ3 < t)
+

I{τ1>t,τ2>t,τ36t}
Pr(τ1 6 T, t < τ2 < τ1, 0 < τ3 6 t)

Pr(τ1 > t, τ2 > t, τ3 6 t)
+

I{τ1>t,τ2>t,τ3>t}
Pr(T > τ1 > τ2 > τ3 > t)

Pr(τ1 > t, τ2 > t, τ3 > t)
. (A1)

同理可得

EQ
[
I{τ16T}I{τ1>τ3>τ2}|Ft

]
= I{τ16t}I{τ1>τ3>τ2} + I{τ1>t,τ2<t,τ36t}

Pr(t < τ1 6 T, 0 < τ2 < τ3 6 t)

Pr(τ1 > t, τ2 < t, τ3 6 t)
+

I{τ1>t,τ3>t,τ26t}
Pr(τ1 6 T, t < τ3 < τ1, 0 < τ2 6 t)

Pr(τ1 > t, τ3 > t, τ2 6 t)
+ I{τ1>t,τ2>t,τ3>t}

Pr(T > τ1 > τ3 > τ2 > t)

Pr(τ1 > t, τ2 > t, τ3 > t)
. (A2)

由式(A1)和式(A2),可得

EQ
[
I{τ16T}I{τ1>max{τ2,τ3}}|Ft

]
= I{τ16t}I{τ1>max{τ2,τ3}}+

I{τ1>t,max{τ2,τ3}6t}
Pr(t < τ1 6 T, 0 < τ2 < τ3 6 t) + Pr(t < τ1 6 T, 0 < τ3 < τ2 6 t)

Pr(τ1 > t, τ2 < t, τ3 < t)
+

I{τ1>t,τ2>t,τ36t}
Pr(τ1 6 T, t < τ2 < τ1, 0 < τ3 6 t)

Pr(τ1 > t, τ2 > t, τ3 6 t)
+

I{τ1>t,τ3>t,τ26t}
Pr(τ1 6 T, t < τ3 < τ1, 0 < τ2 6 t)

Pr(τ1 > t, τ3 > t, τ2 6 t)
+

I{τ1>t,τ2>t,τ3>t}
Pr(T > τ1 > τ2 > τ3 > t) + Pr(T > τ1 > τ3 > τ2 > t)

Pr(τ1 > t, τ2 > t, τ3 > t)
.

由 τ1, τ2, τ3 联合违约概率密度表达式(4),计算可得

Pr(t < τ1 6 T, 0 < τ2 < τ3 6 t) + Pr(t < τ1 6 T, 0 < τ3 < τ2 6 t)

Pr(τ1 > t, τ2 < t, τ3 < t)
=
(
1− e−a1(T−t)

)
,
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Pr(τ1 6 T, t < τ2 < τ1, 0 < τ3 6 t)

Pr(τ1 > t, τ2 > t, τ3 6 t)
=

a1
a1 + a2

e−(a1+a2)(T−t) − e−a1(T−t) +
a2

a1 + a2
,

Pr(τ1 6 T, t < τ3 < τ1, 0 < τ2 6 t)

Pr(τ1 > t, τ3 > t, τ2 6 t)
=

a1
a1 + a3

e−(a1+a3)(T−t) − e−a1(T−t) +
a3

a1 + a3
,

Pr(T > τ1 > τ2 > τ3 > t) + Pr(T > τ1 > τ3 > τ2 > t)

Pr(τ1 > t, τ2 > t, τ3 > t)
=

2a1 + a2 + a3
a1 + a2 + a3

− a1
a1 + a2 + a3

e−(a1+a2+a3)(T−t)−

e−a1(T−t) − a1
a1 + a2

[
1− e−(a1+a2)(T−t)

]
ea3t − a1

a1 + a3

[
1− e−(a1+a3)(T−t)

]
ea2t.

综上,可求得多方担保债券价格 P (t, T )解的显式表达式(5). 证毕.

********************************************************************************************
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