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基于鲁棒优化的新增设施选址策略研究
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摘要:在需求无概率分布的条件下,将区间数据作为需求上下界,以所有设施中最大负荷量最小化为目标,基于鲁

棒优化方法,采用最小最大后悔准则,在就近服务假设下建立新增设施选址优化模型. 基于最坏情景分析,证明了

最坏情景具有特殊的结构特征,设计了使最大负荷量的最大后悔值最小的求解算法. 研究结果克服了求解时间复

杂度会随需求点数量的增加而呈指数增长的缺点,把已有的时间复杂度为指数的求解算法改进到多项式时间求解.

算例分析结果进一步表明本文算法更适合大规模网络上的新增设施选址问题.
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Study on location strategy of new facilities based on robust optimization

Luo Taibo1, Zhao Yang1 , Yu Jiangxia1∗ , Li Hongmei2

(1. School of Economics and Management, Xidian University, Xi’an 710126, China;
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Abstract: Under the condition that the demand has no probability distribution, interval data is taken as the
upper and lower bounds of the demand, aiming at minimizing the maximum load in all facilities. Based on the
robust optimization method, the minimum-maximum regret criterion is adopted to establish the optimization
model of new facility location under the nearby service hypothesis. Based on worst-case scenario analysis,
it is proved that the worst-case scenario has special structural characteristics, and an algorithm is designed
to minimize the maximum regret value of the maximum load. The result overcomes the shortcoming that
the solution time complexity will increase exponentially with the increase of the number of demand points,
and improves the existing solution algorithm with exponential time complexity to polynomial time solution
example analysis results further show that the algorithm proposed in this paper is more suitable for the new
facility location problem on large-scale network.
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1 引引引 言言言

城市人口规模的不断扩大致使许多相关设施长期处于高负荷运转状态. 由于城市规划和建筑容量限制
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等原因, 通过对现有设施进行扩建或改造的方法已很难彻底改变高负荷的运行状态, 只能通过增加新设施

的方式来分担和均衡各个服务点的负荷量. 由于新增设施的选址将直接影响需求点人流的去向, 进而改变

系统中各个设施的负荷量, 因此在考虑新增设施的选址问题时须考虑已有设施的影响. 此外, 由于城市布局

和人口的不断变化, 很难准确获得各个需求点的需求量, 甚至无法估计出有效的需求概率分布, 只能确定其

变化范围. 在这种情形下, 如何为新增设施进行优化选址, 从而最小化所有设施的最大负荷量, 成为了急需

解决的问题. 本文将采用鲁棒优化的方法研究需求量为区间值的新增设施选址问题, 在最小最大负荷量的

目标下, 设计基于最小最大后悔准则的选址方案.

根据是否考虑已有设施的影响, 设施的选址模型可划分为两种类型: 一类是传统的设施选址模型, 指在

为新设施选址时不需要考虑旧设施的影响, 或默认系统中不存在旧设施; 另一类是新增设施选址模型, 指在

选址时需要考虑旧设施对新增设施的影响. 传统设施选址模型主要包括中心选址模型, 中值选址模型和覆

盖选址模型. 当信息确定时, 相关研究主要以设计对应的求解策略来使得目标值最优. 当信息不确定性时,

一部分研究采用概率分布的方法寻求期望意义下的最优, 另一部分则建立相对应的鲁棒优化选址模型.

传统设施选址研究中, 最早将最小最大后准则运用于选址研究的是 Kouvelis 等[1], 针对树图上的 1–中

值选址问题, 设计了时间复杂度(O(n4))的多项式算法. 接着, Averbakh 等[2,3]进一步提出了时间复杂度

为 O(n2)和 O
(
n log2 n

)
的求解算法. 与此同时, Averbakh 等[2]把单点选址的中值问题从树图上扩展到一般

图上, 设计了时间计算复杂度为 O(mn2 log n) 的求解算法. 而后, Yu 等[4]进一步把树网图中的 1–中值选址

问题的时间复杂度O
(
n log2 n

)
改进到O(n log n), 把一般网络图上 1–中值问题的复杂度由O(mn2 logn)改

进到 O(mn2 + n3 log n). Brodal 等[5]运用不同的方法同样得到了树图上 1–中值选址问题时间复杂度

为 O(n log n)的求解算法. 针对中心选址问题, Averbakh 等[6]通过在辅助网络图上的等价变换, 把权重为

区间值的 p−中心选址问题转换为 n + 1 个确定权重的 p−中心选址问题, 进而设计了时间计算复杂度

为 O(mn2 log n) 的求解算法. 当考虑树图时, Averbakh 等[7]则提出时间复杂度为 O(n2)的求解算法. 后来,

Yu 等[4]将一般网络图上1–中心选择问题的时间复杂度降低为 O(mn logn), 将树图上 1-中心选址问题的

复杂度改进为 O
(
n log2 n

)
. 针对覆盖问题, Berman 等[8]在满足相关条件下, 把逐次覆盖问题等价为求解基

于鲁棒优化下中值选址问题, 进而设计了时间复杂度为 O(n4l2)的多项式算法. Baldomero-Naranjo 等[9]考

虑了边长为区间值的最大覆盖问题, 设计了两个多项式时间复杂度的算法来求解单个设施的最大覆盖

选址问题. 针对组合目标, 最近 Li 等[10]则考虑了中心和中值组合目标下的选址模型, 设计了时间复杂度

为 O(n3 log n)的求解算法. 此外, 近年来产生了一批基于新应用背景的鲁棒优化选址研究, 如避难所选址问

题[11,12], Hub 选址问题[13] 和海洋溢油应急选址[14]等. 在选址问题之外, 鲁棒优化方法运用也非常广泛, 例如

门诊预约调度排程[15], 无人机调度[16]等. 更多关于鲁棒优化的研究可参看文献[17, 18].

新增设施选址模型的研究中, 根据研究目标不的同, 可划分为两种类型. 一种是竞争设施选址模型, 另

一种是“条件”设施选址模型. 竞争设施选址模型是指假设在同一环境中存在其它竞争设施的条件下, 采用

新增新设施使自身所有连锁设施的市场份额最大化. Drezner[19]运用计算机仿真的方法研究了平面上单个

新设施的竞争选址模型. Fernández 等[20]针对单个竞争设施的选址模型, 分别采用启发式算法和最优化算法

来求解, 并对比了两类算法的优缺点. Blanquero 等[21]考虑了重力准则下一般网络上单竞争设施的选址模

型, 并采用区间分解和 DC技术设计了对应的分支定界求解算法. Grohmann 等[22]运用元启发式算法和非线

性优化方法解决了多竞争设施选址模型.

与竞争设施选址的目标不同, “条件”选址模型是通过为新设施选址, 达到与经典选址模型同样的优化目

的. 所说的“条件”则是指系统中已有同类型的设施. Minieka[23]拓展了无条件单设施选址模型, 研究网络图

上各类条件下的 1–中心选址模型和条件 1–中值模型. Berman 等[24]通过求解无条件(p + 1)–中值选址模型

和(p+ 1)–中心选址模型解出网络图上有条件的 p–中值选址模型和 p–中心选址模型. 而后, Berman 等[25]采

用调整距离矩阵的方法便设计出了更为简洁的求解方法. 对于离散型和连续型的条件 p–中心设施的选址模

型, Chen 等[26]提出了一种新的松弛算法. Kaveh 等[27]则使用改进的和声搜索算法, 将条件 p–中心选址应用
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于实际选址问题中. 针对需求点不确定的情况, 于江霞等[28]研究了与本文同样的问题, 提出了时间复杂度

为 O(2nm2n3)的求解算法. 由于于江霞等[28]所设计算法的时间复杂度为 O(2nm2n3), 随着问题规模的增长

求解所需时间将呈指数增长, 因此只适用于小规模问题的求解. 当需求点的规模较大时, 该算法需要的求解

时间是不能接受的. 因此, 需要进一步对该问题进行研究, 设计更具实用性的求解策略. 本文重新挖掘模型

的结构性质, 采用不同的求解思路进行分析, 把该问题所需的求解时间复杂度从指数级改进到多项式时间,

从而有效降低了求解算法的实际应用条件, 提高了求解算法的适用范围.

2 新新新增增增设设设施施施鲁鲁鲁棒棒棒优优优化化化选选选址址址模模模型型型

该部分首先给出本文将要使用的重要定义和符号, 部分记号延续了文献[10, 29]的定义. 将现实中的目

标城市结构图抽象为无向连通网络图 G = (V,E), 其中 V = {v1, v2, . . . , vn}为顶点集, 表示人口集聚点(需

求点); E = {e1, e2, . . . , em}为边集, 表示道路. |V | = n, |E| = m, 分别表示图中顶点和边的数量. 边 ej ∈ E

的权重表示该边的长度, 表示为确定的正值 l (ej) > 0. 顶点 vi ∈ V 的权重表示该顶点的人数. 由于人口的

流动, 各顶点的权重通常无法给出一个确定的值, 不妨以 wi 表示顶点 vi 处人数的最小值, 以wi 表示顶点 vi

处人数的最大值, 则称W (vi) =
[
wi, wi

]
为顶点 vi的权重区间, 其中 0 < wi 6 wi. 若图G中每个顶点 vi 都

获得一个确定的权重 wi, 称 {wi|1 6 i 6 n}为一个(权重)情景, 用 s表示. 令 S 表示所有权重区间 W (vi)的

笛卡尔积, 1 6 i 6 n. 若有情景 s ∈ S, 用记号 wi (s)表示每个节点 vi ∈ V 在情景 s下的权重. 同时, 符号 G

也表示网络图 G上的所有点. 给定任意两点 x ∈ G和 y ∈ G, x与 y 的距离指图 G上 x到 y 的最短路的距

离, 表示为 d (x, y). 注意在本文的无向图中, 恒有 d (x, y) = d (y, x)成立. 和先前文献中的假设相同, 在给定

的网络图中, 任意两个点之间的距离所构成的矩阵D 是已知的.

现假设网络图 G 上已经存在 r 个同类旧设施, 记为 F = {f1, f2, . . . , fr}, 这些设施提供同质服务或出

售相同商品. 令 X = {x1, x2, . . . , xr}, 其中 xi 表示对应设施 fi 在网络图 G 中所在的位置. 网络图 G 中的

各个需求点按照“就近原则”前往距离最近的设施进行服务. 令 d (vi, fk)表示需求点 vi 到设施 fk(即点 xk)的

最短路的距离. 那么, 顶点 vi 到设施 F 的距离表示为

d (vi, F ) = min
16k6r

d (vi, fk) . (1)

距离需求点 vi 最近的设施可以表示为

f̂i = arg min
16k6r

d (vi, fk) . (2)

需要注意的是, 当需求点 vi 的最近距离设施对应有多个时, 此时 f̂i 只代表 vi 的最近服务设施中的一

个. 在这种最近服务实施有多个时, 则该需求点权重需要平均分配到多个设施, 称这类需求点为“均分需求

点”. 设施 fk 所服务的需求点集表示为

Vk =
{
vi|f̂i = fk

}
, (3)

该设施 fk 的负荷记为Mk =
∑

vi∈Vk

ηi/wi, 其中 ηi ∈ N+ 为需求点 vi 对应服务设施的数量.

在本文的研究中, 假设所有设施的容量是无限制的, 同时设施的负荷量只是反映了该设施的忙闲或拥挤

状况. 在已有设施不改变的前提下, 决策者希望通过新增服务设施 fo 来均衡所有设施的负荷量, 也即目标为

最小化所有设施中的最大负荷量. 在新增服务设施 fo 后, 所有设施的集合表示为 F̃ = {f1, f2, . . . , fr, fo}.
确定情景 s下, 若设施 fo 建在固定位置 x, 设施集 F̃ 中最高负荷设施的负荷量为

L (x, s) = max
k=1,2,...,r,o

{Mk (x, s)} , (4)

其中 x ∈ P , P 是图 G上新增设施 fo 的候选点集合(如何得到点集 P 将在性质分析部分给出); Mk (x, s)表

示情景 s下设施 fo 在位置 x时设施 fk 的负荷量, fk ∈ F̃ .
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给定一个情景 s, 其最小最大负荷目标为

L (xopt (s) , s) = min
x∈P

L (x, s) , (5)

其中 L (xopt (s) , s)为情景 s下设施 fo 在最优选址位置 xopt (s)时最高负荷设施的负荷量, xopt (s) ∈ P .

根据上述符号表达, 定义情景 s下新增设施在位置 x 的后悔值为

R (x, s) = L (x, s)− L (xopt (s) , s) , (6)

进一步, 定义设施的选址点 x的最大后悔值为

Rmax (x) = max
s∈S

R (x, s) , (7)

将位置 x的最坏情景记为 sx, 则有

Rmax (x) = R (x, sx) = L (x, sx)− L (xopt (sx) , sx) . (8)

因此, 对于固定位置 x, 重要的是要找出该位置的最坏情景 sx, 使得对于任何 s ∈ S, R (x, sx) >
R (x, s)恒成立. 对于某一情景 s, 和两个给定的位置 x ∈ P 和 y ∈ P , 定义选址位置 x 相对于位置 y 在情

景 s下的后悔值为

R (x− y, s) = L (x, s)− L (y, s) , (9)

相应的, x相对 y 的最大后悔值为

Rmax (x− y) = max
s∈S

R (x− y, s) . (10)

如果 Rmax (x− y) = R (x− y, sxy), 称情景 sxy 为位置 x 相对于位置 y 的最坏情景. 情景 s 下位置 x

的后悔值也可表示为

R (x, s) = max
y∈P

R (x− y, s) , (11)

进一步, 选址点 x的最大后悔值可表示为

Rmax (x) = max
s∈S,y∈P

R (x− y, s) = max
y∈P,s∈S

R (x− y, s) . (12)

在网络需求点权重为区间数据的情形下, 为新增设施找到一个位置 x∗ ∈ G, 使得该选址在以最大负

荷量尽量小为目标的时候, 对应的最大后悔值 Rmax (x) 最小化, 即 x∗ = argmin
x∈G
{Rmax (x)}. 本文的求解

思路是首先分析新增设施分别在固定位置 x 与位置 y 使得 Rmax (x− y)最大时所对应的情景 sxy, 并计算

此情景下的后悔值; 其次, 对任意给定的 x, 计算该位置相对于所有 y ∈ P 的最大后悔值, 比较计算结果得

到 Rmax (x); 然后, 遍历所有 x ∈ P 得到不同位置的 Rmax (x); 最后, 确定 Rmax (x)最小的选址点 x∗.

3 性性性质质质分分分析析析

3.1 选选选址址址位位位置置置离离离散散散化化化

在选址过程中允许设施落在图G上的任意点上(顶点或边上). 通过挖掘问题的固有性质, 将潜在的无穷

多点离散为性质不同的有限的点, 并使得这些点能表示网络图上的所有点. 在本文中, 各需求点上需求的分

配规则与该顶点权重的大小(是否为区间值)无关, 而是以就近接受服务的原则前往距离该顶点最近的设施.

对任意需求点 vi, 称该需求点到距离最近的旧设施的距离为该顶点的临界距离, 记为

δi = d (vi, F ) . (13)

根据就近服务原则, 一个需求点的临界距离正是该点愿意选择去往新设施 fo 的最大距离. 给定一个需

求点 vi, 定义网络图中所有距离该需求点等于 δi 的点为 vi 的临界点, 简记为 NIP点. NIP点是以需求点 vi
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为“中心”, 临界距离 δi 为“半径”确定的边界点. 进一步, 记所有 vi ∈ V 的临界点的集合为 NIPs.

引引引理理理 1 需求点 V 在网络图上的 NIPs点数至多为 O(mn).

证明 根据定义, 一个需求点在一条边上最多有两个 NIP 点, 由于网络图中一个需求点通常有多条道

路与之相关联, 因此, 一个需求点可能对应有多个 NIP点. 对某个 NIP点而言, 其对应的需求点通常只有一

个, 但也有可能出现多个需求点的 NIP点重合的情况. 给定一个需求点 vi, 确定其对应的临界距离 δi 后, 一

条边可能被该距离范围覆盖, 也可能不在该距离范围内. 如果一条边不在某需求点 vi 的临界距离之内, 则该

需求点在这条边上不存在 NIP 点. 对任意一个需求点 vi ∈ V 而言, 由于网络图 G 中共有 m 条边, 因此最

多可能对应 O(m)个 NIP点. 因此需求点集 V 在网络图中的 NIP点数 |NIPs|至多为 O(mn). 证毕.

定义网络图中 NIPs和需求点 V 的集合为 NIPS, 即 NIPS = NIPs∪ V . 网络图G可以被视为以 NIPS

点和设施点 F 为端点的若干(有限条)线段构成的图. 若一条线段在至少一个需求点的临界距离范围之内,

则称该线段为 SEC 线段; 若一条线段未在任何需求点的临界距离范围之内, 则称该线段为“无效线段”. 在

本文讨论线段时, 非特别说明, 线段均不包含其端点.

引引引理理理 2 新增设施 fo 不能在“无效线段”内点进行选址.

证明 根据定义可知, 若新增设施位于“无效线段”内, 在“就近原则”下, 网络中所有需求点都将遵循原

有的服务选择方案, 那么新增设施将没有任何需求需要服务, 原有各设施的负荷量不会发生任何变化, 因此

属于无效的选址. 证毕.

根据引理 2, 新增设施的可选址位置需排除所有的“无效线段”, 同时也不能选在与旧设施相同的位置上.

将图G上所有“无效线段”的集合记为 U , 则G′ = G \ (U ∪X)是新设施可选择的位置集合. 另外, 为了更好

的区分边上某些连续线段的性质, 下面给出“等效点”的定义. 当新增设施 fo 的选址在边上的部分线段上移

动时, 所有需求点对应的最近服务设施点不会发生改变, 则该线段上对应所有的点称为“等效点”.

引引引理理理 3 网络图边上一个确定 SEC线段内点都是“等效点”.

证明 当新增设施 fo 在某一 SEC 线段上移动时, 由于 SEC 线段对应临界距离的限制, 不仅去往新增

设施的需求点不会发生改变, 而且其它需求点与其对应的服务设施点也不会发生改变, 也即新增设施 fo

和
{
F̃ − fo

}
分别对应的需求点都不会发生改变. 当新增设施只在同一 SEC线段上移动时, 并不会改变需求

点在各个服务设施间的分配状况. 因此, 当目标为最小化所有设施中的最大负荷量时, 同一 SEC 线段上所

有的点都为“ 等效点”. 证毕.

不同于引理 3, 当新设施 fo 建在 SEC线段的两个端点时, 若端点是 NIP点, 与该 NIP点相对应的需求

点去往新增设施 fo 的距离与去往所对应的旧设施的距离相等. 此时, 根据前面均分型临界点的定义, 当新

设施 fo 选址在任意需求点所对应的 NIP 点时, 该需求点上的权重需要根据最近服务设施的数量进行平分,

平分后分别去往对应的服务设施. 根据不同的临界点类型, 可以把图中所有边上对应的 SEC 线段划分为两

种类型. 第一种为 Ⅰ类 SEC 线段, 在这种类型中, SEC 线段段内的点与线段的端点具有不同的属性. 线段

的两个端点分别属于不同需求点所对应的 NIP 点, 当需求点也是 NIP 点时, 则当作 NIP 点对待; 或者其中

一个端点是需求点对应的 NIP 点, 而另一个端点则是服务设施所在的点, 当服务设施点的位置同时也是需

求点时, 则当作设施点对待; 第二种为 Ⅱ类 SEC 线段, 两个端点中至少有一个端点是需求点 v, 该需求点的

位置既不是 NIP点也不是设施点, 该类 SEC线段段内的所以点与需求点 v 的属性是一样的. “属性”是指新

设施 fo 选址不同时所对应的所有设施的负荷量状态不一样.

接着, 用示例图 1 展示局部图中不同类型的 SEC线段和 NIP, f1, f2,和 f3 为 3 个已有设施. 其中 f1 与

需求点 v2 位置重合; 需求点 v1, v2 与 v3 去往设施 f1 接受服务; 需求点 v4 去往 f3 接受服务; 需求点 v5去

往f2接受服务; 需求点 v6 所去往的设施未在图中画出. 图中虚线表示省略的边长.

图 1 中 SEC(NIP3,NIP4)为 Ⅰ类 SEC 线段, 当设施 fo 建在该线段内一点, fo 的负荷量为 Mo =

w3 +w5; fo 在 NIP3 时, Mo = w3 + 0.5w5; fo 在 NIP4 时, Mo = 0.5w3 +w5; 设施 fo 在 3 个位置的负荷各
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不相等. 图 1中, SEC(f1,NIP1), SEC(NIP2,NIP3)也是Ⅰ类 SEC线段.

图 1 网络中局部路径示意图

Fig. 1 Illustration of local path planning

Ⅱ 类线段如 SEC(v3,NIP5), fo 位于 SEC(v3,NIP5)内一点与 fo 在端点 v2 的负荷相同, Mo = w3 +

w4; fo 在 NIP5 时, Mo = 0.5w3 + w4. 此外, SEC(f1, v1), SEC(NIP1, v3), SEC(NIP5, v4), SEC(v4, f3),

SEC(v3,NIP2), SEC(NIP4, v5), SEC(v5, f2)和 SEC(NIP6, v6)也是 Ⅱ类 SEC 线段. 设施 f2 与 NIP6 之间

为“无效线段”.

通过上述分析, 整个网络图可由 NIPS 点, 设施点 F , SEC 线段以及“无效线段”共同组成. 针对第一

类 SEC 线段中的某一线段, 定义 MP 点为该线段的中点, 则 MP 点可以作为该 SEC 线段中所有“等效

点”的代表点. 所有 Ⅰ类 SEC 线段中的 MP 点可用 MPs 表示. 针对第二类 SEC 线段, 其中可用某一断

的需求点 v 来表示该点和该点所在的 SEC 线段段内的所有点. 从新增设施 fo 的优化结果来看, 点集

合{NIPS \X}和点集合 MPs 是新增设施候选点, 定义 P = {NIPS \X} ∪MPs, 原来的可选位置集合 G′

与集合 P 是等价的, 其中 P ∈ G′.

根据上述分析, 可以把网络图上所有边上的点划分为有限的且属性不同的备选点.

引引引理理理 4 确定候选位置集合 P 所需时间为 O(mn).

证明 根据引理 1, NIPs 点集的数量为 O(mn), 需求点 V 为 O(n), 构成的 NIPS 点至多为 O(mn). 网

络中已有设施 F 的数量为 O(r), NIPS 点和设施点 F 可将网络图最多分割为 O(mn)个线段, 则 |MPs|最
大为 O(mn). 根据点集 P 的定义, 确定所有候选点需要的时间为 O(mn). 证毕.

3.2 最最最坏坏坏情情情景景景分分分析析析

给定一个情景 s和两个固定的位置 x ∈ P 与 y ∈ P . 当新设施 fo 建在固定位置 x, 假设 fg 为最大负荷

设施, 所服务的需求点集为 Vg =
{
vi|f̂i = fg

}
; 当设施 fo 在固定位置 y 时, 最大负荷设施表示为 fh, 所服务

的需求点集为 Vh =
{
vi|f̂i = fh

}
. 根据式(10), 将新设施分别建在 x 与 y, fg 和 fh 对应为最大负荷设施, 情

景 s下的后悔值表示为

R (x− y, s, fg − fh) = L (x, s, fg)− L (y, s, fh) . (14)

最大后悔值为

max
s∈S

R (x− y, s, fg − fh) = R
(
x− y, sghxy, fg − fh

)
, (15)

其中 sghxy 表示新设施分别在 x与 y, fg 和 fh 为最大负荷设施的最坏情景.

又因为式(14)中 L (x, s, fg) − L (y, s, fh) = Mg (x, s) −Mh (y, s), 故本部分内容为证明至少存在一个

情景 sghxy ∈ S, 使Mg (x, s)−Mh (y, s)最大.

令 αi 和 βi 均表示距离需求点 vi 最近的设施数量. 则情景 s下, 设施 fg 和设施 fh 的负荷量分别为

Mg (x, s) =
∑
vi∈Vg

aiwi =
∑
vi∈Vg

1

αi

wi, αi ∈ N+, (16)
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Mh (y, s) =
∑
vi∈Vh

biwi =
∑
vi∈Vh

1

βi

wi, βi ∈ N+. (17)

关于式(16)和式(17)中的集合 Vg 和 Vh 有两种情形, 下面进行详细的讨论.

1) 点集 Vg 和 Vh 中无相同的需求点, 即 Vg ∩ Vh = ∅, 此时设施 fg 和 fh 分别服务两簇不同的需求点, 有

Mg (x, s)−Mh (y, s) =
∑
vi∈Vg

1

αi

wi −
∑
vi∈Vh

1

βi

wi. (18)

若将 Vg 中需求点的权重都取其对应的权重上界 wi, Vh 中需求点的权重都取其对应的权重下界 wi, 上

式有最大值.

2) 点集 Vg 和 Vh 中有相同的需求点, 即 Vg ∩ Vh ̸= ∅, 令 Vg ∩ Vh = Vq, Vg \ Vq = V ′
g , Vh \ Vq = V ′

h , 则有

Mg (x, s)−Mh (y, s) =

 ∑
vi∈V ′

g

1

αi

wi +
∑
vi∈Vq

1

αi

wi

−
 ∑

vi∈V ′
h

1

βi

wi +
∑
vi∈Vq

1

βi

wi



=

 ∑
vi∈V ′

g

1

αi

wi −
∑
vi∈V ′

h

1

βi

wi

+

 ∑
vi∈Vq

1

αi

wi −
∑
vi∈Vq

1

βi

wi

 . (19)

这种情形下, 本文将根据 Vq 中需求点的权重大小情况分析. 对任意 vt ∈ Vq, 不妨假设该需求点

上的权重有 atwt 前往设施 fg, 其中 at = 1/αt, αt ∈ N+; 假设需求点 vt 到设施 fh 的权重为 btwt, 其

中 bt = 1/βt, βt ∈ N+. 此时有下面的判断:

(a) 若 atwt > btwt, 即 atwt − btwt > 0, 那么取 wt = wt, (atwt − btwt)有最大值;

(b) 若 atwt < btwt, 即 atwt − btwt < 0, 那么取 wt = wt, (atwt − btwt)有最大值.

同理, Vq 中各需求点权重均可根据上述判断得到, 此时式(19)中∑
vi∈Vq

1

αi

wi −
∑
vi∈Vq

1

βi

wi (20)

有最大值. 而 V ′
g 中需求点的权重都取其上界 wi, V ′

h 中需求点的权重都取其下界 wi, 式(19)中∑
vi∈V ′

g

1

αi

wi −
∑
vi∈V ′

h

1

βi

wi (21)

有最大值. 因此式(19)最大.

当固定位置 x与 y, 且最大负荷设施 fg 和 fh 都已知时, 可以通过简单的计算确定集合 Vg 和 Vh 中所有

需求点的具体情况, 包括两个集合中是否包含同一个需求点; 如果出现同一个需求点属于两个集合的情况,

该需求点上权重的分配情况以及具体去向等. 此时, 集合 Vg 和 Vh 中各需求点的权重分配情况已经明确. 但

是, 对不属于 Vg 和 Vh 的需求点, 即集合{V \ (Vg ∪ Vh)}中的需求点, 其权重可取使得设施 fg 和 fh 分别为

最大负荷设施的任意值, 但具体取哪些值不能确定. 这里对集合{V \ (Vg ∪ Vh)}中所有需求点作取各自对

应的权重下界的处理. 通过这种取值的处理方式并不会影响Mg (x, s)−Mh (y, s)成为最大值. 进而, 有下面

的引理成立.

引引引理理理 5 当新设施分别建在 x 与 y, fg 和 fh 分别为对应的最大负荷设施时, 存在一个情景 sghxy ∈ S 使

得 R
(
x− y, sghxy, fg − fh

)
> R (x− y, s, fg − fh)对任何 s ∈ S 都成立. 情景 sghxy 为最坏情景, 其权重结构

为 wi

(
sghxy

)
=


wi, vi ∈ Vg

wi, vi ∈ Vh, Vg ∩ Vh = ∅

wi, vi ∈ {V \ (Vg ∪ Vh)} ,

或 wi

(
sghxy

)
=



wi, vi ∈ V ′
g

wi, vi ∈ V ′
h

wi 或 wi, vi ∈ Vq, Vg ∩ Vh = Vq

wi, vi ∈ {V \ (Vg ∪ Vh)} .
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引引引理理理 6 当新设施分别建在 x 与 y, fg 和 fh 分别为对应的最大负荷设施时, 确定最坏情景 sghxy 所需的

时间复杂度为 O(n).

证明 新设施分别建在 x 与 y 位置时, 根据式(1)、式(2)和式(3), 需求点 V 的去向分配及各个设施所服

务的需求点可在时间 O(n)计算得到. 同时, 基于引理 5 的结论可以判断集合 Vg ∪ Vh 中所有需求点的取值,

同时, 对网络图中其它所有需求点{V \ (Vg ∪ Vh)}做权重取区间下界的统一处理, n个需求点都取得相应权

重所需时间为 O(n). 因此, 确定最坏情景 sghxy 的时间复杂度为 O(n). 证毕.

4 选选选址址址策策策略略略

通过前面的相关性质可知, 当新建服务设施分别选在 x 与 y, 且其最大负荷量相对应的设施分别为 fg

和 fh 时, 对应的最坏情景为 sghxy. 而实际上, 设施 fg 和 fh 可能为设施 F̃ 中任何一个, 且已知 |F̃ | = (r + 1).

因此位置 x 相对于位置 y 的最坏情景为(r + 1)
2
个形如 sghxy 的情景之一, 其中能使式(11)最大的即为情

景 sxy.

引引引理理理 7 新设施在位置 x相对于位置 y 的最坏情景 sxy 可在 O(r2n)时间内得到.

证明 由引理 6, 确定情景 sghxy 的时间复杂度为 O(n), 而确定全部形如 sghxy 的情景需要 O(r)
2
次. 同时,

由式(15)计算得到 O(r2)个后悔值, 所需时间为 O(r2n). 通过比较, 找到 O(r2)个后悔值中最大后悔值, 其对

应的情景则为 sxy. 因此, 最终需要时间 O(r2n+ r2) = O(r2n)来确定最坏情景 sxy. 证毕.

当位置 x 固定时, 遍历所有 y ∈ P 中的点得 O(mn)个后悔值 Rmax (x− y), 比较 O(mn)次可

得 Rmax (x) = max
y∈P
{Rmax (x− y)}, 该值即为位置 x 的最大后悔值, 对应的情景即为 sx. 因此, 有下面

的引理成立.

引引引理理理 8 新设施在位置 x的最坏情景 sx 和最大后悔值 Rmax(x)可在 O(r2mn2)时间内得到.

进一步, 对于图中所有 x ∈ P 计算得到 Rmax (x), 所需时间为 O(r2m2n3). 比较 O(mn)次 Rmax (x)的

大小, 即可得最小最大后悔选址点 x∗ = argmin
x∈P
{Rmax (x)}.

综上, 当一般网络图中的需求点无需求概率分布信息, 而只能以区间数据形式给出需求范围时, 以最大

负荷量的最大后悔值最小为目标的新增设施选址策略步骤可以归纳如下:

步骤 1 确定 NIPs点集, 与需求点集 V 构成 NIPS点集.

步骤 2 基于临界点规则以及 SEC线段分类, 确定MPs点集.

步骤 3 确定候选点集, P ← {NIPS \X} ∪MPs.

步骤 4 根据引理 5, 寻找固定位置 x与 y, 最大负荷设施分别对应 fg 和 fh 时的最坏情景 sghxy, 并计算其

后悔值.该过程需验证 fg 和 fh 是否为情景 sghxy 下新设施在固定位置 x与 y 的最大负荷设施, 若与假设矛盾,

则舍去该情景.

步骤 5 重复(r + 1)
2
次步骤 4, 通过比较确定最坏情景 sxy 及对应后悔值.

步骤 6 对于给定的位置 x, 计算其对应所有可能的 y ∈ P , 重复步骤 4 和步骤 5, 获得最坏情景 sx 及后

悔值 Rmax (x).

步骤 7 对于所有 x ∈ P , 重复步骤 6, 比较不同位置的 Rmax (x), 最终确定最小最大后悔选址点 x∗.

通过以上分析, 有下面的结论.

定定定理理理 1 当需求点的需求信息为区间值时, 以最小化最大负荷量的最大后悔值为目标, 一般网络图上

的新增设施选址问题可在 O(r2m2n3)时间求解.

上述给出的新增设施选址算法, 采用遍历最大负荷量所有可能的设施的方法, 来对比分析了任意两候选

点其对应所有可能的最坏情景. 算法的思路为逐步分析所有后悔值的同时筛选新增设施选址的备选点, 而
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后寻得新增设施选址位置 x∗, 该选址点则为最小最大后悔值目标下的最优位置.

5 算算算例例例分分分析析析

本节先基于随机生成的网络图, 给出一个数值算例展示求解算法的关键求解步骤. 之后, 基于不同的需

求点数量和不同的已有设施数量, 从求解所需时间方面, 对本文算法与于江霞等[29]所设计的算法进行分析

比较.

5.1 算算算法法法求求求解解解示示示例例例

某地区交通网络图 G0 如图 2 所示, 区域内现有 2 个旧设施(f1, f2), 12 个需求点(v1, v2, . . . , v12). 其中

图中所有的边可以解释为实际中道路, 边的长度可以是路长, 也可以是经过该道路所需要花费的时长; 顶点

的权重表示需求量的大小, 如人口数等. 边的长度以及各节点的权重区间在图 2 中已经标出. 决策者计划在

该区域内新增一个同类设施 fo, 以改变区域内现有设施负荷过高的情况.

图 2 网络图 G0 的例子

Fig. 2 An example of network G0

根据上一节所设计的选址策略, 设施 fo 的选址过程如下:

步骤 1 通过式(1)和式(13)计算所有需求点所对应的临界距离 δ, 在图 2 上用空心点代表点集 NIPs所对

应的点, 同时与 V 组成点集 NIPS.

步骤 2 根据临界点规则以及 SEC线段的划分, 确定所有 Ⅰ类 SEC线段的中点为MPs, 在图 2 中用实

心的圆点来表示.

步骤 3 确定候选点集 P .

步骤 4 对于两个固定位置 NIP10 与 NIP2(图中用箭头指出), 对应情景分析部分的 x 与 y. 当新建设施

在位置 NIP10(x), 假设最大负荷设施为 fo; 当新建设施在位置 NIP2(y), 假设最大负荷设施为 fo. 由引理 5

可知最坏情景为

sooxy = {4, 3, 9, 5, 7, 8, 9, 3, 5, 7, 6, 3} , (22)

此时MO(NIP10) = 29.5, MO(NIP2) = 25, 根据式(14)∼式(16), 后悔值 R = 29.5− 25 = 4.5.

步骤 5 重复步骤 4. 当新设施在位置 NIP10(x)时, 最大负荷设施为 fo; 当新设施在位置 NIP2(y)时, 最

大负荷设施为 f1. 最坏情景为

so1xy = {4, 3, 9, 5, 7, 8, 9, 3, 5, 7, 6, 3} , (23)

该情景下当新设施在位置 NIP2(y)时, f1 不是最大负荷设施, 与假设矛盾, 舍去.

当新设施在位置 NIP10(x)时, 最大负荷设施为 f0; 当新设施在位置 NIP2(y)时, 最大负荷设施为 f2. 最

坏情景为

so2xy = {4, 3, 9, 5, 7, 8, 9, 3, 5, 7, 6, 3} , (24)
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同样, 该情景下当新设施在位置 NIP2(y)时, f2 不是最大负荷设施, 与假设矛盾, 舍去.

采用相同的方法获得新建设施选址的点为 NIP10(x)且其最大负荷量对应的设施为 f1, f2 时所对应的

最坏情景; 同样, 获得新建设施选址的点为 NIP2(y), 且其最大负荷量所对应的设施为 f1, f2, f3 时所对应的

最坏情景, 同时计算最坏情景下的后悔值.

通过计算, 当新设施在位置 NIP10(x), 最大负荷设施为 f1; 与新设施在位置 NIP2(y), 最大负荷设施

为 fo相比较时, 后悔值最大, R = 31− 24 = 7, 对应情景为

s1oxy = {7, 6, 6, 8, 10, 4, 5, 3, 5, 4, 6, 3} , (25)

因此, 情景 sxy 为 sxy = s1oxy, 后悔值 Rmax (x− y) = 7.

步骤 6 固定 NIP10(x)点, 对位置 y 遍历所有候选点, 重复步骤 4 和步骤 5, 发现当 fo 在位置 NIP2(y)

和 v3(y)时对应的最大后悔值 Rmax (x− y) = 7, 最坏情景 sx为

sx = {7, 6, 6, 8, 10, 4, 5, 3, 5, 4, 6, 3} . (26)

步骤 7 对于所有 x ∈ P , 最大后悔值如表 1 所示.

表 1 最大后悔值对照表

Table 1 The maximum regret values

候选点 x Rmax (x) 候选点 x Rmax (x) 候选点 x Rmax (x) 候选点 x Rmax (x)

v1 12.5 NIP9 10.0 v4 13.5 MP19 21.5
NIP1 10.0 MP7 10.0 MP14 17.0 NIP26 17.5
MP1 11.0 NIP10 7.0 NIP18 18.5 NIP27 17.5
v2 11.0 v6 9.0 v8 21.5 MP20 21.5

NIP2 10.0 NIP11 10.5 NIP19 18.0 NIP28 21.5
MP2 10.0 MP8 15.0 MP15 22.0 v12 21.5
NIP3 10.0 NIP12 15.0 NIP20 8.5 NIP29 21.5
v3 10.0 v7 15.0 v9 28.5 MP21 21.5

NIP4 10.0 MP9 11.0 MP16 28.5 NIP30 17.0
MP3 11.0 NIP13 10.0 NIP21 24.0 NIP31 17.5
NIP5 16.0 NIP14 17.5 MP17 21.5 MP22 21.5
MP4 22.5 MP10 21.0 NIP22 17.5 NIP32 24.0
NIP6 10.0 NIP15 23.5 v11 19.0 MP23 28.5
v5 14.0 MP11 27.5 NIP23 15.0 NIP33 24.0

NIP7 10.0 NIP16 12.5 v10 15.0 MP24 21.5
MP5 10.0 MP12 15.0 NIP24 15.0 NIP34 21.5
NIP8 11.0 NIP17 15.0 MP18 19.0 — —
MP6 14.0 MP13 11.0 NIP25 17.5 — —

比较表 1 中不同位置对应的后悔值, min
x∈P
{Rmax (x)} = 7, 对应 NIP10 即为最小最大后悔选址点 x∗.

5.2 算算算法法法求求求解解解所所所需需需时时时间间间比比比较较较

这部分主要分析本文算法与于江霞等[29]所提出的算法(简记为 NFL 算法)在求解时间上的表现. 在本

部分所有示意图中, 原算法(在图中以黑色实线表示)为于江霞等[29]提出的算法, 不同的 r 所对应的(在图中

以不同形式的点划线表示)为本文提出的算法. 其中 n 表示目标网络图中需求点的数量, r 表示目标网络中

已有设施的数量. 需要特别说明的是, 已有设施的位置也可以位于网络图的边上, 因此, 在算例中 r > n 是

允许的.

图 3(a)展示了不同需求点数量和不同原有设施数量下, 本文算法所需求解时间的变化趋势; 图 3(b)则

对比了不同需求点数量情况下, 于江霞等[29] 提出的算法与本文算法的求解时间. 需要注意的是, 于江霞

等[29]所设计的算法在求解时间复杂度上与目标网络中已有设施的数量 r 不相关, 因此这里不对原算法做不

同 r 下的算例对比. 从图 3 可以看出, 虽然本文所给出的算法时间复杂度会随着需求点的数量 n 和旧设施

的数量 r 的增大而逐步增加, 但算法的求解时间不会随着需求点数量和(或)旧设施数量的增加而出现急剧
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增长. 而于江霞等[29]提出的算法的求解时间则会随着需求点数量的增加而急剧增长(见图 3(b)). 当 n 较大

时, 于江霞等[29]算法所需要的计算时间远高于本文算法所需要的计算时间.

n  !"##

r ! "

r ! "

r ! "#

r ! "#

(a) 本文算法求解时间比较图

(a) The comparison diagram of of solution time

of the algorithm in this paper

n  !"##

r ! "

r ! "

r ! "#

r ! "#

(b) 本文算法与原算法求解时间比较图

(b) The comparison diagram of the of solution time between the
proposed algorithm and the original algorithm

图 3 n < 100时原算法与本文算法求解时间比较图

Fig. 3 Comparison diagram of the solution time between tthe algorithm in this paper and the NFL algorithm when n < 100

图 4(a)和图 4(b)分别展示了 n < 13和 n < 7两种情况下, 本文算法与原算法在求解所需时间上的对比

结果.

n ! "#

r ! "

r ! "

r ! "#

r ! "#

(a) 本文算法求解时间比较图

(a) The comparison diagram of of solution time

of the algorithm in this paper

n ! "

r ! "

r ! "

r ! "#

r ! "#

(b) 本文算法与原算法求解时间比较图

(b) The comparison diagram of the of solution time between the
proposed algorithm and the original algorithm

图 4 n较小时,原算法与本文算法求解时间比较图

Fig. 4 Comparison diagram of the solution time between tthe algorithm in this paper and the NFL algorithm when n is samller

当 n < 13 时, 本文的求解算法在所需时间方面整体小于原算法. 当 n 比较小, 同时 r 比较大时, 原算

法才会在求解时间上略占优势. 根据 图 4(a), 当 n > 9 时, 原算法所需要的求解时间已高于本文算法所需

要(不同 r 取值情况下)的求解时间.

当 n < 7 时, 相比本文的求解算法, 只有在 r = 3 时, 原算法比本文算法需要更多的求解时间;

当 r = 9, 15, 21 时, 原算法在求解时间上都有更好的表现. 即, 当 n < 7 时, 于江霞等[29]所设计算法的求解

时间整体是小于本文算法的求解时间的.

通过以上比较分析可知, 于江霞等[29]的算法适用于小规模的网络图, 而本文算法则适合于大规模的网

络图.
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6 结结结束束束语语语

本文研究了需求量属于区间值的新增设施鲁棒优化选址问题, 通过在目标网络中新增一个设施, 使得最

大负荷设施的负荷量的最大后悔值最小化. 在已有研究的基础上, 本文改变寻求最坏情景的思路, 通过限定

最坏情景对应最优选址的位置, 采用比较分析两个固定位置的后悔值最大的情景结构, 进而确定后悔值最

小的选址. 已有算法的时间复杂度是随着需求点数量的增加而呈指数增长的, 因此只适用于网络节点较少

的小规模网络问题. 而本文算法克服了该缺点, 给出了多项式时间的求解算法, 对大规模网络中的新增设施

选址问题更具实用性. 在实际中, 道路的通行时间也是不确定的, 后续研究将考虑网络图边长为区间估计值

的选址问题, 并设计相应的求解算法.
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