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第7章  常微分方程初值问题 

        的数值解法 

7.1   引言 

7.2   简单的数值方法与基本概念 

7.3   龙格-库塔方法 

7.4   稳定性 

7.5* 线性多步法 
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7.1 引言 

一般地，微分方程形式为 
( ) ( 1) '

( , , ..., , , ) 0
n n

f y y y y x
   

如果 ( )y x 满足方程成立，则称 ( )y x 是方程的解. 
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微分方程的解析解方法 

• 格式： 

              y=dsolve(f1, f2, …, fm) 

• 格式：指明自变量 

              y=dsolve(f1, f2, …, fm ,’x’) 

 fi即可以描述微分方程，又可描述初始条件或边

界条件。如： 

         描述微分方程时 

         描述条件时      (4) ( ) 7 4 7y t D y  

(2) 3 2 (2) 3y D y  
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例： 

 

 

 

>> syms t; u=exp(-5*t)*cos(2*t+1)+5; 

>> uu=5*diff(u,t,2)+4*diff(u,t)+2*u 

uu = 

87*exp(-5*t)*cos(2*t+1)+92*exp(-5*t)*sin(2*t+1)+10 

 

>> syms t y; 

>> y=dsolve(['D4y+10*D3y+35*D2y+50*Dy+24*y=',... 

    '87*exp(-5*t)*cos(2*t+1)+92*exp(-5*t)*sin(2*t+1)+10']) 
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>> y=dsolve(['D4y+10*D3y+35*D2y+50*Dy+24*y=',... 

    '87*exp(-5*t)*cos(2*t+1)+92*exp(-5*t)*sin(2*t+1) ... 

+10'], 'y(0)=3',  'Dy(0)=2', 'D2y(0)=0', 'D3y(0)=0') 
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• 例： 

>> syms t x 

>> x=dsolve('Dx=x*(1-x^2)') 

x = 

[  1/(1+exp(-2*t)*C1)^(1/2)] 

[ -1/(1+exp(-2*t)*C1)^(1/2)] 

 

 

>> syms t x;  x=dsolve('Dx=x*(1-x^2)+1') 

Warning: Explicit solution could not be found; implicit solution 

returned. 

> In D:\MATLAB6p5\toolbox\symbolic\dsolve.m at line 292 

x = 

t-Int(1/(a-a^3+1),a=``..x)+C1=0 

故只有部分非线性微分方程有解析解。 
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          虽然求解微分方程有许多解析方法，但解析方法

只能够求解一些特殊类型的方程，从实际意义上来

讲，我们更关心的是某些特定的自变量在一系列离

散点上的近似值。 

           一组近似解称为微分方程在该范围内的数值解，

寻找数值解的过程称为微分方程的数值解法。 
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0 0

( )
(1)

( )

[ ]

dy
y f x, y

dx

y x y

a,b


  


 

本章着重讨论一阶常微分方程初值问题

在区间 上的数值解法。

2 

        此类问题多数不能求出解析解或近似解，只能求助于

数值解法，给出离散时间点上的近似解。在数值求解之前，

先考虑解的存在唯一性. 
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如果存在实数 L>0, 使得 

( , ) ( , )f x y f x y L y y    

则称 f(x,y)关于 y 满足 Lipschitz 条件，L 称 Lipschitz 系

数. 

只要
( , )f x y

L
y




 ，显然 f 关于 y满足 Lipschitz 条件.  

 

如果 ( , )f x y 连续，且关于 y 满足 Lipschitz 条件，则初值问

题(1)存在唯一的连续可微解. 
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常微分方程数值解法的思路： 

 

 

 把微分方程离散成节点处的近似方程 

 结合定解条件，求出未知函数在节点处的近似值 

数值解法得到的近似解是一个离散形式的函数表。 

 对求解区间进行剖分 

3 
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1 2 1

1 2 1

1

0

( )

, , , , ,

, 0,1, 2,

n n

n n

n n n n

n

y x

x x x x

y y y y

h x x h h

x x nh n







    

  

  

就是寻求解 在一系列离散节点

上的近似值 。相邻两节点间的间距

称为步长。假定 为定数，这时节点

解

为

数值 法：

-1 -2

1

, , ,n n n

n

y y y

y 

它们都采用 “步进式”，

即求解过程顺着节点排列的次序一步一步地向前

初值问题数值解法的基本特点

推进。

描述这类算法，只

：

要给出已知信息 计算

的递推公式。

本章主要考查一阶常微分方程的数值解法. 
4 
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一阶常微分方程初值问题的常用解法 

 单步法： 

     Euler法、后退Euler法 

     梯形法、改进Euler法 

     Runge-Kutta法 

多步法* 

      Adams法 

 

 

 

单步法：计算 1ny  时只用到 1, , .n n nx x y  

多步法：计算 1ny  时除了用到 1, , ,n n nx x y 还需要 

, ( 1,2,..., ; 0).n p n px y p k k     
5 
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7.2 简单的数值方法与基本概念 

1、Euler 法 
 
 
由数值微分的向前差分公式可以得到(1)中 'y 的数值计算问

题： 

1( ) ( ) ( ) ( )
'( ) n n n n

n

y x h y x y x y x
y x

h h

  
  ， 

再由 1 1( ), ( ),n n n ny y x y y x   得到 

1
( , )

n n n n
y y hf x y


 

因此 1( ) ( ) '( )n n ny x y x hy x   ，再由(1)有 '( ) ( , ( ))n n ny x f x y x ， 
 

n=0,1,… 

Euler 

公式 

6 
0 0

( )
(1)

( )

y f x, y

y x y

 



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0

1 0 0 0

2 1 1 1

( , )

( , )

y

y y hf x y

y y hf x y

 

 

若初值 已知，

计

则依公式可逐步

算过程

出

：

算

例：利用欧拉法求解初值问题 

7 

1
( , )

n n n n
y y hf x y


 
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1

2
( )

0.1,

n
n n n

n

x
y y h y

y

h

   



：求解本题的欧拉公式为

取步长 计

解

算结果见下表

xn yn y(xn) xn yn y(xn) 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

1.1000 

1.1918 

1.2774 

1.3582 

1.4351 

1.0954 

1.1832 

1.2649 

1.3416 

1.4142 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

1.0 

1.5090 

1.5803 

1.6498 

1.7178 

1.7848 

1.4832 

1.5492 

1.6125 

1.6733 

1.7321 

8 

0 0( ) (0 1)x , y ,

1
( , )

n n n n
y y hf x y


 
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2、后退Euler法 

 
 
 

       欧拉法是显式的，后退欧拉法是隐式的，隐式比显式有更
好的数值稳定性. 用隐式欧拉法解上述例题。 

 
9 

0 0

( )
(1)

( )

y f x,y

y x y

 






机动 上页 下页 首页 结束 工科研究生公共课程数学系列  

1
1 1

1

2
( ),n

n n n

n

x
y y h y

y


 



  

8 

0 0=0.1, ( ) (0 1)h x , y ,

后退欧拉公式为 

再解上例 
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 

1 1

1 1 1

( ) , ( )

( , ) ( , ) ( )
2

n n n n

n n n n n n

y y x y y x

h
y y f x y f x y

 

    

用 代替 用 代替

梯形方法

3、梯形方法 

 

        等式(2)右端积分中若用梯形公式近似，则得到梯形方法。 

10 
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例   用梯形方法求解初值问题 

, 0 0.5

(0) 1

y x y x

y

    


  

取步长 0 . 1h  ，并与准确解 ( ) 1 2 xy x x e    比

较. 

 1 1 1

1
1

1
            

2

( )1
           (1 ) , 0,1,2,3,

:

4
1 / 2 2 2

n n n n n n

n n
n n

y y h x y x y

h x xh
y y n

h

  




    

 
      

梯形方法计解 算公式为

解得

11 
 1 1 1( , ) ( , )

2
n n n n n n

h
y y f x y f x y    
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xn yn |y(xn)-yn| 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

1.110526 

1.243213 

1.400393 

1.584645 

1.798818 

0.000184479 

0.000407779 

0.000676027 

0.000996210 

0.001376285 

12 
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4、单步法的局部截断误差与阶 

定义：对于求解式（1）的某差分格式，h 为步长，假设 1,..., ny y

是准确的，称 

1 1 1( )n n ny x y      

为该差分格式的局部截断误差。当
1

1 ( )p

n O h 

  时，称该差分格

式具有 p 阶精度。 

13 
0 0

( )
(1)

( )

y f x,y

y x y

 



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2
3 2

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2

n n n n

h
y x y y x O h O h   

    

14 

由泰勒展开，有 
2

3

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
2

n n n n

h
y x y x hy x y x O h

    

由欧拉公式，有 

1 ( , ) ( ) ( ),n n n n n ny y hf x y y x hy x
   

欧拉法的代数精度： 

因此欧拉公式具有一阶精度. 
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因此后退欧拉法也具有一阶精度. 

2
3

1

2

1

1 1 1

2

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) '( ) ''( ) ( ),
2

'( ) '( ) '( ) ''( ) ( ),

( , ( )) '( ) '( )

'( ) ''( ) ( ),

( , ) ( ) '( )

( ) [ '( ) ''(

n n n n n

n n n n

n n n n

n n

n n n n n n

n n

h
y x y x h y x y x h y x O h

y x y x h y x y x h O h

f x y x y x y x h

y x y x h O h

y y hf x y y x hy x

y x h y x y





  

   

     

    

  

  

   

  

2
3 2

1 1 1

2

( ) ''( ) ( )

) ( )]

)

,

(
2

n n n n

n

h
y x

x h O

y y x O O h

h

h     



  

 

后退欧拉法的代数精度： 
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3
4 3

1 1 1( ) ( ) ( )= ( )
12

n n n n

h
y x y y x O h O h   

    

类似得到梯形法的局部截断误差为 

因此梯形法具有2阶精度。 

15 
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1

1

1

1 1 1

             ( , )

             ( , ) ( , )

-

n

n

n n nn

n n n n n n

y

y

y y hf x y

h
y y f x y f x y







  

 

  

先用欧拉公式求得一个初步的近似值 称之为预测值。

再用梯形公式校正一次，迭代一次得 称校正值，这样

建立的 系统通常称为改进的欧拉公式：

预测

预测 校正

：

校正： ［ ］　
２

5、改进欧拉法 (预-校法) 

16 

或表示为平均化形式： 
1

1

( , )

( , )

1
( )

2

p n n n

c n n p

n p c

y y hf x y

y y hf x y

y y y






  


 

  

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1

1

 

2
( - )

2
( - )

1
( )

2

:

n
p n n

n

n
c n p

p

n p c

x
y y h y

y

x
y y h y

y

y y y






 




 


  


改进的欧拉公式为

　

解

例   用改进的欧拉算法求解初值问题 

2
, 0 0.5

(0) 1

x
y y x

y

y


    


 

 

取步长 0.1h  . 

17 

1

1

( , )

( , )

1
( )

2

p n n n

c n n p

n p c

y y hf x y

y y hf x y

y y y






  


 

  

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xn yn y( xn) xn yn y( xn) 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

1.0959 

1.1841 

1.2662 

1.3434 

1.4164 

1.0954 

1.1832 

1.2649 

1.3416 

1.4142 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

1.0 

1.4860 

1.5525 

1.6153 

1.6782 

1.7379 

1.4832 

1.5492 

1.6125 

1.6733 

1.7321 

可以类似证明改进欧拉法具有2阶精度。 

18 
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 改进欧拉法算法实现 

（1）计算步骤 

       ① 输入        , h , N 

       ② 使用以下改进欧拉法公式进行计算 

 

 

 

    

       ③ 输出      ，并使 

           转到 ② 直至n > N 结束。  

0 1,x x

1

1

( , )

( , )

1
( )

2

p i i i

c i i p

i p c

y y hf x y

y y hf x y

y y y






  


 

  


1 1,x y
1 0 1 0,x x y y 

19 
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1

0 , , 0

( ), ( ) (1)

            ( , , )

n

n n

n

n

n

n

x x nh h

y y x y x

y y h x y h

 









若一种数值方法 对于固定的 当 时,

有 其中 是 的准确解，则称该方

对单步

法是

法

定义.

收敛的。

6、单步法的收敛性 

设 ( , )f x y 关于 y 满足利普希茨条件，则欧拉法，改进欧拉法都

是收敛的。 20 

定理：假设单步法具有 p 阶精度，即局部截断误差为
1( )pO h 
，且增量 ( , , )x y h  

关于 y 满足利普希茨条件： 

( , , ) ( , , )x y h x y h L y y     

又设初值 0y 是准确的，则整体截断误差为 

( ) ( )p

n ny x y O h   
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练 习 

7-1. 用梯形方法求解初值问题 

' 0, 0 1

(0) 1,

y y x

y

   




取步长h=0.1,并与精确解y=e-x相比较. 

的阶.     

  7-2. 确定两步方法 

1 1 1 1

1
( ) (4 3 )

2 4
n n n n n n

h
y y y f f f       
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7-3 用欧拉法求解初值问题 

' ,

(0) 0,

y ax b

y

 


  

7-4  用改进欧拉法求初值问题 
2 sin 0

(1) 1

y y y x

y

   


 ， 

要求取步长 h＝0.2,试计算 y(1.2)及 y(1.4)的近似值. 

（小数点后至少保留 5 位） 
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(1) 导出近似解 n
y 的近似表达式； 

(2) 证明正体截断误差为
21

2
 ( )

n n
y x y anh . 


