
第6章 环和域

具有两种运算的代数结构
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6.1  环和域的基本概念

定义 6.1.1（环） 设R为某种元素组成的一个非空集合，若在R内定义

两种运算（通常表示为加法“+”和乘法“⋅”），R中所有元

素满足以下条件： 
1．R关于加法“+”构成一个 Abel 群； 
2．R关于乘法“⋅” 构成一个半群； 
3．分配律成立： , ,a b c R∀ ∈ ，有 

( )a b c a b a c⋅ + = ⋅ + ⋅ ，( )b c a b a c a+ ⋅ = ⋅ + ⋅ 。 
则称R关于“+”和“⋅”形成一个环(Ring)，记作( , , )R   +   ⋅ ，
通常在不混淆的情况下省略“+”和“⋅”，用R来表示一个环。
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关于环的概念我们需要注意以下几点： 

（一）环的定义中的运算“+”与“⋅”是抽象运算，不一定是我们通常

在整数中定义的加法和乘法。 

（二）当环R中的运算“⋅”满足交换律时，我们称环R为交换环。 

（三）当环 R 中存在元素 e ，使得对环 R 中任意一个元素 a 都有

e a a e a⋅ = ⋅ = 时，我们称e为环R的单位元，并且称环R为含单

位元的环。 

（四）通常在不会混淆时，a b⋅ 简记为ab； 
加法单位元一般记作 0，称为零元；乘法单位元一般记作 1。 
同样这里 0 和 1 也是抽象元，不同于整数 0 和整数 1。 
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（五）由环的定义及群的幂运算，易得环的如下性质： 

( )
( ) ( )

n m n m

n m nm

n n n

a a a
a a
ab a b

+⎧ ⋅ =
⎪

=⎨
⎪ =⎩ 仅交换环成立

， 

( )

( )

na ma n m a
n ma nm a
n a b na nb

+ = +⎧
⎪ ⋅ = ⋅⎨
⎪ + = +⎩

。 

（六）设a是有单位元 1 的环R中的任意一个元素，如果存在b R∈ ，使

1ab = （ 1ba = ），则称b为a的一个右逆元（左逆元），记为 1
ra−（ 1

la− ）；

如果a既有右逆元 1
ra− ，又有左逆元 1

la− ，则它们一定相等，因为 
1 1 1 1 1 1 1 11 ( ) ( )r r l r l r l la a a a a a aa a e a− − − − − − − −= ⋅ = = = = ， 

此时称a有逆元，记为 1a− 。 
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（七）设R是一个具有单位元 1 的交换环，我们来定义其中的素元或不可约元：

, , 0a b R b∈ ≠ ，如果存在c R∈ ，使得a bc= ，则称b整除a，记作 |b a。
b叫做a的因子，a叫做b的倍元。 

对 ,a b R∈ ，如果存在可逆元c R∈ ，使a bc= ，则称a和b为相伴的。 

若b是a的因子，但和a不是相伴的，则b称为a的真因子。 

若a不是可逆元、零元，且除可逆元外没有其它真因子，则称a为素元或

不可约元。 
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（八）环R中的零元与其它元素之间的乘法已由环中的分配律给出： 

( ) ( )ab a b c c a b c ac= − + = − +  ⇒ ( )a b c ab ac− = −  

( ) ( ( )) ( )ba b a b b a b b a ba ba+ − = + − = − = −  ⇒ ( )b a ba− = −  

同理 ( )b a ba− = − ，( )( )b a ba− − =  

0 ( ( )) ( ) ( ) 0a b b a ba b a ba ba⋅ = + − ⋅ = + − = + − =   

0 ( ( )) ( ) ( ) 0a a b b ab a b ab ab⋅ = ⋅ + − = + − = + − =    

0 (0 0) 0 0a a a a⋅ = + ⋅ = ⋅ + ⋅   ⇒ 0 0a⋅ =  
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例 1 在通常意义的加法、乘法运算下， , , ,Z Q R C均构成环，且是交换环，

加法单位元 0 即为数 0，乘法单位元 1 即为数 1。 

例 2 对任意正整数n，在模n加法和模n乘法运算下， nZ 是一个交换环，

其加法单位元 0 为数 0，乘法单位元 1 为数 1。 

在整数环中，任意非零元的乘积都不会为 0，这一性质对一

般的环不一定成立：事实上，当n是合数时，设 
n ab=  

为n的一个非平凡分解，则环 nZ 中， 
0, 0a b≠ ≠ ，而 mod 0a b n n⋅ = = 。 
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定义 6.1.2 a ,b为环R中两个非零元，如果 0ab = ，则称a ,b为零因子。

定义 6.1.3 含有单位元的交换环，若没有零因子，则称之为整环。 

例 3 , , ,Z Q R C均为整环。 

定义 6.1.4 如果一个环中的非零元全体在乘法运算“⋅”下构成群，则称

该环为除环（或斜域）。 

定义 6.1.5（域）可交换的除环称为域。 

例 4 , ,Q R C均为域，而Z 不是域。 

例 5 任一整环至少含有两个元素：0，1。 2 {0,1}F = 关于模 2 加法及乘

法运算即构成二元域。 
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由环，除环，域的定义易知，它们具有如下的包含关系：
 

环含单位元的环除环域

域一定是整环： 
 

若                0ab = 且 0a ≠ ， 
则a一定存在逆元 1a− ，从而 1 10 0a ab a− −= = ， 
即                     0b = 。 

反过来，整环却不一定是域，对于有限整环我们有以下结论。
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定理 6.1.1 有限整环一定是域。 

证明：利用有限性证明R中的每个非零元都有逆元。 
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有限群，子群以及群的阶的概念均可以直接推广到环和域。

定义 6.1.6 一个环（域）如果包含有限个元素，则称其为有限环

（有限域）。元素的个数称为该环（域）的阶。 

定义 6.1.7 设R（F ）为一个环（域），R′（F ′）为R（F ）的

一个非空子集，若R′（F ′）关于R（F ）的运算“+”

“⋅”构成一个环（域），则称R′（F ′）为R（F ）

的一个子环（子域），也记作R R′ ≤ （F F′ ≤ ）。 
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对于环R及其子环R′而言，它们的零元是同一个元素 0，
而乘法单位元则不同，它们的乘法单位元不一定是同一个，甚

至还可以没有。 

例 6 环 {( , ) | , }R a b a b Z= ∈ ，其加法和乘法定义如下： 
( , ) ( , ) ( , )a b a b a a b b′ ′ ′ ′ ′+ = + + ， 

( , ) ( , ) ( , )a b a b a a b b′ ′ ′ ′∗ = ⋅ ⋅ ， 
其中“＋”与“⋅”为 Z 中的加法与乘法。该环的乘法单位元为(1,1)

考虑其子集 {( ,0) | }R a a Z′ = ∈ ，事实上该子集是环R的一个子环，

该子环的乘法单位元为(1,0)。 
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例 7 (1) 整数环Z 具有乘法单位元 1，而其子环{ | , 1}nk k Z n∈ > 没有乘

法单位元。 

(2) 易知实数域上的所有方阵
0 0
x y⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

关于矩阵加法和乘法构成环，该

环无单位元，但是由所有
0

0 0
x⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

构成的子环有单位元
1 0
0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

对于域F 及其子域F ′而言，它们具有相同的加法单位元 0 和乘法单位元 1 
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定义 6.1.8 设R是一个环，对R中任意元a，如果存在一个最小的

正整数 n使得 0na = ，则称环 R 的特征为 n，记为

( )char R n= 。如果这样的正整数不存在，则称环R的

特征为 0，记为 ( ) 0char R = 。 
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定理 6.1.2 设R为一整环，则 ( ) 0char R = 或 ( )char R p= ，

其中 p为一素数。 

证明：R为一整环，则1 R∈ ， 1< >为( , )R    + 的循环子群。 
对 1< >或为无限子群或为有限子群分别进行讨论。 
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注：(1) 整环R的加法群中每一非零元的阶或都为无穷，或都为一素数；

(2) 整环R的特征即为单位元“1”在R的加法群中的阶。 

推论 6.1.2 域的特征不为零，则为素数。 

推论 6.1.2′ 有限域的特征必为一素数。 
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定理 6.1.3 在特征为素数 p的含有单位元的交换环R中，对任意 ,a b R∈
及任意自然数m，有 

( )
m m mp p pa b a b+ = + ，( )

m m mp p pa b a b− = − 。 
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6.2  理想和商环

定义 6.2.1 设 I 为环R的一个子环，如果对任意a I∈ ，r R∈ ，

有 ,ar I ra I∈ ∈ ，则称 I 为环R的一个理想，也记

作 I R< 。 
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例 1 {0}和R本身显然是环R的理想，{0}称为零理想，

R本身称为单位理想，它们通称为平凡理想。 

例 2 由交换环R元素a生成的理想为 
( ) { | , }I a ra na r R n Z= = + ∈ ∈ 。 

因为包含a的理想一定包含所有倍元ra和 a na± =∑ ，

从而包含所有的和ra na+ 。 

又易验证{ | , }ra na r R n Z+ ∈ ∈ 构成R的一个理想，所以

( )a 是包含a的最小理想。 

当环R有单位元“1”时，由元素a生成的理想为 
( ) { | }a ra r R= ∈ 。 

因为此时有 ( 1) ( 1)ra na ra n a r n a r a′+ = + ⋅ = + ⋅ = 。 

例如整数环Z，它有单位元“1”，其理想( )n 就是由所有n的倍数组成。
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定义 6.2.2 由一个元素生成的理想称为主理想。 

环R的理想 I 也将环R分成不相交的陪集，我们称之为模 I 的同余类。

环R中的元素a模 I 的同余类记为   [ ] { | }a a I a i i I= + = + ∈ 。 
若 [ ]b a∈ ，我们形式上记为             moda b I≡ 。 

可以验证环R模 I 的同余类的集合关于下面定义的运算构成环： 
[ ] [ ] [ ]Ra b a b+ = +  
[ ] [ ] [ ]Ra b a b⋅ = ⋅  

易知上述“+”和“⋅”的定义和代表元的选取无关： 

事实上，若 moda s I≡ ， modb t I≡ ，则存在 ,i j I∈ ，使 

Rs a i= + ， Rt b j= + ， 

从而有        
 
 
即[ ] [ ] [ ] [ ]a b s t+ = + ，[ ] [ ] [ ] [ ]a b s t⋅ = ⋅ 。 

( ) [ ]R R R R Rs t a b i j a b+ = + + + ∈ +

[ ]R R R R R R R R Rs t a b a j b i i j a b⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ∈ ⋅

“0” [0]=I,    -[a]=[-a]
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定义 6.2.3 环R模 I 的同余类的全体关于上述定义的运算“+”“⋅”
构成环，称之为环R关于理想 I 的商环，记为 /R I 。 

例 3 整数环Z关于理想( )n 的同余类的全体 /( )Z n 为Z关于( )n 的商环。

/( )Z n 的元素为 
[0] 0 ( )n= + ， 
[1] 1 ( )n= + ， 

M 
[ 1] 1 ( )n n n− = − + 。  

若 p为素数，则商环 /( )Z p 形成一个域。 
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定义 6.2.4 设 ,R R′是两个环， :f R R′→ 为一个映射，如果 f 满足

(1) ,a b R∀ ∈ ，有 ( ) ( ) ( )f a b f a f b+ = + , 
(2) ,a b R∀ ∈ ，有 ( ) ( ) ( )f ab f a f b= , 

则称 f 为环同态。如果 f 是单射，则称 f 为单同态；如

果 f 是满射，则称 f 为满同态；如果 f 是一一映射，则

称 f 为同构。 
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定理 6.2.1 (环的同态基本定理)设 :f R R′→ 是一个满同态，

则同态核 ker( ) { | ( ) 0}f r R f r= ∈ = 为环 R 的一

个理想，且 / ker( )R f R′≅ 。设ϕ为R到 / ( )R Ker f
的自然同态，即 ( ) ker( )r r fϕ = + ，则存在

/ ker( )R f 到R′的同构σ ，使 f σϕ= 。 

环的同态也是它们的加法群之间的同态。这里定义的

核与作为加法群的同态而定义的核是一致的。 

因此，ker( )f 是R的加法群的一个子群，且 f 是单射

当且仅当ker( ) {0}f = 。 
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映射可将一个代数结构所具有的结构传递给一个原本没有代数结构的集合。

例：R为环， f 为R到集合S 上的一个一一映射，则我们可以利用

f 在S 上导出一个环结构，使得S 成为一个环结构。 

令 1 2,s s S∈ ， 1 2,r r 为由 f 唯一决定的R中的元，即 

1 1( )f r s= ， 2 2( )f r s= ， 

由此可以定义 

1 2s s+ 为 1 2( )f r r+ ， 

1 2s s⋅ 为 1 2( )f r r 。 

可以验证S 关于以上定义的“+”“⋅”构成一个环，称为 f 导出的环。

定义 6.2.5 设 p为素数， {0,1, , 1}pF p= −L ， f 为 /( )Z p 到 pF 的映射，定义为

([ ]) ,f a a=  0,1, , 1a p= −L 。 则 pF 嵌入到由 f 导出的域结构，成

为一个有限域，称为 p阶 Galois 域，也记为 GF(p)。 
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群同态的同态像是群，群同态将单位元映射为单位元，逆元映射为逆元。

环同态的同态像是环，环同态将零元素 0 与任意元素a的负元映射到零

元素及负元，若环有单位元，则环同态将单位元也映射到单位元。 

环R的一些性质，有些可以传给它的商环，有一些则不能。 
例如，环R有单位元，则其商环也有单位元，如整数环Z有单位元 1，

而其商环 /( )Z n 有单位元1； 
整数环Z是整环，但是其商环 /( )Z n 不一定是整环。 
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定义 6.2.6 环R中的一个理想P称为环R的一个素理想，是指

对任意 ,a b R∈ ，若ab P∈ ，则a P∈ 或b P∈ 。 

定义 6.2.7 环R中的一个理想M 称为环R的一个极大理想，是指

若有R的理想 I ，M I R⊂ ⊆ ，则 I R= ，即R中没有

包含理想M 的真理想。 
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定理 6.2.2 设R为含有单位元的交换环，则 
(1) R的理想M 为极大理想当且仅当 /R M 为域。 
(2) R的理想P为素理想当且仅当 /R P为整环。 
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推论 6.2.2 R为含有单位元的交换环，则R的每一个极大理想都是素理想。

证明：注意到域一定是整环，因此由定理 6.2.2 直接可得命题结论。 

M 为R的极大理想⇔ /R M 为域 

/R M 为整环⇔ M 为R的素理想 

例 4 我们知道当 p为素数时， /( )Z p 为域。 
事实上，( )p 是Z的极大理想，也是Z 的素理想。 

若( ) ( )p I a⊆ = ，则 |a p， 由 p为素数知 1a = 或a p= ， 

即 I Z= 或 ( )I p= ，因此，( )p 是Z的极大理想。

若 ( )ab p∈ ，则 |p ab， 由 p为素数知 |p a或 |p b， 

即 ( )a p∈ 或 ( )b p∈ ，因此，( )p 是Z的素理想。
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定义 6.2.8 若环R的所有理想都是主理想，则称环R为主理想环。

定理 6.2.3 R为主理想整环，则 /( )R a 为域当且仅当a为R的一个素元 
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6.3  多项式环

设R是一个环，x是不属于环R的一个符号，n是任意非负整数，形如 
1

1 1 0
n n

n na x a x a x a−
−+ + + +L ， ia R∈  

的形式和，叫作系数属于环R的x的多项式，或叫作环R上的x的多项式。

其中x称为环R上的不定元， 
i

ia x 叫作该多项式的i次项， 

ia 叫作i次项的系数。 
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1
1 1 0[ ] { ( ) | , }n n

n n iR x f x a x a x a x a a R n N−
−= = + + + +  ∈ ∈L

0 0
( ) , ( )

n n
i i

i i
i i

f x a x g x b x
= =

= =∑ ∑
( ) ( )f x g x=  ⇔  ,0i ia b i n= ≤ ≤ 。 

定义 [ ]R x 中的加法“+”和乘法“⋅”如下： 

0

( ) ( ) ( )
n

i
i i

i

f x g x a b x
=

+ = +∑ ， 

为定义乘法，记
0 0

( ) , ( )
n m

i j
i j

i j
f x a x g x b x

= =

= =∑ ∑ ，定义 

0
( ) ( )

n m
k

k
k

f x g x c x
+

=

⋅ = ∑ ， 

其中

0 ,0

k i j
i j k

i n j m

c a b
+ =

≤ ≤ ≤ ≤

= ∑ 。 
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定义 6.3.1 [ ]R x 关于上述加法运算“+”和乘法运算“⋅”
构成的环称为环R上的多项式环。 

[ ]R x 中所有系数均为零的元素称为零多项式，记为 0（0
表示零多项式或环R中零元视情况而定），它是 [ ]R x 中

的加法零元， ( )f x 的加法逆元为 

0

( ) ( )
n

i
i

i

f x a x
=

− = −∑ . 
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定义 6.3.2 设
0

( )
n

i
i

i
f x a x

=

= ∑ ， 0na ≠ ，则称多项式 ( )f x 的次

数为n，记为deg( ) deg( ( ))f f x n= = 。 na 称为 ( )f x
的首系数。若环R含有单位元 1，则将首系数为 1
的多项式称为首一多项式。约定deg(0) = −∞。 

例 1 3 5 2 [ ]x x Z x+ + ∈          次数为 3，首系数为 1； 
6 4

55 3 2 1 [ ]x x x Z x+ + + ∈    次数为 4，首系数为 3。 



2012-11-3 6.3 多项式环 34

定理 6.3.1 设 , [ ]f g R x∈ ，则 
 

deg( ) max{deg( ),deg( )}f g f g+ ≤ ， 
 

deg( ) deg( ) deg( )fg f g≤ + 。 
 
当R为整环时，有deg( ) deg( ) deg( )fg f g= + 。 
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例 2 多项式环 [ ]Z x 中， 3
1( ) 5 2f x x x= + + ， 2

2 ( ) 5 1f x x x= − + ，

我们有 1deg( ) 3f = ， 2deg( ) 2f = ，易知 
3 2

1 2( ) ( ) 3f x f x x x+ = + + ， 
5 4 3 2

1 2( ) ( ) 5 6 23 5 2f x f x x x x x x= − + − − + ， 

1 2 1 2deg( ) 3 max{deg( ),deg( )}f f f f+ = = ， 

1 2 1 2deg( ) 5 deg( ) deg( )f f f f= = + 。 

再考虑多项式环 6[ ]Z x 中， 3
1( ) 3 2 1g x x x= + + ， 2

2 ( ) 2 5g x x= + ， 
我们有 1deg( ) 3g = ， 2deg( ) 2g = ，易知 
 3 2

1 2( ) ( ) 3 2 2g x g x x x x+ = + + ， 
3 2

1 2( ) ( ) 2 4 5g x g x x x x= + + + ， 

1 2 1 2deg( ) 3 max{deg( ),deg( )}g g g g+ = = ， 

1 2 1 2deg( ) 3 deg( ) deg( ) 5g g g g= < + = 。 
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定理 6.3.2 设R为一整环，则多项式环 [ ]R x 也是一个整环。 
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定理 6.3.3 设R为一整环，则多项式环 [ ]R x 中的可逆元就是R中的可逆元。

例 3 整数环Z 是一整环，其中的可逆元仅有整数 1 和 1− ， 
则多项式环 [ ]Z x 中的可逆元仅有零次多项式 1± 。 
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整数环Z 上的多项式环 [ ]Z x 就是我们通常说的整系数多

项式，在实际当中用到较多的还有域上的多项式环，以下我

们就考虑域F 上的多项式环。 

定义 6.3.4 设 ( ), ( ) [ ]f x g x F x∈ ， ( ) 0g x ≠ 。若存在 [ ] [ ]q x F x∈ ，

使 ( ) ( ) ( )f x g x q x= ，则称 ( )g x 整除 ( )f x ，记作

( ) | ( )g x f x 。 ( )g x 叫作 ( )f x 的因式， ( )f x 叫作 ( )g x 的

倍式。否则称 ( )g x 不能整除 ( )f x ，记作 ( ) | ( )g x f x/ 。
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定义 6.3.5 设 ( ) [ ]f x F x∈ ， ( )f x 非常数。若有 1 2( ), ( ) [ ]g x g x F x∈
使得 1 2( ) ( ) ( )f x g x g x= , 则 1( )g x 或 2 ( )g x 为常数（0 次

多项式），那么称 ( )f x 为多项式环 [ ]F x 中的不可约多项

式，或 [ ]F x 中的素元。 

例 5 2 2 [ ]x Q x+ ∈ 是不可约的， 
但 2 2 [ ]x C x+ ∈ 是可约的，因为在复数域C上的多项式环 [ ]C x 中

我们有 
2 2 ( 2)( 2)x x i x i+ = − + 。 

注：多项式是否可约与所在的代数结构有密切关系。
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定理 6.3.4 设 ( ), ( ) [ ]f x g x F x∈ ， ( ) 0g x ≠ ，则存在多项式

( ), ( ) [ ]q x r x F x∈ ，使 
( ) ( ) ( ) ( )f x q x g x r x= + ， 

其中deg( ) deg( )r g< . 

定理 6.3.5 （唯一因式分解定理）设 [ ]f F x∈ ，deg( ) 0f > ，

则必有 
1 2

1 2
see e

sf cp p p= L ， 
其中c F∈ ， 1, , sp pL 为 [ ]F x 中互不相同的首一不

可约多项式， (1 )ie i s≤ ≤ 均为正整数，并且若不计

不可约因式的次序，这个分解式是唯一的。 
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例 6 5 3 2
7( ) 3 6 2 1 [ ]f x x x x F x= + + + ∈ ， 2

7( ) 2 5 [ ]g x x F x= + ∈ ，

下面我们利用多项式的长除法来求 7( ), ( ) [ ]q x r x F x∈ ，使

( ) ( ) ( ) ( )f x q x g x r x= + ： 

3

2 5 3 2

5 3

3 2

3

2

2

5 1
2 5 3 6 2 1

3 4

2 2 1
2 5

2 2 1
2 5

2 3

x x
x x x x

x x

x x
x x

x x
x

x

  + +   
+ + + +

+   

+ +

+

  + +    

    +   

   +

从而 3( ) 5 1q x x x= + + ， ( ) 2 3r x x= + ，

deg( ) 1 deg( ) 2r g= < = 。 
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定理 6.3.6 域F 上的多项式环 [ ]F x 为主理想整环。 
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定理 6.3.7 设 ( ) [ ]f x F x∈ ，则 [ ]/( ( ))F x f x 为域当且仅当

( )f x 为域F 上的不可约多项式。 

同 /( )Z n 类似， [ ] /( ( ))F x f x 中的元即为次数小于 ( )f x 的次数的所有F 上

的多项式，其中的加法、乘法运算分别为模多项式 ( )f x 的加法和乘法运算。

若 pF F= ， ( )deg f n= ，则| [ ] /( ) | n
pF x f p= 。 
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例 7 设 2
2( ) 1 [ ]f x x x F x= + + ∈ ，则 ( )f x 在 2F 上是不可约的，由

定理 6.3.7 知 2[ ]/( )F x f 构成一个具有 2
2| [ ]/( ) | 2 4F x f = = 个

元素的域，其元素及元素间的运算表如下： 

2[ ] /( ) {[0],[1],[ ],[ 1]}F x f x x= +

 

+  [0] [1] [x] [x+1]

[0] 

[1] 

[x] 

[x+1] 

[0] 

[1] 

[x] 

[x+1] 

[1] 

[0] 

[x+1]

[x] 

[x] 

[x+1]

[0] 

[1] 

[x+1]

[x] 

[1] 

[0] 
 

⋅ [0] [1] [x] [x+1]

[0] 

[1] 

[x] 

[x+1]

[0]

[0]

[0]

[0]

[0] 

[1] 

[x] 

[x+1]

[0] 

[x] 

[x+1]

[1] 

[0] 

[x+1]

[1] 

[x] 

[0]是零元，                    [1]是单位元 
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定义 6.3.6 设 ( ) [ ]f x F x∈ ， Fα ∈ ，若 ( ) 0f α = ，则称α 是 ( )f x 的一个根。

定理 6.3.8 设 ( ) [ ]f x F x∈ ， Fα ∈ ，则α 是 ( )f x 的一个根

当且仅当( ) | ( )x f xα− 。 

若 ( ) [ ]f x F x∈ 在域F 上有根，则 ( )f x 在F 上一定可约，反过来则不一定成立，

但对于F 上的 2 次和 3 次多项式，我们有以下结论。 
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定理 6.3.9 设 ( ) [ ]f x F x∈ ， ( )f x 的次数等于 2 或 3，则 ( )f x 为域F 上

的不可约多项式当且仅当 ( )f x 在F 上没有根。 
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例 8 例 7 中 2
2( ) 1 [ ]f x x x F x= + + ∈ 为 2F 上的不可约多项式，因为 

(0) (1) 1 0f f= = ≠ ， 
即 ( )f x 在 2F 上没有根。 

2
3( ) 1 [ ]f x x F x= + ∈ 为 3F 上的不可约多项式，因为 
(0) 1 0f = ≠ ， (1) (2) 2 0f f= = ≠  

即 ( )f x 在 3F 上没有根。 

4 2
2( ) 1 [ ]f x x x F x= + + ∈   
(0) (1) 1 0f f= = ≠ ，  

但是 4 2 2 2( ) 1 ( 1)f x x x x x= + + = + +  
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利用定理 6.3.8，我们可以将定理 2.4.6 作一推广，得到

关于域上多项式的根的个数的一个重要结论： 

定理 6.3.10 设 ( ) [ ]f x F x∈ ，deg( )f n= ，则 ( )f x 在F 上最多

有n个不同的根。 

定义 6.3.7 设 ( ) [ ]f x F x∈ ， Fα ∈ ，正整数 2k ≥ ，若( ) | ( )kx f xα− ，

而 1( ) | ( )kx f xα +− / ，则称α 为 ( )f x 的k重根，简称重根。

定义 6.3.8 设 1
1 1 0( ) [ ]n n

n nf x a x a x a x a F x−
−= + + + + ∈L ，称 

    1 2
1 1( ) ( 1) [ ]n n

n nf x na x n a x a F x− −
−′ = + − + + ∈L  

为 ( )f x 的一阶导数。 
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推论 6.3.11 设 ( ) [ ]f x F x∈ ，若 Fα ∈ 为 ( )f x 的k重根，则α 为 ( )f x′ 的 1k − 重根。

推论 6.3.11′设 ( ) [ ]f x F x∈ ，若( ( ), ( )) 1f x f x′ = ，则 ( )f x 没有重根。 

定理 6.3.11 设 ( ) [ ]f x F x∈ ，则 Fα ∈ 为 ( )f x 的重根当且仅当

α 既是 ( )f x 的根又是 ( )f x′ 的根。 
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定义 6.3.9 设 1 2, , , nf f fL 为域F 上n个不全为零的多项式，首一多项式

( ) [ ]d x F x∈ 称为 1 2, , , nf f fL 的最大公因式，是指 ( )d x 满足： 
(1) ( ) | ( )id x f x ，1 i n≤ ≤ ； 
(2) 若有 ( ) [ ]h x F x∈ ， ( ) | ( )ih x f x ，1 i n≤ ≤ ，则 ( ) | ( )h x d x 。

记 1 2( ) gcd( , , , )nd x f f f= L 。 
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定理 6.3.12 设 1 2, , , nf f fL 为域F 上n个不全为零的多项式，

则存在 1 2, , , [ ]nb b b F x∈L ，使得 

1 2 1 1 2 2gcd( , , , )n n nf f f b f b f b f= + + +L L 。 
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利用带余除法，我们同样可以得到以下求gcd( , ), , [ ]f g f g F x∈ 的

Euclid 算法。不失一般性，设 0g ≠ ， |g f/ ，我们如下不断使用带余除

法： 

1 1 1

2 1 2 2 1

1 3 2 3 3 2

2 1 1

1 1

0 deg( ) deg( )
0 deg( ) deg( )
0 deg( ) deg( )

0 deg( ) deg( )n n n n n n

n n n

f q g r r g
g q r r r r
r q r r r r

r q r r r r
r q r

− − −

− +

= + ≤ <
= + ≤ <
= + ≤ <

= + ≤ <

=

M M
 

其中 1 1 1, , , , , [ ]n nq q r r F x+ ∈L L ，由于deg( )g 是有限的，故经有限步后，

必有整数n使 1deg( )nr + = −∞。若最后一个非零余式 nr 的首系数为a，则
1gcd( , ) nf g a r−= 。 
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为求 1 2gcd( , , , )nf f fL ，可先求 1 2gcd( , )f f ，再求

1 2 3gcd(gcd( , ), )f f f ， 如 此 继 续 下 去 直 到 求 得

1 2gcd( , , , )nf f fL 。 

由定理 6.3.12 知，一定存在 , [ ]s t F x∈ 使得

gcd( , )f g sf tg= + 。为求s和t，同样可以利用 Euclid
算法的逆过程。 
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例 9 7 5 2
2( ) 1 [ ]f x x x x F x= + + + ∈ ， 4 2

2( ) [ ]g x x x x F x= + + ∈ ，

求gcd( , )f g ，并且求 , [ ]s t F x∈ 使得gcd( , )f g sf tg= + 。 

解：利用 Euclid 算法及其逆过程，可得 
7 5 2 3 4 2 4 2

4 2 3 2 3 2 3

4 2 3 2

1 ( 1)( ) 1 1 ( )
( 1)( 1) 1 ( 1)( ( 1) )

1 ( 1) 1 1 ( ) ( 1)( 1)

x x x x x x x x x x x
x x x x x x x x f x g
x x x x x x x x

+ + + = + + + + + = + + +

+ + = + + + + ↓↑ + + + +
+ = + ⋅ = + + + + + +

 

于是 
3 2 6 5 2gcd( , ) 1 ( 1) ( )f g x x f x x x g= = + + + + + , 

即 
3 2 1s x x= + + ， 6 5 2t x x x= + + 。 
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定义 6.3.10 当gcd( , ) 1f g = 时，称 f 和g互素。 

定义 6.3.11 设 1 2, , , nf f fL 为域 F 上 n 个非零多项式，首一多项式

( ) [ ]m x F x∈ 称为 1 2, , , nf f fL 的最小公倍式，是指 ( )m x 满

足： 
(1) ( ) | ( )if x m x ，1 i n≤ ≤ ； 
(2) 若有 ( ) [ ]h x F x∈ ， ( ) | ( )if x h x ，1 i n≤ ≤ ，则 ( ) | ( )m x h x 。

记 1 2( ) lcm( , , , )nm x f f f= L 。 
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定理 6.3.13 设 ( ), ( )f x g x 为域F 上两个非零多项式，则 
1 gcd( , )lcm( , )a fg f g f g− = ， 

其中a为多项式 fg的首系数。 

根据定理 6.3.13，我们可以由gcd( , )f g 来求解lcm( , )f g 。 
对于多个元的最小公倍式，同样利用 

1 2 1 2 1lcm( , , , ) lcm(lcm( , , , ), )n n nf f f f f f f−=L L  

来求。 


