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第第44章章 原根和指数原根和指数

原根和指数 
 

高次同余方程 (mod )kx a n≡  
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4.1  4.1  原根原根

设 1n ≥ ，( , ) 1a n = ，是否有正整数d 使得 1(mod )da n≡ ？ 

定义 4.1.1 设 1n ≥ ，( , ) 1a n = ，使得 1(mod )da n≡ 成立的最小正

整数d ，称为a对模n的阶，记作 ( )n aδ 。 
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定理 4.1.1 设n为正整数，( , ) 1a n = ，若 1(mod )da n≡ ，

则 ( ) |n a dδ 。 

推论 4.1.1 设n为正整数，( , ) 1a n = ，则有 ( ) | ( )n a nδ ϕ 。 

定义 4.1.2 当 ( ) ( )n a nδ ϕ= 时，称a是模n的原根。 
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例 1 10n = ，取模 10 的一个缩系{1,3,7,9}， 因为 
11 1(mod10)≡ ； 

2 3 43 9(mod10),3 7(mod10),3 1(mod10)≡ ≡ ≡ ； 
27 9(mod10),≡ 37 3(mod10),≡ 47 1(mod10)≡ ； 

29 1(mod10)≡ ; 
所以 

10 10 10 10(1) 1, (3) 4, (7) 4, (9) 2δ δ δ δ= = = = ， 
它们都是 (10) 4ϕ = 的因子，且 3 和 7 均是模 10 的原根。

例 2 8n = ，取模 8 的一个缩系1,3,5,7， 因为 
1 2 2 21 1(mod8),3 1(mod8),5 1(mod8),7 1(mod8),≡ ≡ ≡ ≡  

所以 

8 8 8 8(1) 1, (3) 2, (5) 2, (7) 2δ δ δ δ= = = = ， 
而 (8) 4ϕ = ，故而模 8 没有原根。 
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定理 4.1.2 (1) 若 (mod )a b n≡ ，( , ) 1a n = ，则 ( ) ( )n na bδ δ= 。 
 

(2) 若( , ) 1a n = ， (mod )k la a n≡ ，则 (mod ( ))nk l aδ≡ 。 
 
(3) 若( , ) 1a n = ，则 ( ) 10 11 , , , n aa a aδ −= L 这 ( )n aδ 个数模n两

两不同余，特别当a是模n的原根时，这 ( ) ( )n a nδ ϕ=
个数是模n的一组缩系。 

 
(4) 设 1a− 是a模n的逆，则 1( ) ( )n na aδ δ− = 。 
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例 3 求 11(3)δ 和 11(2)δ 。 

解：由定理 4.1.1， 11(3) | (11) 10δ ϕ = ，故只需对 10 的因子 1,2,5,10
进行验证。因为 

13 3(mod11)≡ ， 23 9(mod11)≡ ， 53 243 1(mod11)≡ ≡ ， 
所以 11(3) 5δ = 。 

同理，因为 
12 2(mod11)≡ ， 22 4(mod11)≡ ， 52 32 10(mod11)≡ ≡ ，

102 1(mod11)≡ ， 
所以 11(2) 10 (11)δ ϕ= = ，即 2 是模 11 的一个原根。 

考察 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 92 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 2                ,  ， 

确为模 11 的一个缩系，同余于 
1, 2, 4, 8, 5, 10, 9, 7, 3, 6                  。 
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定理 4.1.3 设 1
12 slll

sn p p= L ，其中 0, 1il l≥ ≥ ，而 1, , sp pL 是不相

同的奇素数，则 
(1) 当 2l ≥ 并且 4n ≠ 时，模n没有原根；  
(2) 当 2s ≥ 时，模n没有原根。 

(1) 令 2ln m= ，其中m为奇数。分别讨论 2l = 和 3l ≥ 的情形。 

对 3l ≥ 的情形需要利用
22 1(mod 2 )

l la
−

≡ ，可数学归纳法证明。

证明：构造一个严格小于 ( )nϕ 的整数 x，使得对任意( , ) 1a n = 有 
1(mod )xa n≡ 。 

(2) 2s ≥ 时，可取正整数 1 2,n n ，使得 1 2n n n= ，而 1 2,n n 均含奇

素因子并且 1 2( , ) 1n n = 。利用 1( )nϕ 和 2( )nϕ 均为偶数来完成

证明。 
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定理 4.1.3 告诉我们，若模n存在原根，则 
2,4, ,2l ln p p= ， 

其中 p为奇素数，l N +∈ . 

对 2,4, ,2l ln p p= 是否一定存在原根却不得而知。 

对 2,4n = ，我们容易验证1, 1− 分别是模 2 和模 4 的原根 
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定理 4.1.4 设( , ) 1a n = ，则 ka 对模n的阶为
( )

( , ( ))
n

n

a
k a
δ
δ

，特别有 ka 对

模n的阶为 ( )n aδ 的充分必要条件是( , ( )) 1nk aδ = ，从而
( ) 11, , , n aa aδ −      L 中共有 ( ( ))n aϕ δ 个数对模 n 的阶为

( )n aδ ，特别地，若模n有原根，则原根共有 ( ( ))nϕ ϕ 个。
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例 4 设 11n = ，则 (11) 10ϕ = 的所有因子为 1,2,5,10。由 
1 22 2(mod11),2 4(mod11),≡ ≡  5 102 10(mod11),2 1(mod11),≡ ≡  
可知 2g = 为模 11 的一个原根。 

根据定理 4.1.4，模 11 的一个缩系中，对于 10 的每个正因子d , ig

模 11 阶为d 的充分必要条件是
10

( ,10)
d

i
= ，因此 

模 11 阶为 1 的有 (1) 1ϕ = 个，它是 102 ( 10)i = ，即 1； 

模 11 阶为 2 的有 (2) 1ϕ = 个，它是 52 ( 5)i = ，即 10； 

模 11 阶为 5 的有 (5) 4ϕ = 个，它是 2 4 6 82 ,2 ,2 ,2 ( 2,4,6,8)i = ，即 4，
5，9，3； 

模 11 阶为 10 的有 (10) 4ϕ = 个，它是 1 3 7 92 ,2 ,2 ,2 ( 1,3,7,9)i = ，即 2，
8，7，6； 

(11) 10ϕ = ，所以模 11 的原根为 1 3 7 92 ,2 ,2 ,2 ，即 2，8，7，6。
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定理 4.1.5 对于每个素数 p，均存在模 p的原根。 
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引理 4.1.6 设 p为奇素数，若整数u满足 1
11pu t p− = + ，其中整数 

1 0(mod )t p≡/ ，则 ( ) 1
lp l

lu t pϕ = + ，其中 0(mod )lt p≡/ 。 
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推论  4.1.6 设 p 为奇素数，若整数u满足 1
11pu t p− = + ，其中整数

1 0(mod )t p≡/ ，则 n N +∀ ∈ 有 

  ( ) 1(mod )
np nu pϕ ≡ ， 

而         ( ) 11(mod )
np nu pϕ +≡/ 。 
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引理 4.1.6′ 设 0g 为模 p的一个原根，则 t Z∀ ∈ ，n N +∈ , 0g tp+ 模 np 的阶δ 满足

(1) | ( )npδ ϕ ； 
(2) ( 1) |p δ− 。 
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定理 4.1.6 设 p为奇素数， 2,l l N +≥ ∈ ，模 lp 必有原根。
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例 5 求模 411 的一个原根。 

解：利用定理 4.1.6 的证明知， 0 011g g t= + 为模 411 的一个原根，其中 

g为模 11 的一个原根， 
11 2

0(11 1) 0(mod11)m g t−+ − ≡/ ， 
k满足 11 1 1 11g m− = + 。 

取 2g = ，由 
102 1 11 93= + ×  

知 93m = 。 
取 993 10 2 0(mod11)t+ ⋅ ≡/ 的一个解 

0 1t = ， 
则 

0 2 11 1 13g = + × =  

是模 411 的一个原根。 
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定理 4.1.7 设 p为奇素数， 0g 为模 ( )lp l N +∈ 的原根，则 0 0, lg g p+ 中必

有一个为奇数，且这个奇数就是模2 lp 的原根。 
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例 6 2 为模 3 的原根，由于 
3 1 22 1 3 1(mod3 ),1 0(mod3)− ≡ + × ≡/ ， 

所以由定理 4.1.6 的证明知 2 亦为模3 ( 2)l l ≥ 的原根。 
又由定理 4.1.7 知 

2 3 5+ =  
为模2 3 6× = 的原根， 

22 3 11+ =  
为模 22 3 18× = 的原根。 



20122012--1111--33 4.1 4.1 原根原根 1919

定理 4.1.8 设n为正整数，则 
模n有原根 1,2,4, ,2l ln p p⇔ = ，其中 p为奇素数，l N +∈ 。 

若模n有原根，则原根共有 ( ( ))nϕ ϕ 个。 
如果g是模n的一个原根，那么模n的全部原根为 

{ |1 ( ),( , ( )) 1}ig i n i nϕ ϕ≤ ≤ = ， 
我们还可记 i

ig g= ，这时 1 ( ),( , ( )) 1i n i nϕ ϕ∀ ≤ ≤ =  
0 1 ( ) 1, , , n

i i ig g g ϕ −      L  
均构成模n的缩系。 
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例 7 求模 43 的原根。 

解：43 是一个素数，我们通过试算来求解它的原根。 
(43) 42 2 3 7ϕ = = × × ，其因子 d＝1,2,3,6,7,14,21,42。 

先求 2 模 43 的阶：因为 
22 4(mod 43)≡ ， 32 8(mod 43)≡ ， 62 21(mod 43)≡ ，

72 1(mod 43)≡ − ， 142 1(mod 43)≡ ， 
所以 43(2) 14δ = 。 

再求 3 模 43 的阶：同样，因为 
23 9(mod 43)≡ ， 33 16(mod 43)≡ − ， 43 5(mod 43)≡ − ，

143 7(mod 43)≡ − ， 213 1(mod 43)≡ − ， 
所以 43(3) 42δ = ，即 3 为模 43 的一个原根。 

由此及定理 4.1.8，模 43 的所有原根为 
{3 |1 42,( ,42) 1}i i i≤ ≤ = 。 
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在例 7 的基础之上，我们还可以求模43 ,2 43 ( 1)l l l⋅ > 的原根。 
先求 423 对模 243 1849= 的剩余，并将之表示成1 43k+ ⋅ 的形式。具体

步骤如下： 

4 23 81 5 2 43(mod 43 )≡ ≡ − + ×  
8 2 23 ( 5 2 43) 5 (5 4 43)(mod 43 )≡ − + × ≡ × − ×  

16 2 2 2 23 5 (5 4 43) 5 (25 3 43)(mod 43 )≡ × − × ≡ × + ×  
20 4 16 2 2 23 3 3 ( 5 2 43) (5 (25 3 43)) 5 (4 11 43)(mod 43 )≡ × ≡ − + × × × + × ≡ × − ×  

21 2 23 3 (5 (4 11 43)) 1 43(mod 43 )≡ × × − × ≡ − −  
42 2 23 ( 1 43) 1 2 43(mod 43 )≡ − − ≡ + ×  

由于43 | 2/ ，所以 3 为模43l的原根。 
又 3 为奇数，由定理 4.1.7 知 3 亦为模2 43l⋅ 的原根。 
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4.2  4.2  指数指数

当模n有原根g时， 
1 ( ) 11, , , ng gϕ −L  

为模n的一个缩系，从而对每个与n互素的整数a，必定存在唯

一的整数 (0 ( ))k k nϕ≤ < ，使得 
(mod )ka g n≡ 。 

这样以来，当模n有原根g时，通过原根g， 
模n的缩系 

与 
模 ( )nϕ 的完系 

之间就建立了一一对应。 
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定义 4.2.1 整数k叫作a对模n以原根g为底的指数，如果 (mod )ka g n≡

并且0 ( )k nϕ≤ < ，其中( , ) 1,a n n N += ∈ 。记作 gk ind a= ，在

不混淆的情况下，可简记为inda。 

例 1 模 11n = ， 2g = 是模 11 的一个，则 0 1 10 12 ,2 , ,2 −L 为模 11 的缩系。由 

01 2 (mod11)≡ ， 12 2 (mod11)≡ ， 
24 2 (mod11)≡ ， 38 2 (mod11)≡ ， 
45 2 (mod11)≡ ， 510 2 (mod11)≡ ， 
69 2 (mod11)≡ ， 77 2 (mod11)≡ ， 
83 2 (mod11)≡ ， 96 2 (mod11)≡  

可以得到 1,2,3,4,5,6,7,8,9 对模 11 以 2 为底的指数。为清楚起见，我

们将其列表如下： 
 
 a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ind2(a) 0 1 8 2 4 9 7 3 6 5 

指数表
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定理 4.2.1 设g是模n的原根，( , ) ( , ) 1a n b n= = ，则 

(1) (mod )gind ag a n≡ ； 
(2) (mod ) (mod ( ))h kg g n h k nϕ≡ ⇔ ≡ ； 
(3) ( ) (mod ( ))g g gind ab ind a ind b nϕ≡ + ； 

(4) 对每个正整数m有 ( ) (mod ( ))m
g gind a m ind a nϕ≡ ⋅ 。 
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给定 , , ( )gn g ind a 时，可以利用快速指数算法计算出
( ) (mod )gind aa g n= ， 

但是给定 , ,n g a时，要计算相应指数 ( )gind a 则非常困难。

这就是所谓的离散对数问题。 
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定理 4.2.2 设 1 2,g g 是模n的两个不同的原根，( , ) 1a n = ，则 

2 2 11( ) ( )(mod ( ))g g gind a ind g ind a nϕ≡ ⋅ 。 
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定理 4.2.3 设g是模n的原根，( , ) 1nα = ，则
( )( )

( , ( ))n
g

n
ind n

ϕδ α
α ϕ

= 。
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定理 4.2.4 设g为模n的一个原根， 0, | ( )d d nϕ> ，则模n以d 为阶的整数为：

( )

(mod )
ni

dg n
ϕ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠ ，其中1 ,( , ) 1i d i d≤ ≤ = ； 

这就意味着在模n的一个缩系中，以d 为阶的元素有 ( )dϕ 个。 
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定义 4.2.2 设( , ) 1a n = ， 2k ≥ . 如果同余方程 (mod )kx a n≡ 有解，则

称a是模n的k次剩余；否则称a是模n的k次非剩余。 

定理 4.2.5 设模n存在原根， 2k ≥ ，g是模n的一个原根，( , ) 1a n = ，则

(1) 同余方程 (mod )kx a n≡ 有解 
( )

( , ( ))( , ( )) | ( ) 1(mod )
n

k n
gk n ind a a n

ϕ
ϕϕ⇔ ⇔ ≡ ； 

(2) 若(1)中条件成立时，则同余方程 (mod )kx a n≡ 模n共有

( , ( ))k nϕ 个解； 

(3) 模n的缩系中恰有
( )

( , ( ))
n

k n
ϕ
ϕ

个k次剩余。 
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例 2 解同余方程 8 38(mod11)x ≡ 。 

解：不难验证 2 是模 11 的一个原根，由例 1 中模 11 的指数表 
 

 
 
 
及38 5(mod11)≡ 易知 

2 238 5 4ind ind= = ， 
故原同余方程等价于 

 

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ind2(a) 0 1 8 2 4 9 7 3 6 5 

28 4(mod10)ind x ≡ ， 

再由例 1 中的指数表可查得 8,3(mod11)x ≡ ，这就是原同余方程的解。

因为(8,10) 2 | 4= ，所以该一次同余方程模 10 有两个解，易知其解为

2 3,8(mod10)ind x ≡ ， 
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例 3 解同余方程6 8 9(mod13)x⋅ ≡ 。 

解：易验证 2 是模 13 的一个原根，构造指数表如下： 
 

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
ind2a 0 1 4 2 9 5 11 3 8 10 7 6 

  

由此原同余方程可化为 

2 2 26 8 9(mod12)ind x ind ind+ ⋅ ≡ ， 
5 3 8(mod12)x+ ≡ ， 

易知 1(mod 4)x ≡ 为上述同余方程的解，从而 
1(mod 4)( 0)x x≡ ≥  

为原同余方程的解。 


