
第二章同 余

同余理论是初等数论的堂奥，包含
了数论特有的思想和方法。

同余理论在密码学，特别是公钥密
码学中有重要的应用。
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2.1 同余基本概念与性质

由整数的带余除法可知，如果n为正整数，则 a Z∀ ∈ ，有唯一的一组整数q以

及r ，使得 

a qn r= + ，其中0 r n≤ < 。 

由a与r 的对应关系，我们可以建立一个满射 

: {0, 1, , 1}f Z n→       −L ， 

记 

{ : , ( ) }rA x x Z f x r= ∈ = ，其中0 r n≤ < ，r N∈ . 

显然有： 
1

0

n

r
r

A Z
−

=

=U ； 0 i j n∀ ≤ ≠ < ， i jA A = ∅I 。 
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定义 2.1.1 设n N +∈ ， 1 2,a a Z∈ ， i i ia q n r= + ，其中 ,i iq r Z∈ ，0 ir n≤ < ， 1 2i = 或 ，

如果 1 2r r= ，我们称 1 2,a a 模n同余。这时记为 1 2 (mod )a a n≡ 。 

两个等价定义： 

 

定义 2.1.1 '  设n N +∈ ，如果 2 1| ( )n a a− ，我们称整数 1 2,a a 模n同余。 

定义 2.1.1 ''  设n N +∈ ，如果 k Z∃ ∈ ，使得 2 1a a kn= + ，我们称整数 1 2,a a 模n同余。 
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定理 2.1.1 同余关系是一种等价关系，即它满足以下三条性质： 

(1) 自反性 (mod )a a n≡ ； 

(2) 对称性 如果 (mod )a b n≡ ，则 (mod )b a n≡ ； 

(3) 传递性 如果 (mod )a b n≡ ， (mod )b c n≡ ，则 (mod )a c n≡ 。 
 

同余的一些简单性质
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定理 2.1.2 设m N +∈ ，若 (mod )a b m≡ ， (mod )c d m≡ ，k Z∈ ， 

(1) 则有 (mod )a c b d m+ ≡ + ，特别地有 (mod )a k b k m+ ≡ + 。 

(2) 则有 (mod )ac bd m≡ ，特别地有 (mod )ak bk m≡ 以及 n N +∀ ∈ ， (mod )n na b m≡ 。

(3) 若 1 0( ) n
nf x a x a x a= + + +L ， 1 0( ) n

ng x b x b x b= + + +L 为整系数多项式，并且

0 i n∀ ≤ ≤ ， (mod )i ia b m≡ ，则 1 2 (mod )x x m∀ ≡ ，有 1 2( ) ( )(mod )f x g x m≡ 。 

(4) 若n为非零整数，则有 (mod ) (mod )a b m an bn nm≡ ⇔ ≡ 。 

(5) 若 |n m ，则 (mod )a b n≡ 。  特别地，若 l N +∈ ， (mod )la b m≡ ，则有

(mod )a b m≡ 。 
 

减
乘

加
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定理 2.1.3 设m N +∈ ， 1 i n∀ ≤ ≤ ， im N +∈ ， 

(1) 若 (mod )a b m≡ ，则 ( , ) ( , )a m b m= ； 

(2) 1 i n∀ ≤ ≤ ， (mod )ia b m≡ ⇔ 1(mod[ , , ])na b m m≡ L 。 

(1) 注意到可设a b sm= + ， s Z∈ 。 
 

证明：

(2) 利用同余的定义和最小公倍数的性质。 
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为了求解形如 (mod )ax b m≡ 这样的同余方程，我们建立下述定理。 

定理 2.1.4 设m N +∈ ， 

(1) 若k Z∈ ， (mod )ak bk m≡ ，则 (mod )
( , )

ma b
k m

≡ ， 

特别地，若 ( , ) 1k m = ，则 (mod )a b m≡ ； 

(2) 若a Z∈ ， ( , ) 1a m = ，则在模m的意义下存在唯一的整数 1a− ，使得 
1 1 1(mod )aa a a m− −= ≡ 。 

 

证明：(1) 利用同余的定义及整除的性质。 

(2) 先证存在性，再证唯一性。 
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我们把满足 1(mod )ax xa m= ≡ 的整数称为a模m的逆元（简称a的逆）。 

定理 2.1.4 '  设m N +∈ ，若( , ) 1a m = ，则a在模m的意义下存在唯一的逆元； 

若( , ) 1a m ≠ ，则a没有模m的逆元。 

推广的Euclid算法
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前述的性质并不十分困难，但却是重要的。我们可以举出如下的例证： 

整系数多项式同余方程 1 0 0(mod )n
na x a x a m+ + + ≡L 是同余理论中的一个核

心课题，从前述的基本性质中，我们至少可以推知以下的认识： 

(1) 若 0x 为 ( ) 0(mod )f x m≡ 的解，则 0 (mod )y x m∀ ≡ ，都有 ( ) 0(mod )f y m≡ ，也就

是整系数多项式同余方程的解数是模的意义下的； 

(2) 一次同余方程 (mod )ax b m≡ ，在 ( , ) 1a m = 时的解为 1 (mod )a b m− ， 

此时解数在模m的意义下为 1； 

(3) 若 ( , ) 1nm a = ，则     1 0 0(mod )n
na x a x a m+ + + ≡L  

与          1 1 1 1
1 1 0 0(mod )n n

n n n nx a a x a a x a a m− − − −
−+ + + + ≡L  

是同解方程； 

(4) 若 l N +∈ , ( ) 0(mod )lf x m≡ 的解必为 ( ) 0(mod )f x m≡ 的解，这就为探讨解的

结构提供了一种可能性。 
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下面我们运用集合的语言刻画同余这一关系，引入同余类的概念。 

对于整数 i，记 { : , (mod )}i x x Z x i n= ∈ ≡ 。 

定义 2.1.2 我们把每个集合 i 叫作模n的一个同余类。 

如果 ( , ) 1i n = ，这样的同余类叫模n的缩同余类。 
 

由定义易知： 

    (1) 模n至多有n个两两不同的同余类，它们的并集就是Z ； 

(2) 由定理 2.1.3(1)知，缩同余类 i 中每个整数均与n互素； 
 

(3) 缩同余类的个数即为0,1,2, , 1n −L 这n个数当中与n互素的数的个数，

我们把这个数表示成 ( )nϕ ，叫作 Euler 函数。 
 



2012-11-3 2.1 同余基本概念与性质 11

例 1 (1) 8n = ，模n有 8 个两两不同的同余类 

0,1, 2, 3, 4, 5, 6,7， 

其中有 4 个缩同余类 

1, 3, 5,7， 

这时 (8) 4ϕ = 。 

(2) 7n = ，模n有 7 个两两不同的同余类 

0,1, 2, 3, 4, 5, 6， 

其中有 6 个缩同余类 

1, 2, 3, 4, 5,6， 

所以 (7) 6ϕ = 。 

一般地，若 p为素数，则模 p共有 1p − 个缩同余类1,2, , 1p −L ，即 ( ) 1p pϕ = − 。
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恰当的分类能够促使人们更好地研究事物的特性，这一看法将在后续的内容中不断

地得以印证。作为一个例子，我们来看如何通过恰当的分类获得 Euler 函数的一个性质。

定理 2.1.5 求证：对任意正整数n有
| , 0

( )
d n d

d nϕ
>

=∑ 。 

证明：设m是1,2,3, ,nL 中任意一个数，我们可以按照 ( , )m n 的不同对1,2, ,nL 进行分类。

注意此时，        

n的正因子的个数即为所得的类的个数； 

各类中正整数的个数之和即为n。 

 

对各类中正整数的个数进行计数即可。 
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取 20n = ，则下表给出整数集{1,2,3, ,20}L 按照其与 20 的最大公

约数进行的分类： 

 

d a: (a,20)=d 

1 1，3，7，9，11，13，17，19

2 2，6，14，18 

4 4，8，12，16 

5 5，15 

10 10 

20 20 
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定义 2.1.3 n个整数 1 2, , , na a aL 叫作模n的完全剩余系（简称完系），是指 

1 2, , , na a aL 彼此模n不同余。 

( )nϕ 个整数 1 2 ( ), , , nb b bϕL 叫作模n的既约剩余系（简称缩系），是指

1 2 ( ), , , nb b bϕL 彼此模n不同余，且均与n互素。 

由同余类、完系、缩系的定义，我们有 

定理 2.1.6 设m N +∈ ， ,a b为模m的同余类，则有 

(mod )a b a b m= ⇔ ≡ 。 
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定理 2.1.7 设 2m ≥ ，m N +∈ ，( , ) 1n m = ， 

{ :1 ( )} { :1 1,kr k m l l mϕ≤ ≤ = ≤ ≤ − ( , ) 1}l m =且 ， 

则有 

(1) 1 2,a a 为模m的两个不同的同余类⇔ 1 2,na na 为模m的两个不同的同余类。

(2) 1, , ma aL 为模m的一个完系⇔ 1, , mna naL 为模m的一个完系； 

           1 ( ), , ma aϕL 为模m的一个缩系⇔ 1 ( ), , mna naϕL 为模m的一个缩系。 

(3) 1, , ma aL 为模m的一个完系⇔ 1{ , , } {0, , 1}ma a m= −L L ； 

           1 ( ), , ma aϕL 为模m的一个缩系⇔ 1 ( ) 1 ( ){ , , } { , , }m ma a r rϕ ϕ=L L 。 

(4) 1, , ma aL 为模m的一个完系⇔ 1{ , , } {0, , 1}mna na m= −L L ; 

           1 ( ), , ma aϕL 为模m的一个缩系⇔ 1 ( ) 1 ( ){ , , } { , , }m mna na r rϕ ϕ=L L 。 
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例 2 (1) 6n = 时， 

0,1,2,3,4,5为模 6 的完系，对应的 

0,1,2,3,4,5是模 6 的全部 6 个同余类； 

7,2,3,10,5,6为模 6 的完系， 

7,2,3,10,5,6是模 6 的全部 6 个同余类。 

1,5为模 6 的缩系，对应的 

1,5是模 6 的全部 (6) 2ϕ = 个缩同余类； 

7,5为模 6 的缩系，对应的 

7,5是模 6 的全部 (6) 2ϕ = 个缩同余类。 
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(2) 11n = 时， 

11,1,13,3,15,5, 5,7,19,9,21− 为模 11 的完系，而对应的 

11,1,13,3,15,5, 5,7,19,9,21− 是模 11 的全部 11 个同余类； 

由于 3 和 11 互素，所以 

3 11,3 1,3 13,3 3,3 15,3 5,3 ( 5),3 7,3 19,3 9,3 21× × × × × × × − × × × ×  

也为模 11 的完系，对应的则有 

3 11,3 1,3 13,3 3,3 15,3 5,3 ( 5),3 7,3 19,3 9,3 21× × × × × × × − × × × ×  

也是模 11 的全部 11 个同余类。 

1,13,3,15,5, 5,7,19,9,21− 为模 11 的缩系，对应的 

1,13,3,15,5, 5,7,19,9,21− 是模 11 的全部 (11) 10ϕ = 个缩同余类； 

由于 2 和 11 互素，所以 

2 1,2 13,2 3,2 15,2 5,2 ( 5),2 7,2 19,2 9,2 21× × × × × × − × × × ×  

亦为模 11 的缩系，对应的则有 

2 1,2 13,2 3,2 15,2 5,2 ( 5),2 7,2 19,2 9,2 21× × × × × × − × × × ×  

为模 11 的全部 (11) 10ϕ = 个缩同余类。 
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定理 2.1.8（Wilson 定理）若 p为素数，则 ( 1)! 1(mod )p p− ≡ − 。 

证明：当 2p = 时结论显然成立。 

当 3p ≥ 时，对于每个a，1 1a p≤ ≤ − ，考虑其唯一的逆 1 1,1 1a a p− −≤ ≤ − 。
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例 3 11p = 时，在1,2,3,4,5,6,7,8,9,10中，只有 

1 1 10 10 1(mod11)× ≡ × ≡ ， 

这意味着1,10模 11 的逆元均为本身；而 

2 6× ≡ 3 4× ≡ 5 9× ≡ 7 8 1× ≡  (mod11)， 

即 2,3,4,5,6,7,8,9分成
11 3 4

2
−

= 对：2 和 6，3 和 4，5 和 9，7 和 8，每对

数模 11 互为逆元。 



2012-11-3 2.1 同余基本概念与性质 20

下面我们定义同余类的加法以及乘法，并揭示出其可能的代数结构。

定义 2.1.4 设 ,a b为模m的同余类，定义加法（“⊕”）为 

1 1a b a b⊕ = + ， 

其中 1a a∈ ， 1b b∈ ；定义乘法（“� ”）为 

1 1a b a b=� ， 

其中 1a a∈ ， 1b b∈ 。 

由同余的性质以及定理 2.1.6 知上述的定义与 1 1,a b 的选择无关。 

定理 2.1.9 设 1 ( ), , ma aϕL 为模m的一个缩系，则有 

(1) 1 ( ), { , , }mx y a aϕ∀ ∈ L ，有 1 ( ){ , , }mx y a aϕ∈� L ； 

(2) 1 ( ){ , , }mx a aϕ∀ ∈ L ，有 1
1 ( ){ , , }mx a aϕ

− ∈ L 。 
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设 1, , pa aL 为模素数 p的一个完系，则在集合 1{ , , }pa aL 中，同余类的加法满足：

I(1) 可交换              a b a b b a b a⊕ = + = + = ⊕ ； 

I(2) 可结合   ( ) ( ) ( ) ( )a b c a b c a b c a b c a b c a b c⊕ ⊕ = + + = + + = + + = ⊕ + = ⊕ ⊕ ； 

I(3) 存在零元          10 { , , }pa a∃ ∈ L ， a∀ ，有 0 0a a a⊕ = ⊕ = ； 

I(4) 存在负元       a∀ ， 1{ , , }pa a a∃− ∈ L ，使得 0a a a a⊕ − = − ⊕ = 。 

同余类乘法满足： 

II(1) 可交换                      a b ab ba b a= = =� � ； 

II(2) 可结合       ( ) ( ) ( ) ( )a b c ab c ab c a bc a bc a b c= = = = =� � � � � � ； 

II(3) 存在单位元           11 { , , }pa a∃ ∈ L ， a∀ ，有 1 1a a a= =� � ； 

II(4) 非零元有逆元 

0a∀ ≠ ，由于 ( , ) 1a p = ，故存在 1a− 使得 1 1 1(mod )aa a a p− −= ≡ ，所以 
1a−∃ 使得 1 1 1a a a a− −= =� � 。 
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乘法对于加法还满足： 

III(1) 左分配律 

( ) ( ) ( ) ( )a b c a b c ab ac ab ac a b a c⊕ = + = + = ⊕ = ⊕� � � ； 

III(2) 右分配律 

( ) ( ) ( ) ( )b c a b c a ba ca ba ca b a c a⊕ = + = + = ⊕ = ⊕� � � 。 
 

特殊地考虑 2p = 时的情形。 

    这时集合{0,1}中的加法，乘法的具体运算如下： 

0 0 0⊕ = ，0 1 1⊕ = ，1 0 1⊕ = ，1 1 0⊕ =  

0 0 0=� ，0 1 0=� ，1 0 0=� ，1 1 1=�  

这是元素最少的一个域。 
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如果设m N +∈ ， 1, , ma aL 为模m的一个完系，那么定义在 1{ , , }ma aL 中的同

余类的加法和乘法满足 

I(1), I(2), I(3), I(4), II(2), III(1), III(2)， 

这时构成了一个有限环。由于乘法还满足 II(1), II(3)，所以更确切地讲，它是一

个含单位元的有限交换环。 

如果只考虑 1{ , , }ma aL 以及定义在其中的加法运算，由于其满足 

I(2), I(3), I(4)， 

这时构成一个有限加法群。由于它还满足 I(1)，所以这个加法群是 Abel 群。 

如果 1 ( ), , ma aϕL 为模m的一个缩系，考虑 1 ( ){ , , }ma aϕL 以及定义在其中的乘法运

算，易知其满足 II(2), II(3)，由定理 2.1.9 可知 1 ( ){ , , }ma aϕL 对于乘法运算是封闭的并

且满足 II(4)，这时构成一个有限乘法群。由于它还满足 II(1)，所以这个乘法群是

Abel 群。 
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如果不产生歧义，我们可以用a b+ 替代a b⊕ ，用ab替代a b� 。 

例 4 10n = ，{1, 3,7,9}为模 10 的缩同余类集合，构造其乘法表如下： 

 

1  3  7  9

1

3

7

9

1  3  7  9

3  9  1  7

7  1  9  3

9  7  3  1

 

由上面的乘法表可以看到，1,9的逆元就是它们自身， 3和7互为逆

元。模 10 的同余类方程3 9X = 的解为 
19(3) 97 63 3X −= = = = 。 
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例 5 求解一次同余方程3 9(mod10)x ≡  

解：对于同余方程3 9(mod10)x ≡ 的求解，可在其两边同时乘上 3 模 10 的逆元 7，即

7(3 ) 7 9(mod10)x ≡ × ， 

可得 

21 63x ≡  (mod10)， 

即解为 3(mod10)x ≡ 。 
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例 6 求解一次同余方程60 7(mod37)x ≡ 。 

解：因为(60,37) 1= ，所以该同余方程有解。 

下面我们用两种方法来求解。 

方法一：利用推广的 Euclid 算法可求得 160 8(mod37)− ≡ − ,故而该同余方程的解为

7 ( 8) 56 18(mod37)x ≡ × − ≡ − ≡ 。 

方法二：由于 (60,37) 1= ，由前面的讨论知此时可以作除法，即 60 可以作分母，从

而 

7 7 37 44 11 11 2 37 85 17 17 37 54 18(mod 37)
60 60 60 15 15 15 3 3 3

x + + × +
≡ ≡ ≡ ≡ ≡ ≡ ≡ ≡ ≡ ≡  
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例 7 今天是 2004 年 9 月 8 日，星期三，问 22005天后是星期几？ 

解：按照星期的定义，问题可以转化为 22005 模 7 余几。 

由 2 32 4(mod7),2 8 1(mod7)≡ ≡ ≡ 知， 
2005 3 668 1 3 6682 2 (2 ) 2 2(mod7)× +≡ ≡ × ≡  

所以 22005 天后是星期五。 

 

在解决整除问题时，

同余符号的应用有时比整除符号更为方便。


