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基于三次均匀 Ｂ样条插值方法
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摘要：以型值点为已知条件，增加了４种可选的端点条件并利用三次均匀Ｂ样条特点组成线性方程计算机器人运动
轨迹控制点。通过调整插补的步长使运动轨迹遵循抛梯形加减速规律，以满足电机平稳加减速条件。通过仿真，验

证了算法的可行性。

关键词：机器人；轨迹插补；三次均匀Ｂ样条；预估校正
本文引用格式：赵秡沛，刘鹏飞，刘洋，等．基于三次均匀Ｂ样条插值方法在机器人轨迹插补中的应用［Ｊ］．兵器装备
工程学报，２０１９，４０（Ｓ２）：５２－５５．
Ｃｉｔａｔｉｏｎｆｏｒｍａｔ：ＺＨＡＯＰｅｎｇｐｅｉ，ＬＩＵＰｅｎｇｆｅｉ，ＬＩＵＹａｎｇ，ｅｔａｌ．ＣｕｂｉｃＵｎｉｆｏｒｍＢＳｐｌｉｎｅＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍＵｓｅｄｉｎ
Ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ’ｓＴｒａｊｅｃｔｏｒｙＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＯｒｄｎａｎｃｅＥｑｕｉｐｍｅｎｔＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１９，４０（Ｓ２）：５２－５５．
中图分类号：ＴＰ２４２ 文献标识码：Ａ 文章编号：２０９６－２３０４（２０１９）Ｓ２－００５２－０４

ＣｕｂｉｃＵｎｉｆｏｒｍＢＳｐｌｉｎｅＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍＵｓｅｄ
ｉｎＭａｎｉｐｕｌａｔｏｒ’ｓＴｒａｊｅｃｔｏｒｙＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

ＺＨＡＯＰｅｎｇｐｅｉ１，ＬＩＵＰｅｎｇｆｅｉ２，ＬＩＵＹａｎｇ１，３，ＺＨＵＬｅｉ１

（１．ＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓＰｒｏｐｕｌｓｉｏｎＲｅｓｅａｒｃｈＩｎｓｔｉｔｕｔｅＣｏ．，Ｌｔｄ．，Ｘｉ’ａｎ７１０００３，Ｃｈｉｎａ；
２．ＢｏｓｃｈＲｅｘｒｏｔｈ（Ｘｉ’ａｎ）ＥｌｅｃｔｒｉｃＤｒｉｖｅｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌＣｏ．，Ｌｔｄ．，Ｘｉ’ａｎ７１００１８，Ｃｈｉｎａ；
３．ＳｃｈｏｏｌｏｆＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，ＮｏｒｔｈｗｓｅｔｅｒｎＰｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌＵｎｉｖｅｒｃｉｔｙ，Ｘｉ’ａｎ７１００６５，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＴｈｅｃｕｂｉｃｕｎｉｆｏｒｍＢｓｐｌｉｎｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｕｓｅｄｔｏｇｅｎｅｒａｔｉｎｇｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ．
ＴｈｅｆｏｒｍｕｌａｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓｏｆｃｕｂｉｃｕｎｉｆｏｒｍＢｓｐｌｉｎｅｃｕｒｖｅｗａｓｄｉｓｃｏｕｒｓｅｄ．Ｓｏｍｅｃｕｒｖｅｐｏｉｎｔｓｓｈｏｕｌｄｇｉｖｅａｔ
ｆｉｒｓｔ，ｏｎｅｏｆｔｈｅｆｏｕｒｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｗａｓｂｅｎｅｆｉｔｔｏｃａｌｃｕｌａｔｅｏｕｔｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｐｏｉｎｔ．Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｍｅｅｔｔｈｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｓｍｏｏｔｈａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍｏｔｏｒ，ａｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｗａｓｕｓｅｄｔｏａｄｊｕｓｔｉｎｇｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｓｔｅｐｓｏ
ｔｈａｔｔｈｅｖｅｌｏｃｉｔｙｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｃｏｕｌｄｂｅａｔｈｒｏｗｉｎｇｔｒａｐｅｚｏｉｄａｌｃｕｒｖｅ．Ｔｈｒｏｕｇｈｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ，ｖｅｒｉｆｙｔｈｅｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙ
ｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ；ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ；ｃｕｂｉｃｕｎｉｆｏｒｍＢｓｐｌｉｎｅ；Ｐｒｅｄｉｃｔｏｒｃｏｒｒｅｃｔｏｒ

　　直线插补和圆弧插补是工业机器人基本功能，一般的轨

迹可由多条直线和圆弧来逼近［１－６］。然而，如果目标轨迹十

分复杂，要满足精度要求就需要将每一段直线和圆弧分的很

细，这样就会增加示教和编程的工作量。解决方法是：依据

机器人工具末端将要经过的路径点，在笛卡尔空间拟合出一

条轨迹，这条轨迹依次连续平滑的经过每个路径点，如图１

所示。三次均匀有理Ｂ样条曲线拟合方法可以很好的满足

这一要求，它具有局部修改特性、凸包性、对称性、三阶可微



等优点，参数表达形式简单计算量小，反算控制点相对容易，

适合计算机编程。

另外，通过视觉系统或者ＣＡＤ模型获得大量的轨迹点，

如果将这些轨迹点作示教点，程序量必然很大而且轨迹不够

平滑。利用三次均匀有理 Ｂ样条曲线拟合方法可以有效处

理这一问题：将大量轨迹点作为程序输入，用 Ｂ样条轨迹拟
合并进行更密集的细分插值，可以得到适合机器人运动的

轨迹。

图１　三次均匀有理Ｂ样条轨迹规划示意图

１　三次均匀Ｂ样条曲线

１．１　三次均匀Ｂ样条曲线表达式

依据机器人轨迹规划的实际需求，三次均匀有理Ｂ样条
包括以下几个要素：

１）型值点列：已知的路径点，记为｛ｐ１ｐ２… ｐｎ｝，其中每

个点的坐标为ｐｉ＝［ｘｉ　ｙｉ　ｚｉ］
Ｔ，ｉ＝１，２，…，ｎ，如图１所示。

２）控制点列：未知量，记为｛ｃ０ｃ１… ｃｎ＋１｝，其中每个点

的坐标为ｃｉ＝｛珋ｘｉ　珋ｙｉ　珋ｚｉ｝
Ｔ，ｉ＝０，１，…，ｎ＋１；

３）权因子列：给定量，每个控制点对应一个权因子，记
为ωｉ，ｉ＝０，１，…，ｎ＋１，它代表了控制点 ｃｉ对曲线走向的
影响；

４）样条曲线列：计算结果，记为｛Ｓ１Ｓ２… Ｓｎ－１｝，Ｓｉ由控
制点由ｃｉ－１、ｃｉ、ｃｉ＋１、ｃｉ＋２计算得出，表示型值点ｐｉ和ｐｉ＋１之间
的拟合曲线段；

拟合曲线段Ｓｉ是参变量ｕ的函数，其表达式为：

Ｓｉ（ｕ）＝
ＵｉＭＣ

Ｔ
ｉ

ＵｉＭΩ
Ｔ
ｉ

（１）

其中参数矩阵Ｕｉ＝［１　ｕｉ　ｕ
２
ｉ　ｕ

３
ｉ］，ｕｉ∈［０，１］，控制点阵

Ｃｉ＝［ωｉ－１ｃｉ－１　ωｉｃｉ　ωｉ＋１ｃｉ＋１　ωｉ＋２ｃｉ＋２］，权因子阵 Ωｉ＝
［ωｉ－１　ωｉ　ωｉ＋１　ωｉ＋２］，ｉ＝１，２，…，ｎ－１。Ｍ为三次均匀Ｂ
样条曲线的常系数矩阵：

Ｍ ＝ １６

１ ４ １ ０

－３ ０ ３ ０

３ －６ ３ ０

－１ ３ －











３ １

　　式（１）中，每一段拟合曲线段 Ｓｉ都有其独立的局部自变

量ｕｉ∈［０，１］，所有拟合曲线段顺序拼接成三次均匀有理 Ｂ

样条曲线。同样的，将每一段拟合曲线的局部自变量 ｕｉ∈
［０，１］依次拼接得到全局自变量。定义：ｔ∈［０，ｎ－１］是整条

拟合曲线的全局自变量，那么样条曲线列就可以表示为在全

局自变量下的分段函数：

ｔ＝ｕｉ＋ｉ－１

Ｓ（ｔ）＝Ｓｉ（ｔ－ｉ＋１）　ｉ＝ｉｎｔ（ｔ＋１） （２）

　　需要说明的是权因子的作用［７］，增大（减小）ωｉ导致曲

线拉向（推离）控制点 ｃｉ，并推离（拉向）除控制点 ｃｉ以外的

其他控制点。实际应用中，要改变三次均匀Ｂ曲线形状首先

改变控制点进行粗调，然后在调整权因子进行精调，使曲线

从整体到局部达到要求。

１．２　反算控制点

在机器人轨迹插补计算时，控制点是未知的，但可以由

型值点计算获得。有如下递推关系：

ωｉ－１ｃｉ－１＋４ωｉｃｉ＋ωｉ＋１ｃｉ＋１ ＝（ωｉ－１＋４ωｉ＋ωｉ＋１）ｐｉ（３）

其中ｉ＝１，２，…，ｎ。式中共有 ｎ个方程，但未知的控制点有

ｎ＋２个，所以反解控制点还需要补充两个条件。有四种边界

条件［７］的可以作为补充条件：

１）切失条件，端点处的切矢为已知条件

ω０ｃ０ ＝ｐ１＋
１
３ｐ′１

ωｎ＋１ｃｎ＋１ ＝ｐｎ＋
１
３ｐ′ｎ

式中ｐ１和ｐｎ端点处的型值点，ｐ′１和 ｐ′ｎ是端点处型值点的

切线矢量；

２）虚节点条件

２＋λ１
１＋２λ１

－５( )１２ω０ｃ０－７１２ω１ｃ１ ＝
１

１＋２λ１
［ｐ１＋（１＋λ１）ｐ２］－（ω０＋４ω１＋ω２）ｐ１

７
１２ωｎｃｎ＋

５
１２－

２＋λ１
１＋２λ( )

１

ωｎ＋１ｃｎ＋１ ＝

１
１＋２λ１

［（１＋λ１）ｐｎ＋ｐｎ－１］－（ωｎ－１＋４ωｎ＋ωｎ＋１）ｐｎ

　　通常，参数取λ１＝λｎ＝０．５。

３）自由端点条件，它是虚节点条件的特殊情况，λ１＝

λｎ＝０，此时曲线在型值点ｐ１和ｐｎ处的曲率为零。物理含义

是在起始时刻不受力矩的作用。

４）抛物线条件，它是虚节点条件的特殊情况，λ１＝λｎ＝

１，此时曲线在型值点ｐ１和ｐｎ处二阶导矢是前三个和最后三

个型值点所拟合抛物线的二阶导矢。

补充条件也可以交叉选择，如首端选择自由端点条件，

尾端选择抛物线条件。用追赶法求解这 ｎ＋２个方程组成的

方程组较为方便且易于计算机编程，乘除运算只有５ｎ＋１（ｎ

为型值点个数）次并且占用内存少，相关推导参考文献

［１０］。

３５赵秡沛，等：基于三次均匀Ｂ样条插值方法在机器人轨迹插补中的应用




２　插补算法

２．１　抛物线过渡型速度曲线
对于机电系统而言，突然的加减速会激励出很多频率成

分的信号，实际工程中应该避免这些信号的出现，可能导致

短时间的机械震动以及电流过载，这就要求电机或机器人遵

循平稳的加减速过程，常用的加减速过程有［２－６］：“梯形曲

线”、“指数曲线”、“Ｓ型曲线”以及“修正Ｓ型曲线”。
通过调整插补的步长可以实现插补速度控制，本文选用

“梯形速度曲线”［１１］，其数学表达式为：

Ｌ（ｔ）＝

１
２ａｔ

２，

　　　０≤ｔ《Ｔ１加速阶段

１
２ａＴ

２
１＋ｖｔ，

　　　Ｔ１≤ｔ＜Ｔ１＋Ｔ２匀速阶段

１
２ａＴ

２
１＋ｖＴ２＋ｖｔ－

１
２ａｔ

２，

　　　Ｔ１＋Ｔ２≤ｔ＜Ｔ１＋Ｔ２＋Ｔ３

















减速阶段

　　插补步长ΔＬ为：
１）加速阶段：ΔＬｊ＝（０．５＋ｊ）ａＴ

２，Ｔ为插补周期，ｊ＝０，

１，…，（ｉｎｔ）ｖａＴ
２）匀速阶段：ΔＬ＝ｖＴ
３）减速阶段：与加速阶段对称

２．２　预估和校正
依据插补步长可以计算出全局自变量 ｔ的步长，计算方

法分为两步：

１）预估：用前３个时刻采样点的线性组合预测下一时
刻的采样点，

ｔ^ｊ＋１ ＝
１
４（９ｔｉ－６ｔｊ－１＋ｔｊ－２） （４）

　　将 ｔ^ｊ＋１代入式可得相应的预估位置点 Ｓ^ｊ＋１，插补步长为

ΔＬ^ｊ＝｜Ｓ（^ｔｊ＋１）－Ｓ（ｔｊ）｜ （５）

　　２）校正：预估所得步长与希望步长ΔＬ^ｊ有偏差，做如下
评定

δ＝
｜ΔＬｊ－ΔＬ^ｊ｜

ΔＬｊ
×１００％ （６）

　　当δ在误差允许范围内时，认为 ｔ^ｊ＋１可以作为下一个插
补点；否则用公式继续迭代校正，直到满足误差要求。经大

量仿真表明，通常迭代一次即可使误差 δ缩小到１０－５量级，
满足插补实时性要求。

ｔｊ＋１ ＝
ΔＬｊ

ΔＬ^ｊ
ｔ^ｊ＋１＋ １－

ΔＬｊ

ΔＬ^( )
ｊ

ｔｊ （７）

　　初始的３个采样点用泰勒级数展开近似：ｔ０＝０、ｔ１＝ｔ０＋
ΔＬ０
ｘ２０＋ｙ

２
０＋ｚ槡

２
０

、ｔ２＝ｔ１＋
ΔＬ０
ｘ２０＋ｙ

２
０＋ｚ槡

２
０

，其中 ｘ０、ｙ０、ｚ０为Ｓ（ｔ）的

在ｔ＝０处的导数，ｘ１、ｙ１、ｚ１分别为Ｓ（ｔ）在ｔ＝ｔ１处的导数。
２．３　减速点的选取

判断何时开始进入减速阶段是问题的所在，采用曲线积

分计算出轨迹的周长以及梯形速度公式可以计算出减速点。

然而，这种方法计算过于复杂，不适合工程应用。

可以利用梯形速度曲线对称的特点解决这一问题：在加

速阶段插补的同时，利用步长对称的特点进行反向插补［７］：

构造一个与原样条曲线对称的新样条曲线Ｓ
～
（ｔ）＝Ｓ（ｎ－１－

ｔ）与原样条Ｓ（ｔ）一并进行预估－校正迭代，直到加速阶段结

束；记录加速阶段结束时刻新样条曲线Ｓ
～
（ｔ）的全局自变量，

记为ｔｓ，停止 Ｓ
～
（ｔ）的插补。原样条 Ｓ（ｔ）将进入匀速插补阶

段，而ｎ－１－ｔｓ就是原样条Ｓ（ｔ）的减速点。

３　仿真验证

对上述算法进行仿真验证，从螺旋线上选取４１个点作

为型值点，螺旋线的表达式如下，单位是ｃｍ：

ｘ＝２００ｃｏｓ（θ）＋８００

ｙ＝２００ｓｉｎ（θ）　０≤θ≤８π
ｚ＝１００θ／２π＋

{
３００

　　θ为在０～８π之间均匀选取的４１个点（包括端点）间距

是０．２π，“梯形曲线”的加速度 ａ＝３０ｃｍ／ｓ２，匀速度是２００

ｃｍ／ｓ，插补周期１ｍｓ，校正误差δ＝０．００１％，控制点的权因子

都选０．５，端点条件选择自由端点条件。笛卡尔空间插补曲

线如图２所示，图中的圆圈为型值点，黑色螺旋线是插补

轨迹。

图２　三次均匀Ｂ样条轨迹仿真曲线

　　图３是速度和加速度轨迹，仿真结果匀速度为２００ｃｍ／ｓ、

加速度为３０ｃｍ／ｓ２，和仿真设定值相同。图４和图５分别是

自由端点条件λ１＝λｎ＝０、抛物线端点条件λ１＝λｎ＝１、虚节

点条件λ１＝λｎ＝０．５和 λ１＝λｎ＝０．８四种附加条件下的插

补与原螺旋线，相比之下抛物线条件的差异较小，这是因为

螺旋线的起始和终止点曲率不为零，在这种特殊情况下，用

抛物线加速度做端点条件比其他三者更接近原轨迹的加速

度，但这并不能说明抛物线端点条件一定具有优势。为了提

高轨迹拟合精度，可以增加型值点的密集度。

４５ 兵 器 装 备 工 程 学 报 ｈｔｔｐ：／／ｓｃｂｇ．ｑｋｓ．ｃｑｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ／




图３　三次均匀Ｂ样条插补速度和加速度 图４　自由端点条件、抛物线端点条件下
拟合轨迹与原轨迹

图５　两种虚节点条件下拟合轨迹与原轨迹

４　结论

三次均匀有理Ｂ样条曲线拟合方法应用于机器人轨迹
插补问题中，可以解决一些实际工程问题，如降低编程量，轨

迹更加连续平滑等。由很多点构成的平滑轨迹由一条

ＭＯＶＢＳＰ指令代替，避免了 ＭＯＶＪ轨迹的不确定性和两条
ＭＯＶＪ指令衔接处的不确定性。
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