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基于渐近线选择的 ＴＤＯＡ定位算法
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摘要：提出了一种基于渐近线选择的ＴＤＯＡ定位算法。建立基于双曲线渐近线的定位模型，并对双曲线渐近线的斜
率表达式进行一阶泰勒级数展开，通过数学方法证明双曲线的离心率会对定位精度产生重要影响。在此基础上，引

入弹性函数设置阈值，选择合适的渐近线进行定位估计，减小了离心率接近于１的渐近线对定位结果的不良影响。
仿真结果表明，和同类型算法相比，该算法能够获得更好的定位精度。
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　　随着无线通信技术的快速发展以及人们对地理位置信
息需求的增加，基于到达时间差（ＴｉｍｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆＡｒｒｉｖａｌ，
ＴＤＯＡ）的无线定位技术在军事应用、空间探索、交通管理、紧
急救援等领域应用越来越广泛［１－２］。ＴＤＯＡ定位算法不需要
定位基站间保持时间同步，而且其抗干扰能力强、定位精度

相对较高、隐蔽性好，在目前蜂窝系统移动台定位中占据重

要位置［３－５］。

目前，常用的 ＴＤＯＡ定位算法主要包括 Ｃｈａｎ算法［６］、

Ｔａｙｌｏｒ级数算法［７］、Ｆａｎｇ算法［８］等。Ｃｈａｎ算法的优势在于
当测距误差较小时，定位精度较好，但当测距误差增大时，定

位精度会迅速降低；Ｔａｙｌｏｒ级数算法由于采用迭代运算，定位
精度受迭代的初始选择点影响较大；Ｆａｎｇ算法同样在测距误
差较大时性能会降低很多。近年来，许多基于ＴＤＯＡ的改进
定位算法被提出。文献［９］在常用的 Ｃｈａｎ算法中融入差分
演进算法，减小了测量噪声对定位精度的影响；文献［１０］将
加权最小二乘法应用在ＴＤＯＡ定位中，并利用阈值将坐标参



数和测量值分开，建立待求基站的线性方程；文献［１１］针对
Ｔａｙｌｏｒ级数算法中可能选择的较差初始值，使用衰减奇异值
分解法进行修正，使迭代算法的求解结果能够收敛到真实位

置，在低信噪比的情况下能有更好的定位精度。文献［１２］建
立了一种基于贝叶斯框架检测概率模型，通过该模型将ＴＯＡ
和ＴＤＯＡ测量值进行融合，实现目标定位。本文提出一种基
于渐近线选择的ＴＤＯＡ定位算法，通过计算离心率选择合适
的渐近线参与定位，提高了定位精度。

１　ＴＯＤＡ双曲线定位模型

１．１　基本原理

ＴＤＯＡ双曲线定位［１３］是通过测量无线信号从移动台到

两个不同基站所需的时间差，计算移动台的坐标。如图１所
示，利用测量得到的时间差，计算移动台 ＭＳ到两个基站
ＢＳ１，ＢＳ２的距离差，根据几何知识，ＭＳ位于以 ＢＳ１和 ＢＳ２为
焦点的双曲线上。如果要得到 ＭＳ的位置，还要求出 ＭＳ到
ＢＳ１和ＢＳ３的距离差，构建以ＢＳ１和ＢＳ３为焦点的双曲线，则
两条双曲线交于两点，根据先验知识，可以确定ＭＳ的位置。

图１　双曲线定位示意图

１．２　定位模型
假设二维平面上有 Ｎ个基站，ＢＳｉ和 ＢＳｊ分别表示第 ｉ

个和第ｊ个基站，则移动台ＭＳ到两个基站ＢＳｉ和ＢＳｊ的测量
距离差等于传播速度乘以测量时间差，由此可得：

ｒｉｊ＝ｃΔｔｉｊ＝ｒｉ－ｒｊ （１）
式（１）中：ｒｉ表示ＭＳ与 ＢＳｉ之间的测量距离；ｒｊ表示 ＭＳ与
ＢＳｊ之间的测量距离；ｒｉｊ表示ＢＳｉ和ＢＳｊ间的测量距离差；Δｔｉｊ
表示无线信号从ＭＳ分别到达ＢＳｉ和ＢＳｊ的时间差；ｃ表示信
号传播速度。

将ＭＳ的坐标记为（ｘ，ｙ），基站 ＢＳｉ的坐标记为（ｘｉ，ｙｉ），
另外，把ＢＳ１看作服务基站，可得：

ｒｉ１ ＝ｃΔｔｉ１ ＝ｒｉ－ｒ１ （２）
式（２）中：

ｒｉ＝ （ｘｉ－ｘ）
２＋（ｙｉ－ｙ）槡

２ （３）

　　令Ｋｉ＝ｘ
２
ｉ＋ｙ

２
ｉ，式（３）可变为：

－２ｘ（ｘｉ－ｘ１）－２ｙ（ｙｉ－ｙ１）＝ｒ
２
ｉ１＋２ｒｉ１ｒ１－Ｋｉ＋Ｋ１（４）

由式（４）可以得到一条双曲线，它的焦点坐标分别为（ｘ１，ｙ１）
和（ｘｉ，ｙｉ），并且ＭＳ处在该双曲线上。根据 Ｎ个基站，可以

得到Ｎ－１个Δｔｉ１测量值和Ｎ－１对双曲线。求解联立式（３）
所示的Ｎ－１个等式，即可求出ＭＳ的定位坐标。

在式（３）中，令ｘｉ１＝ｘｉ－ｘ１，ｙｉ１＝ｙｉ－ｙ１，可得：

ｘｉ１ｘ＋ｙｉ１＋ｒｉ１ ＝
１
２（Ｋｉ－Ｋ１－ｒ

２
ｉ１） （５）
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则式（４）可表示为：
Ａｒ＝Ｈ （６）

进而可以求出移动台ＭＳ的坐标。

２　基于双曲线渐近线的ＴＤＯＡ定位算法

在常用的ＴＤＯＡ算法中，Ｃｈａｎ算法在噪声较小时才能取

得较好的定位精度，Ｔａｙｌｏｒ级数算法的定位效果则受迭代初
始值得影响，当初始值误差较大时，算法的收敛性会大大降

低，影响定位效果。而以两个基站为焦点可以构成一对双曲

线，本节利用此双曲线的渐近线构造方程组进行定位。

如图２所示，在ＸＹ坐标系中，基站 ＢＳｉ和 ＢＳｊ的坐标记

为（ｘｉ，ｙｉ），（ｘｊ，ｙｊ），以ＢＳｉ和ＢＳｊ为焦点形成一对双曲线，用

Ｋｉｊ表示其渐近线的斜率，则该双曲线的渐进线为：

ｙ＝Ｋｉｊｘ－Ｋｉｊ（
ｘｉ＋ｘｊ
２ ）＋

ｙｉ＋ｙｊ
２ （７）

　　在图２中，α为 ＢＳｉ和 ＢＳｊ的连线和 Ｘ轴形成的夹角，η
表示ＢＳｉ和ＢＳｊ的连线和上述渐近线形成的夹角，则从图２

可知，该渐近线和Ｘ轴间的夹角大小为α＋η，并且：

α＝ａｒｃｔａｎ（
ｙｊ－ｙｉ
ｘｊ－ｘｉ

） （８）

图２　渐近线斜率求解示意图

　　假设在图２所示的 Ｘ′Ｙ′坐标系下，ＢＳｉ和 ＢＳｊ的坐标为

（－ｃ０，０）、（ｃ０，０），移动台 ＭＳ的位置坐标记为（ｘ′，ｙ′），ＭＳ

到ＢＳｉ和ＢＳｊ的传输时间差ＴＤＯＡ值记为Δｔｉｊ，信号传播速度

记为ｃ，则ＢＳｉ和ＢＳｊ间的距离表示为：

ｄｉｊ＝２ｃ０ （９）

　　可得到ＴＤＯＡ方程为：

３２２胡　荣，等：基于渐近线选择的ＴＤＯＡ定位算法
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ｃΔｔｉｊ＝ （ｘ′＋ｃ０）
２＋ｙ′槡

２－

（ｘ′－ｃ０）
２＋ｙ′槡

２ ＝２ｃ０ｃｏｓη （１０）
则η可表示为：

η＝±ａｒｃｃｏｓ（
ｃΔｔｉｊ
ｄｉｊ
） （１１）

　　以ＢＳｉ和 ＢＳｊ为焦点确定的双曲线渐近线倾斜角表
示为：

θｉｊ＝ａｒｃｔａｎ（
ｙｊ－ｙｉ
ｘｊ－ｘｉ

）±ａｒｃｃｏｓ（
ｃΔｔｉｊ
ｄｉｊ
） （１２）

θｉｊ的正切值就是该双曲线渐近线的斜率，即：
Ｋｉｊ＝ｔａｎθｉｊ （１３）

　　在ＸＹ坐标系下，ＭＳ的位置坐标记为（ｘ，ｙ），Ｎ个基站的
位置坐标记为ＢＳ１（ｘ１，ｙ１），ＢＳ２（ｘ２，ｙ２），…，ＢＳＮ（ｘＮ，ｙＮ）。把
基站ＢＳ１看作服务基站，可得双曲线的渐进线方程组为：

ＣＸ＝Ｄ （１４）
式中：
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　　在实际环境中，非视距等原因会导致出现误差，式（１４）
两端并不完全相等，式（１４）可改写为：

ＣＸ－Ｄ＝Ｅ （１５）
　　使用最小二乘法求解式（１５）所示的超定方程组，可以得
到较为精确的解，得：

ｆ（Ｘ）＝（ＣＸ－Ｄ）２ ＝（ＣＸ－Ｄ）Ｔ（ＣＸ－Ｄ） （１６）
　　式（１６）两端同时求导，并且令导数值为零，即：

ｄｆ（Ｘ）
ｄＸ ＝２ＣＴＣＸ－２ＣＤ＝０ （１７）

　　若ＣＴＣ是非奇异矩阵，可求得Ｘ为：
Ｘ＝（ＣＴＣ）－１ＣＴＤ （１８）

３　基于渐近线选择的ＴＤＯＡ定位算法

由式（１２）、式（１３）可以看出，渐近线的倾斜角与 Δｔｉｊ的

值有关，应用在实际环境中时，ＴＤＯＡ估计存在误差，并且移
动台ＭＳ和各个基站之间的测量距离差也存在误差εｉｊ，设实
际测量得出的ＭＳ和各个基站之间的距离差表示为：

珓ｒｉｊ＝ｃΔｔｉｊ＋εｉｊ （１９）
则渐近线的倾斜角测量结果表示为：
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　　对式（２０）右侧第二项进行泰勒级数展开，因为误差 εｉｊ
很小，这里仅展开到一阶导数部分，有：
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（２１）

　　由式（２０）、式（２１）可知，θ^ｉｊ的误差和式（２２）有很大关
系，即：
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（２２）

式（２２）中，ｄｉｊ／ｃΔｔｉｊ表示双曲线的离心率 ｅ，即 ｅ＝ｄｉｊ／

ｃΔｔｉｊ。则式（２２）可表示为：

ｎｉｊ＝
εｉｊ／ｃΔｔｉｊ
ｅ２－槡 １

（２３）

　　如果噪声εｉｊ不变，离心率 ｅ会对 ｎｉｊ的值产生重要影响。

当ｅ＞１并且接近１时，ｅ的微弱变化会引起 ｎｉｊ的剧烈变化；
当ｅ＜１时，计算结果为复数，此时应忽略该结果，重新选择
基站进行位置计算。

由以上分析，当 ｅ＞１并且越接近 １，即离心率的倒数

１
ｅ＜１并且越接近１时，ｅ的微弱变化会引起ｎｉｊ的剧烈变化。

为了减小测距误差影响，在计算过程中引入弹性函数［１４］。

弹性函数反应了函数 ｆ（ｘ）相对于 ｘ值变化的灵敏程度。
ｆ（ｘ）的弹性函数为：

ｆ（ｘ）＝ｘｆ′（ｘ）ｆ（ｘ） （２４）

　　利用弹性函数分析问题时，若条件数 Ｃｐ＝ ｆ（ｘ）≥１０，

则认为是病态状态，即 ｘ的微小误差会使 ｆ（ｘ）产生巨大
误差。

由式（１９），令ｆ（ｘ）＝ａｒｃｃｏｓｘ，其中ｘ＝ｃΔ^ｔｉｊ／ｄｉｊ＝
１
ｅ，ｘ∈

（０，１），图３为 ｆ（ｘ）的图像。

图３　ｆ（ｘ）＝ａｒｃｃｏｓｘ的弹性函数图像

　　图３中，当ｘ＞０．９５３５时，ｆ（ｘ）的值会急剧增加，由上述

弹性函数的定义，ｆ（ｘ）将会比 ｆ（ｘ）变化的更剧烈，其中 ｘ为
双曲线离心率的倒数，因此函数的物理含义可理解为：双曲

线离心率倒数的微弱误差会带来渐近线斜率的巨大偏差，导

致最终的ＭＳ位置估计偏差大。当ｘ＜０．９５３５时，ｆ（ｘ）的值
变化很缓慢，此时双曲线离心率的误差并不会对 ＭＳ位置估
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计产生很大影响。基于此，在定位过程中要选择合适的双曲

线，这里利用设定的阈值 μ，将离心率倒数近１的双曲线剔
除，以获得更精确的位置估计结果。

下面给出基于渐近线选择的 ＴＤＯＡ定位算法的具体流
程：１）对于Ｎ个基站来说，把基站 ＢＳ１当作服务基站，根据
测量信息和Ｎ个基站的位置坐标求得Ｎ－１对双曲线的渐近
线。２）计算出每对渐近线对应的离心率倒数值珓ｒｉ１／ｄｉ１，并和

μ进行比较。３）如果珓ｒｉ１／ｄｉ１＜μ，则其对应的渐近线可以用
来定位；否则，舍弃其对应的渐近线。４）当符合条件的渐近
线条数大于等于２个时，利用基于双曲线渐近线的ＴＤＯＡ定
位算法定位，否则无法定位。

４　仿真分析

４．１　仿真条件
为了验证本文提出算法的性能，使用Ｍａｔｌａｂ工具分别对

Ｃｈａｎ算法、Ｔａｙｌｏｒ算法和本文算法进行仿真，并将仿真结果
进行对比分析。仿真环境如图４所示，采用典型的７个小区

组成的蜂窝网络，基站坐标分别为：ＢＳ１（０，０），ＢＳ２（０，槡３Ｒ），

ＢＳ３（３Ｒ／２，槡３Ｒ／２），ＢＳ４（３Ｒ／２， 槡－ ３Ｒ／２），ＢＳ５（０， 槡－ ３Ｒ），

ＢＳ６（－３Ｒ／２， 槡－３Ｒ／２），ＢＳ７（－３Ｒ／２，槡３Ｒ／２），移动台 ＭＳ在
服务基站ＢＳ１所处的小区随机产生。本文中，ＭＳ与ＢＳ之间
均为ＬＯＳ环境，且 ＴＤＯＡ测量误差服从均值为零的高斯分
布。本文仿真共进行１０００次，并且采用均方根误差（Ｒｏｏｔ
ＭｅａｎＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ，ＲＭＳＥ）来衡量定位精确度。ＲＭＳＥ表
示为：

ＲＭＳＥ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
［（Ｘ－ｘ）２＋（Ｙ－ｙ）２］

槡 ｎ （２５）

式（２５）中，（Ｘ，Ｙ）是 ＭＳ位置的真实坐标值；（ｘ，ｙ）是 ＭＳ位
置的估计坐标值；ｎ是仿真次数。

图４　小区内基站和移动台分布情况

４．２　仿真结果分析
１）小区半径和均方根误差的关系
图５所示为小区半径分别为２ｋｍ、３ｋｍ、４ｋｍ、５ｋｍ时，３

种算法的定位性能比较，其中，ＴＤＯＡ测量误差的标准差取
值为８０ｍ，参与定位的基站数目为６个。由图５可知，当小

区半径逐渐增大时，３种算法的均方根误差（ＲＭＳＥ）同样在
增大。由于本文仿真只将测量误差考虑在内，忽略了非视距

的影响，因此，Ｃｈａｎ算法和 Ｔａｙｌｏｒ算法能够将 ＴＤＯＡ测量信
息充分利用，当小区半径越来越大时，这两种算法的均方根

误差曲线增加较为缓慢，本文算法的均方根误差曲线增加较

快，但是本文算法的均方根误差始终小于其余两种算法。当

小区半径为 ５ｋｍ时，本文算法的均方根误差分别相对于
Ｃｈａｎ算法和Ｔａｙｌｏｒ算法降低了９．７％和１８．８％。

图５　小区半径和均方根误差的关系

　　２）基站个数和均方根误差的关系
图６所示为基站个数分别为４、５、６、７个时，３种算法的

定位性能，其中，ＴＤＯＡ测量误差的标准差取值为８０ｍ，小区
半径为３ｋｍ。由图６可以看出，当参与定位的基站数目增加
时，定位过程中产生的可用冗余信息就会更多，因此３种算
法的定位精度也随之提高。同时，基站数目的增加也会使本

文算法中双曲线的条数增加，在定位过程中选中的双曲线条

数也会增加，本文算法的定位精度也就越高。当基站数目大

于６个时，本文算法的均方根误差曲线逐渐趋于平稳，算法
性能更加稳定。

图６　基站个数和均方根误差的关系

　　３）测量误差和均方根误差的关系
图７所示为测量误差标准差分别为４０ｍ、６０ｍ、８０ｍ、

１００ｍ、１２０ｍ时，３种算法的定位性能比较，其中，参与定位
的基站数目为６个，小区半径为３ｋｍ。由图７可以看出，在
测量误差较小的情况下，３种算法的均方根误差几乎相等。
随着测量误差的增大，３种算法的均方根误差都在增大，但
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本文算法的定位性能相较于Ｃｈａｎ算法和Ｔａｙｌｏｒ算法而言有
明显的改善，这是因为本文算法在计算过程中对测量误差可

能带来的影响进行了最大程度的规避，提高了定位性能。

图７　测量误差和均方根误差的关系

５　结论

本文提出了一种基于渐近线选择的ＴＤＯＡ定位算法，在
建立的基于双曲线渐近线的定位模型基础上，对双曲线渐近

线的斜率表达式进行一阶泰勒级数展开，并分析了测距误差

对定位结果的影响。然后根据引入的弹性函数设置阈值，根

据离心率选择合适的渐近线进行位置估计，从而减小了离心

率接近于１的渐近线对定位结果的影响。由仿真结果可知，
相同条件下，可以获得比 Ｃｈａｎ算法和 Ｔａｙｌｏｒ算法更好的定
位效果。
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