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大展弦比柔性机翼非线性颤振研究
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摘要：使用非线性ＯＮＥＲＡ气动模型对大展弦比柔性机翼进行颤振分析，将变形后的柔性机翼视为曲梁。基于曲梁
的运动微分方程，结合非线性ＯＮＥＲＡ模型，建立了大展弦比柔性机翼的颤振分析模型。运用传递函数方法，将颤振
微分方程转换为状态空间方程形式，通过求解复特征值问题，获得了大展弦比柔性机翼在非线性气动力作用下的颤

振速度和颤振频率，得出了机翼线密度、展弦比、抗弯刚度和抗扭刚等因素影响下不同气动模型的颤振结果的差异。
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　　当机翼攻角大于失速攻角时，机翼升力会迅速减小，对

飞行器的安全造成极大威胁［１］。所以实际情况中，机翼所受

气动力是非线性的，尤其对于大柔性机翼，受气动力作用，机

翼变形更加明显［２］，极大提高了机翼产生失速的可能性。为

解决这一问题，就要在计算大柔性机翼颤振时引入非线性气

动力模型，本文将ＯＮＥＲＡ非线性气动力模型引入大展弦比



柔性机翼颤振问题，同时基于半解析半数值的传递函数方

法［３］，该方法求解过程简洁和统一，边界条件处理规范和方

便，可以更加快捷、有效、准确地计算出机翼的颤振特性。

由于大柔性机翼扭转会产生非线性气动力，ＣＣＸｉｅ等［４］

针对这个问题进行了研究，用平面双点阵方法计算频域内的

非定常气动力，忽略偏转翼的弯曲效应。在给定的载荷条件

下，对系统进行气弹性稳定性分析。同样针对大展弦比大柔

性机翼，密歇根大学 ＣＣｅｓｎｉｋ［５］团队也进行了深入研究，并
搭建了收集几何非线性气动弹性响应的数据实验平台，为飞

机提供可在飞行中测量的特定气动弹性特征，例如，耦合的

刚性、弹性体不稳定性，阵风期间的大的机翼偏转等。Ｄ
Ｔａｎｇ［６］将柔性机翼的气动弹性分析与风洞试验相结合，介绍
了一种弹性载荷作用下柔性大展弦比翼型气动弹性模型的

理论气动弹性模型。ＭＪＰａｔｉｌ等［７，８］提出使用完整飞机模型

的气动弹性特性来获得结果，由于机翼具有大柔性，飞机整

体的飞行动态特性也会发生变化，并用严格的非线性气动弹

性来分析。

本研究对大展弦比柔性机翼进行非线性颤振分析，求解

思路如下：先将柔性机翼视为曲梁，结合非线性ＯＮＥＲＡ气动
力模型得到机翼颤振微分方程，为传递函数法求解做好准

备。然后，将颤振微分方程转换为状态空间方程形式，通过

求解复特征值问题，获得了大展弦比柔性机翼在非线性气动

力作用下的颤振速度和颤振频率。

１　柔性机翼非线性颤振分析模型

１．１　曲梁单元振动微分方程

将柔性机翼视为曲梁，根据文献［９］，考虑曲梁质心轴与
弹性轴不重合的情形，可获得曲梁六自由度振动方程为：
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（１）

　　如图１所示，曲梁曲率为常数Ｒ，ｕ，ｗ，ｖ分别为曲梁单元

沿坐标轴ξ，η，ζ三个方向的位移，ψζ，ψη，ξ分别为曲梁单元

绕ζ，η，ξ轴的扭转角。ρ为曲梁的密度，Ａ为曲梁单元截面

积。Ｅ，Ｇ为拉伸弹性模量和剪切弹性模量，ｋ为剪切刚度修

正系数。ζａ为弹性轴到质心轴的距离。Ｉζ，Ｉη，Ｊ分别为绕坐

标轴 ζ，η，ξ三个方向的惯性矩。ｔ为时间。ｑξ（ξ，ｔ）、

ｑη（ξ，ｔ）、ｑζ（ξ，ｔ）为沿坐标轴 ξ，η，ζ三个方向的分布力，ｍξ
（ξ，ｔ）、ｍη（ξ，ｔ）、ｍζ（ξ，ｔ）为绕坐标轴 ξ，η，ζ三个方向的分布

弯矩。

图１　曲梁单元自然坐标系

１．２　ＯＮＥＡＲ非线性气动力模型

在忽略机翼重力影响条件下，机翼颤振时的外力为气动

力产生的分布升力以及分布扭矩。本文采用片条理论进行

非定常气动力计算。对于大展弦比大柔性机翼，在正常飞行

期间局部迎角可能非常大，这将导致机翼失速，即强烈的非

线性不稳定失速现象。在本章中，使用了 ＯＮＥＡＲ［１０］动态失

速模型，并且给出了作用在四分之一弦长处的升力和力矩的

公式：
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ｂ
Ｖｒ３ｚ
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ｔ

ｚ＝ＬｏｒＭ
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式中：Ｌ表示机翼升力；Ｖ是来流速度；α为瞬时攻角；ξ为有
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效攻角，相当于机翼实际扭转角；ｂ为机翼半弦长；Ｃｚ表示空

气动力系数；Ｃｚａ表示线性气动力部分对应的气动力函数；Ｃｚｂ
表示非线性气动力部分对应的气动力系数。参数下标 ｚ＝Ｌ

时，表示与升力有关的系数；当下标 ｚ＝Ｍ时，表示与力矩有

关的系数。由于ＯＮＥＡＲ线性部分与经典Ｔｈｅｏｄｏｒｓｏｎ理论一

致，所以其线性部分参数选取如表１所示。

表１　ＯＮＥＲＡ模型线性部分参数值

系数 升力 力矩

ｓｚ１ ｓＬ１＝π ｓＭ１＝－π／４

ｓｚ２ ｓＬ２＝π／２ ｓＭ２＝－３π／１６

ｓｚ３ ｓＬ３＝０．０ ｓＭ３＝－π／４

ａｏｚ ａｏＬ＝５．９ ａｏＭ＝０．０

λ１ ０．１５

λ２ ０．５５

　　非线性气动力部分的有关参数有ｒ１ｚ，ｒ２ｚ，ｒ３ｚ。

　ｒ１Ｌ＝
０．２５＋０．１ΔＣ２Ｌ，Ｒｅ＞３４００００，

０．２５＋０．４ΔＣ２Ｌ，Ｒｅ≤３４００００{ ，
ｒ１Ｍ＝ｒ１Ｌ

　ｒ２Ｌ＝
（０．２＋０．１ΔＣ２Ｌ）

２，Ｒｅ＞３４００００，

（０．２＋０．２３ΔＣ２Ｌ）
２，Ｒｅ≤３４００００{ ，

ｒ２Ｍ＝ｒ２Ｌ

　ｒ３Ｌ＝
（０．２＋０．１ΔＣ２Ｌ）

２（－０．６ΔＣ２Ｌ），Ｒｅ＞３４００００，

（０．２＋０．２３ΔＣ２Ｌ）
２（－２．７ΔＣ２Ｌ），Ｒｅ≤３４００００{ ，

ｒ３Ｍ＝ｒ３Ｌ

为简化计算，通常用折线来近似代替静态空气动力曲

线，如图２所示。

图２　静态气动力近似曲线

　　ΔＣｚ可以表示为：

ΔＣＬ ＝
０， ξ＜珚ξ
６．３２２８４（ξ－珚ξ）， ξ≥珚

{
ξ

ΔＣＭ ＝
０， ξ＜珚ξ
０．６５３１７（ξ－珚ξ）， ξ≥珚

{
ξ

（３）

其中，珚ξ为失速攻角，式（２）中瞬时攻角α与有效攻角ξ的

关系为：

ξ＝α－
１
Ｖ
ｗ１／４
ｔ

（４）

　　这里ｗ１／４表示四分之一弦长处的位移，根据几何关系，

ｗ１／４可以表示为：

ｗ１／４ ＝
ｗ－（０．５ｂ＋珔ａｂ）ξ

ｂ （５）

　　将式（５）代入式（４）并整理得：

α＝ξ＋
１
ｂＶ
ｗ
ｔ
－（０．５ｂ＋珔ａｂ）

ξ
( )ｔ （６）

　　将式（６）代入式（２），可得：

　

Ｃｚ＝Ｃｚａ＋Ｃｚｂ

Ｃｚａ＝
ｂ
Ｖｓｚ１

ξ
ｔ
＋ ｂ( )Ｖ

２

ｓｚ２
２ξ
ｔ２
＋１ｂＶ

３ｗ
ｔ３
－（０．５ｂ＋珔ａｂ）

３ξ
ｔ( )( )３ ＋

　 ｂＶｓｚ３
ξ
ｔ
＋１ｂＶ

２ｗ
ｔ２
－（０．５ｂ＋珔ａｂ）

２ξ
ｔ( )( )２ ＋Ｃｚγ

ｂ
Ｖ
Ｃｚγ
ｔ
＋λ１Ｃｚγ＝λ１ａｏｚ ξ＋

ｂ
Ｖ
ξ
ｔ
＋１ｂＶ

２ｗ
ｔ２
－（０．５ｂ＋珔ａｂ）

２ξ
ｔ( )( )( )２ ＋

　λ２ａｏｚ
ｂ
Ｖ
ξ
ｔ
＋ ｂ( )Ｖ

２ ２ξ
ｔ２
＋１ｂＶ

３ｗ
ｔ３
－（０．５ｂ＋珔ａｂ）

３ξ
ｔ( )( )( )３

ｂ( )Ｖ
２２Ｃｚｂ
ｔ２
＋ｂＶｒ１ｚ

Ｃｚｂ
ｔ
＋ｒ２ｚＣｚｂ＝－ｒ２ｚΔＣｚ－

ｂ
Ｖｒ３ｚ

ΔＣｚ
α
ξ






















ｔ

ｚ＝ＬｏｒＭ （７）

单位展长上的升力和相应的俯仰力矩可以表示为：

ｑη ξ，( )ｔ＝－ｂρａＶ
２Ｃｚ＝Ｌ

ｍξ ξ，( )ｔ＝２ρａｂ
２Ｖ２Ｃｚ＝Ｍ －珔βｂ

２ρａＶ
２Ｃ{
ｚ＝Ｌ

（８）

其中：ρａ表示空气密度；β＝
ｅ
ｂ，ｅ表示气动中心到弹性轴的

距离。

１．３　机翼单元颤振微分方程

将式（８）代入式（１），即可得到大变形柔性机翼的颤振

微分方程。

　

ｋＧＡ
Ｒ
ｗ
ξ
－ｕＲ－ψ( )ζ ＋ξＥＡ ｕξ＋( )[ ]ｗ

Ｒ ＝ρＡ
２ｕ
ｔ２


ξ
ｋＧＡｗξ

－ｕＲ－ψ( )[ ]ζ －ＥＡＲ
ｕ
ξ
＋( )ｗＲ －

　ｂρａＶ
２Ｃｚ＝Ｌ＝ρＡ

２ｗ
ｔ２
－ρＡζα

２ξ
ｔ２


ξＥＩ

ψζ
( )ξ ＋ｋＧＡｗξ

－ｕＲ－ψ( )ζ ＝ρＩ
２ψζ
ｔ２


ξ
ｋＧＡ ｖξ

＋ψ( )[ ]η ＝ρＡ
２ｖ
ｔ２


ξ
ＥＩη

ψη
ξ
＋
ξ( )[ ]Ｒ

－ｋＧＡ ｖξ
＋ψ( )η ＋

　ＧＪＲ
ξ
ξ
－
ψη( )Ｒ ＝ρＩη

２ψη
ｔ２


ξ
ＧＪξ

ξ
－
ψη( )[ ]Ｒ

－
ＥＩη
Ｒ
ψη
ξ
＋
ξ( )Ｒ ＋

　２ρａｂ
２Ｖ２Ｃｚ＝Ｍ－

ｂ２
２ρａＶ

２Ｃｚ＝Ｌ＝ρＩρ
２ξ
ｔ２
－ρＡζα

２ｗ
ｔ





























２

（９）
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２　传递函数法求解

对机翼的颤振微分方程（９）进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，并整

理得：

２珘ｕ
ξ２
＝ ｋＧＡ
ＥＡＲ２

－ρＡω
２

( )ＥＡ
珘ｕ－ ＥＡ

ＥＡＲ＋
ｋＧＡ( )ＥＡＲ

珘ｗ
ξ
＋ｋＧＡＥＡＲ

珘ψζ

２珘ｗ
ξ２
＝ ＥＡ
ｋＧＡＲ２

－ρＡω
２

( )ｋＧＡ
珘ｗ＋
ρＡｚαω

２

ｋＧＡ
珘ξ＋

　 ｋＧＡ
ｋＧＡＲ＋

ＥＡ( )ｋＧＡＲ
珘ｕ
ξ
＋
珘ψζ
ξ
＋
ｂρａＶ

２

ｋＧＡ
珘Ｃｚ＝Ｌ

２珘ψζ
ξ２
＝ ｋＧＡ
ＥＩζ
－
ρＩζω

２

ＥＩ( )
ζ

珘ψζ－
ｋＧＡ
ＥＩζ
珘ｗ
ξ
＋ｋＧＡＥＩζＲ

珘ｕ

２珓ｖ
ξ２
＝－ρＡω

２

ｋＧＡ
珓ｖ－
珘ψη
ξ

２珘ψη
ξ２
＝ ｋＧＡ
ＥＩη
－
ρＩηω

２

ＥＩη
＋ ＧＪ
ＥＩηＲ( )２珘ψη＋ｋＧＡＥＩη珓ｖξ－ ＧＪ

ＥＩηＲ
＋
ＥＩη
ＥＩη( )Ｒ

珘ξ
ξ

２珘ξ
ξ２
＝
ＥＩη
ＧＪＲ２

－ρＪω
２( )ＧＪ
珘η＋

ρＡｚαω
２

ＧＪ
珘ｗ＋

　 ＧＪ
ＧＪＲ＋

ＥＩη( )ＧＪＲ
珘ψη
ξ
－
２ρａｂ

２Ｖ２

ＧＪ
珘Ｃｚ＝Ｍ＋

ｂ２ρａＶ
２

２ＧＪ
珘Ｃｚ＝



























Ｌ

（１０）

其中，气动力系数ＣＬ和ＣＭ的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换可以表示为：
珘ＣＬ ＝ＣＬ１珟ξ＋ＣＬ２珘ｗ

珘ＣＭ ＝ＣＭ１珟ξ＋ＣＭ２珘ｗ
（１１）

　　根据传递函数方法，定义状态向量：

ηｅ（ξ，ω）＝ 珘ｕ 珘ｕ
ξ

珘ｗ 珘ｗ
ξ

珘ψζ
珘ψζ
[ ξ

珓ｖ 珓ｖ
ξ

珘ψη
珘ψη
ξ

珟ξ
珟ξ
 ]ξ

Ｔ

　　将式（１０）改写为状态空间形式方程：

ηｅ（ξ，ω）
ξ

＝Ｆｅ（ω，Ｖ）ηｅ（ξ，ω）＋ｇｅ（ξ，ω） （１２）

其中，ｇｅ（ξ，ω）＝０，转移矩阵 Ｆｅ（ω，Ｖ）为１２×１２的方阵，其

非零元素为：

Ｆｅ（１，２）＝１，Ｆｅ（２，１）＝
ｋＧＡ
ＥＡＲ２

－ρＡＥＡω( )２
Ｆｅ（２，４）＝－

ＥＡ
ＥＡＲ＋

ｋＧＡ( )ＥＡＲ

Ｆｅ（２，５）＝
ｋＧＡ
ＥＡＲ，Ｆｅ（３，４）＝１，Ｆｅ（４，２）＝

ｋＧＡ
ｋＧＡＲ＋

ＥＡ( )ｋＧＡＲ

Ｆｅ（４，３）＝
ＥＡ
ｋＧＡＲ２

－ρＡｋＧＡω
２＋
ｂρａＶ

２

ｋＧＡＣＬ( )２ ，Ｆｅ（４，６）＝１
Ｆｅ（４，１１）＝

ρＡζαω
２

ｋＧＡ ＋
ｂρａＶ

２

ｋＧＡＣＬ( )１
Ｆｅ（５，６）＝１，Ｆｅ（６，１）＝

ｋＧＡ
ＥＩζＲ
，Ｆｅ（６，４）＝－

ｋＧＡ
ＥＩζ
，

Ｆｅ（６，５）＝
ｋＧＡ
ＥＩζ
－
ρＩη
ＥＩζ
ω( )２

Ｆｅ（７，８）＝１，Ｆｅ（８，７）＝－
ρＡω２
ｋＧＡ

Ｆｅ（８，１０）＝－１，Ｆｅ（９，１０）＝１

Ｆｅ（１０，８）＝
ｋＧＡ
ＥＩη
，Ｆｅ（１０，９）＝

ｋＧＡ
ＥＩη
＋ ＧＪ
ＥＩηＲ

２－
ρＩηω

２

ＥＩ( )
η

Ｆｅ（１０，１２）＝－
ＥＩη
ＥＩηＲ

＋ＧＪＥＩη( )Ｒ，Ｆｅ（１１，１２）＝１
Ｆｅ（１２，３）＝

πρｂ３珔ａω２
ＧＪ －

２ρａｂ
２Ｖ２

ＧＪ ＣＭ２＋
ｂ２ρａＶ

２

２ＧＪＣＬ( )２
Ｆｅ（１２，１０）＝

ＧＪ
ＧＪＲ＋

ＥＩη( )ＧＪＲ

Ｆｅ（１２，１１）＝
ＥＩη
ＧＪＲ２

－
ρＩρω

２

ＧＪ －
２ρａｂ

２Ｖ２

ＧＪ ＣＭ１＋
ｂ２ρａＶ

２

２ＧＪＣＬ( )１
（１３）

边界条件为：

Ｍｂｅηｅ（ξ＝０，ω）＋Ｎｂｅηｅ（ξ＝１，ω）＝γｅ（ω） （１４）

其中，γｅ（ω）为由位移和力组成的列向量，Ｍｂｅ、Ｎｂｅ分别为单

元边界条件选择矩阵，γｅ（ω）、Ｍｂｅ、Ｎｂｅ表达式为：

　　　γｅ（ω）＝ 珘ｕ（０，ω）[ 　 珘ｗ（０，ω）　珘ψζ（０，ω）

珓ｖ（０，ω）　珘ψη（０，ω）　珟ξ（０，ω）

珘ｕ（１，ω）　珘ｗ（１，ω）　珘ψζ（１，ω）

珓ｖ（１，ω）　珘ψη（１，ω）　珟ξ（１，ω ]）Ｔ

Ｍｂｅ＝

１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０

０





















６×１２ １２×１２

Ｎｂｅ＝

０６×１２

０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０





















０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １１２×１２

　　式（１２）的传递函数解为：

ηｅ（ξ，ω）＝Ｈｅ（ξ，ω，Ｖ）γｅ（ω） （１５）

其中，

Ｈｅ（ξ，ω，Ｖ）＝ｅ
Ｆｅ（ω，Ｖ）ξ［Ｍｂ＋Ｎｂｅ

Ｆｅ（ω，Ｖ）］－１ （１６）

　　由于大变形后的机翼划分为若干常曲率曲梁单元来描

述整个机翼，其求解方程可借鉴有限元方法的思想进行组

集。曲梁单元截面上的内力为：

８１２ 兵 器 装 备 工 程 学 报 ｈｔｔｐ：／／ｓｃｂｇ．ｑｋｓ．ｃｑｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ／




Ｎξ＝ＥＡ
ｕ
ξ
＋( )ｗＲ ，Ｑη ＝ｋＧＡｗξ－ｕＲ－ψ( )ζ

Ｍζ＝ＥＩζ
ψζ
ξ
，Ｑζ＝ｋＧＡ

ｖ
ξ
＋ψ( )η

Ｍη ＝ＥＩη
ψη
ξ
＋
ξ( )Ｒ ，Ｔξ＝ＧＪξξ－ψη( )













Ｒ

（１７）

其中：Ｍη、Ｍζ分别为曲梁单元绕 η、ζ轴弯矩；Ｔξ分别为曲梁

单元绕ξ轴的扭矩；Ｎξ为沿 ξ轴的轴力；Ｑη和 Ｑζ分别为沿

η、ζ轴的剪力。

将曲梁单元内力写成矩阵形式：

Ｑｅ（ξ）＝Ｑｅη（ξ）ηｅ（ξ，ω） （１８）

其中，Ｑｅ（ξ）＝ Ｎξ Ｑη Ｍζ Ｑζ Ｍη Ｔ[ ]ξ Ｔ
，Ｑηｅ（ξ）为６×

１２的矩阵，表达式为：

Ｑηｅ＝

０ ＥＡ ＥＡ／Ｒ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

－ｋＧＡ／Ｒ ０ ０ ｋＧＡ －ｋＧＡ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ＥＩζ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ｋＧＡ ｋＧＡ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ＥＩη ＥＩη／Ｒ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －ＧＪ／Ｒ ０ ０

















ＧＪ

（１９）

　　将式（１５）代入式（１８），可的达到曲梁单元端点处的

内力：

Ｑｅ（０）

Ｑｅ（１
{ }

）
＝

Ｑηｅ（０）Ｈｅ（０，ω，Ｖ）

－Ｑηｅ（１）Ｈｅ（１，ω，Ｖ
[ ]

）
γｅ（ω） （２０）

　　式（２０）与有限元法中单元节点力表达式十分相似，ｆｅ＝

Ｑｅ（０）

Ｑｅ（１{ }）可 视 为 单 元 节 点 内 力，Ｋｅ （ω，Ｖ） ＝

Ｑηｅ（０）Ｈｅ（０，ω，Ｖ）

－Ｑηｅ（１）Ｈｅ（１，ω，Ｖ[ ]）可视为单元刚度矩阵，γｅ（ω）可视为
单元节点位移向量。

按照有限元组集方法对各节点统一编号，并进行组集拼

接，可得到机翼整体平衡方程为：

Ｋ（ω，Ｖ）γ（ω）＝ｆ （２１）

其中，

ｆ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｅ

Ｋ（ω，Ｖ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｋｅ（ω，Ｖ）

γ（ω）＝∑
ｎ

ｉ＝１
γｅ（ω













）

（２２）

其中：Ｋ（ω，Ｖ）可视为整体刚度矩阵；γ（ω）可视为整体节点

位移向量；ｆ为各单元节点内力拼装成的向量。由于本文中

将机翼的气动力与机翼作为一个完整的系统来考虑，除此之

外，机翼没有受到其他外力作用，因而根据单元节点内力与

外载荷平衡，可得出

ｆ＝０ （２３）

当机翼颤振时，γ（ω）应有非零解，此时须满足条件

ｄｅｔ［Ｋ（ω，Ｖ）］＝０ （２４）

　　由于Ｋ（ω，Ｖ）为复矩阵，其行列式值等于零的必要条件

为矩阵行列式值的实部与虚部均为零，即

Ｒｅ｛ｄｅｔ［Ｋ（ω，Ｖ）］｝＝０

ｌｍ｛ｄｅｔ［Ｋ（ω，Ｖ）］｝＝{ ０
（２５）

　　上式两个方程包含两个未知变量 Ｖ和 ω，因而求解式

（２５）可得到Ｖ和ω的解。其中，Ｖ即为机翼颤振速度，ω即

为机翼颤振频率。通常满足式（２５）条件的解可能有多个，其

中Ｖ最小的一组解即为机翼的颤振特性。

３　算例分析与讨论

前两节推导出了非线性气动力影响下的机翼颤振求解

方法，为研究非线性气动力与线性气动力对机翼颤振造成的

差异，选取某大柔性机翼模型进行非线性气动力和线性气动

力的颤振计算，机翼模型参数如表２所示，通过改变机翼线

密度，展弦比，抗弯刚度和抗扭刚度等参数，对比线性与非线

性气动力模型下的颤振结果的差异。

表２　大柔性机翼模型参数

机翼参数 数值

半弦长 ｂ＝０．５ｍ

半展长 ｌ＝１６．０ｍ

单位展长质量 ｍ＝０．７５ｋｇ·ｍ

弹性轴位置 珔ａ＝０

截面重心到弹性轴距离 ζα＝０

单位长度质量惯性矩 Ｉα＝０．１ｋｇ·ｍ
２

垂直弯曲刚度 ＥＩζ＝２．０×１０
４Ｎ·ｍ２

弦向弯曲刚度 ＥＩη＝４．０×１０
６Ｎ·ｍ２

扭转刚度 ＧＪ＝１．０×１０４Ｎ·ｍ２

空气密度 ρ＝０．０８８９ｋｇ／ｍ３

　　这里取３种典型变形进行分析，记变形一、变形二和变
形三，对应的翼尖位移取半展长的 ３．１２５％、６．２５０％、
１２５０％，分别对３种变形使用线性和非线性颤振分析。计
算得到３种变形下的线性和非线性的机翼颤振速度和颤振
频率，如图３和图４所示。
　　使用表２中的参数进行非线性气动力条件下的颤振计
算，通过比较线性气动力和非线性气动力求解的颤振计算结

果，可以发现，运用非线性气动力求解的颤振速度要低于线

性气动力求解的颤振速度，是因为随着弹性变形的增加，机

翼的气动力系数减小，其相应的气动特性也降低，随之颤振

速度也降低。颤振频率通过对比发现，随着变形程度的加

９１２张忠源，等：大展弦比柔性机翼非线性颤振研究




大，变化趋势相同，但是非线性气动力计算得到的颤振频率

变化更加剧烈。

图３　不同变形下机翼颤振速度

图４　不同变形下机翼颤振频率

　　将气动弹性系统中的弯曲刚度、扭转刚度、弹性轴位置、
半展现比和机翼线密度等参数作为变量，以表２中的参数为
基准，以变形条件６．２５％为例，对比线性气动力和非线性气
动力求解的颤振计算结果的变化规律。定义垂直弯曲刚度

与表２中垂直弯曲刚度值的比为弯曲刚度比：ηｂ＝ＥＩｂ／ＥＩζ，
扭转刚度与表２中扭转刚度值的比：ηｔ＝ＧＪｔ／ＧＪ，改变垂直弯
曲刚度和扭转刚度，得到的线性与非线性颤振速度变化趋势

如图５、图６所示。随着垂直弯曲刚度和扭转刚度的增加，颤
振速度也随之提高，增加垂直弯曲刚度和扭转刚度可以有效

改善其气动弹性稳定性，可见在进行大柔性无人机设计时需

要着重注意弯曲和扭转刚度的设计。

图５　抗弯刚度对机翼颤振速度的影响

图６　抗扭刚度对机翼颤振速度的影响

　　密度和展弦比是大展弦比机翼的重要设计参数（见图
７、图８），以表２中的参数为基准，以变形条件６．２５％为例，
机翼颤振速度随机翼半展现比的变化比较简单，非线性和线

性的结果都是单调递减的，也就是说展现比越大，柔性机翼

的气动弹性稳定性越差。颤振速度随机翼密度的增加而减

小，但是线性和非线性的计算误差随着密度增加而增大，这

是由于随着机翼的质量增加，所受气动力增加，导致两种气

动力的计算结果误差变大。

图７　半展弦比对机翼颤振速度的影响

图８　机翼单位质量对机翼颤振速度的影响

　　最后来研究弹性轴在机翼中的相对位置对大柔性无人
机气动弹性稳定的影响，大柔性无人机的弹性轴在弦向位置

是非常重要的气动弹性设计量，如图９所示，横轴表示弹性
轴在弦长相对位置的百分比，纵轴为颤振速度，随着弹性轴

后移，颤振速度降低较快，即弹性轴后移严重削弱了大柔性

无人机的气动弹性稳定性，非线性颤振速度相比于线性计算

结果降低的比较慢。

０２２ 兵 器 装 备 工 程 学 报 ｈｔｔｐ：／／ｓｃｂｇ．ｑｋｓ．ｃｑｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ／




图９　机翼弹性轴位置对机翼颤振速度的影响

４　结论

１）使用非线性气动力计算得到机翼颤振速度相较于使

用线性气动力计算得到结果偏低，表明将气动非线性引入计

算，机翼的气动特性降低，同时影响到机翼的颤振特性。

２）不同参数变化对比线性气动力和非线性气动力计算

得到的颤振结果相对误差也不同，当相对误差较小时可以采

用计算量较小的线性气动力模型进行计算，当误差较大时，

则需要采用非线性气动力计算才能反映更真实的机翼颤振

特性。
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