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基于灰色多项式回归组合模型的维修器材
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摘要：为改进灰色ＧＭ（１，１）组合模型在装备维修器材消耗需求预测中随机数据的拟合效果，提高预测精度，提出将
灰色ＧＭ（１，１）模型和多项式回归模型相结合的方法，深入挖掘序列中除单一指数函数规律外的复杂函数变化规律，
建立灰色多项式回归模型；模型首先通过将函数展开为Ｔａｙｌｏｒ级数，讨论了运用灰色多项式回归组合模型表征除单
一指数规律外的复杂函数形式的合理性；随后给出了灰色多项式回归组合模型指数项系数的求解过程；最后通过运

用最小二乘法得到灰色多项式回归组合模型预测式的各项系数；分别运用灰色２项、３项、４项式回归组合模型以及
灰色ＧＭ（１，１）模型针对同一组历史数据进行了计算，结果表明：灰色多项式回归组合模型可大幅度提高数据的拟合
精度，并且随着拟合项数的增加，拟合精度逐渐提高。
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　　一直以来，装备维修器材的消耗需求预测都作为装备保

障的重要环节而倍受关注［１－４］，其基本过程是基于历史数

据，采用适当模型，进而推算其在下一阶段所需的器材消耗

数量［１－８］。对于辅助决策工作而言，具有极其重要的意义。

由于影响作用不同历史时期的维修器材消耗量的因素

很多，作用规律复杂且历史数据有限［１－３，５－８］，因此大样本需

求量的模型并不适用。在这种情况下，灰色 ＧＭ（１，１）模型

得到了广泛使用［１－３，５－８］。该模型非常适合用于处理具有

“小样本”、“贫信息”特点的不确定性复杂系统问题。

灰色ＧＭ（１，１）模型认为，系统内的数据积累和发展一
般都存在能量的积累、存储和释放等过程，加之生成数列一

般都有较强的指数变化趋势，所以灰色系统理论指出，离散

的随机数经过累加生成变为随机性被显著削减的带有指数

变化规律的生成数列，进而运用指数形式函数构建预测模

型。但是在维修器材预测的实际运用中，由于随机因素的作

用，数据列叠加后随机特性消除并不彻底，造成实际数据围

绕预测曲线上下波动较大的情况［１－４］，这种“波动”可以通过

拟合值和实际值之间的差值（残差）来体现，因此很多研究通

过运用各类模型针对不同历史值的残差进行分析，并推算下

一阶段的残差作为修正值，对灰色 ＧＭ（１，１）模型的预测结

果进行修正，提高预测准确率。如运用 Ｍａｒｋｏｖ模型预测灰
色ＧＭ（１，１）模型的残差修正值［２－３］；运用ＢＰ神经网络模型
预测灰色ＧＭ（１，１）模型的残差修正值［１］；运用傅里叶变换

模型预测灰色ＧＭ（１，１）模型的残差修正值等［５］。

然而，以上对于灰色 ＧＭ（１，１）模型的运用仅仅适用于
在序列累加后数据“大体上”呈指数函数规律变化的情

况［７］。不适用于具有复杂函数形式规律的情形。为更加准

确地反映数据列的变化规律，部分学者运用灰色线性回归组

合模型［８－９］体现并拟合出了指数函数规律和线性函数规律

叠加序列的情形，取得了很好的效果。但是在随机特性更加

明显的装备维修器材需求变化序列中显然不止这两种规律，

应该是更为复杂的函数形式。因此本文运用灰色多项式回

归组合模型深入挖掘数据列中除指数函数规律外的复杂变

化规律，为各类基于灰色 ＧＭ（１，１）模型残差修正模型的广

泛应用奠定基础。

由于灰色线性回归模型［８－９］中通过序列累减的方式消

除掉组合模型的线性函数项部分，运用求比值的方法消除指

数函数的部分常系数以及变量部分，最后通过求对数值的方

法确定指数函数的常系数。然而，这种方法对于数据列的要

求较为苛刻，一旦累减序列出现负值时，便不能通过求对数

的方法确定系数，而这种情况在实际预测时十分常见，显然

在运用灰色多项式回归组合模型进行维修器材需求预测时

不能够运用这种方法确定系数。

本文运用函数的 Ｔａｙｌｏｒ级数展开形式表示任意复杂函

数并论证了灰色多项式回归模型的合理性，通过推导给出了

组合模型指数项系数的求解方法，最后运用最小二乘法确定

灰色多项式回归模型中的各项系数。

算例结果表明：该模型的拟合效果较传统灰色 ＧＭ（１，

１）模型以及传统灰色线性回归模型有明显提高，且随着拟合

采用项数增加，拟合精度也越高，证明了该模型的有效性和

实用性。

１　灰色多项式回归组合预测模型的建立

１．１　灰色ＧＭ（１，１）模型

灰色ＧＭ（１，１）模型是各类预测中经常用到的模型之

一［７］，假设一维原始序列为｛ｘ（０）（ｋ）｝，ｋ＝１，２，…，ｎ。其预

测式可以表示为［７］

ｘ^（１）（ｋ＋１）＝（ｘ（０）（１）－ｂａ）ｅ
－ａｋ＋ｂａ

ｘ^（０）（ｋ＋１）＝ｘ^（１）（ｋ＋１）－ｘ^（１）（ｋ
{

）

（１）

其中，ｋ＝１，２，…，ｎ－１。序列｛ｘ（１）｝为序列｛ｘ（０）｝的一次累

加序列，ａ为模型的发展系数，ｂ为模型的灰色作用量。由 ａ

和ｂ构成的灰色参数向量 ａ^＝［ａ，ｂ］根据下式确定［７］：

ａ^＝（ＢＴＢ）－１ＢＴＹ （２）

其中：

Ｙ＝

ｘ（０）（２）

ｘ（０）（３）



ｘ（０）（Ｎ











）

，Ｂ＝

－ｚ（１）（２） １

－ｚ（１）（３） １

 

－ｚ（１）（Ｎ）











１

ｚ（ｋ）＝［ｘ（ｋ）＋ｘ（ｋ－１）］／２

其中，Ｎ为样本个数。由（１）式确定的发展系数 ａ反应了维

修器材消耗量的发展态势，若 ａ＜０，则说明器材消耗数量

的发展态势是增长的，ａ的绝对值越大，增长越快；若ａ＞０，

说明数据的态势是减小的，ａ越大，减小越快。

１．２　灰色多项式回归组合预测模型的形式［８－９］

由于方程式（１）的预测形式可以记为

ｘ^（１）（ｔ）＝Ｃ１ｅ
ｖｔ＋Ｃ２

其中：Ｃ１＝ｘ
（０）（１）－ｂ／ａ，Ｃ２＝ｂ／ａ，－ａ＝ｖ；可以看出，预测式

（１）本质上为一个指数函数。

用线性回归方程Ｙ＝ａＸ＋ｂ及指数方程 Ｙ＝ａｅＸ的和的

形式来拟合叠加生成序列｛ｘ（１）（ｔ）｝，因此便得到灰色线性回

归组合模型的基本形式：

ｘ^（１）（ｔ）＝Ｃ１ｅ
ｖｔ＋Ｃ２ｔ＋Ｃ３ （３）

其中，Ｃ１、Ｃ２、Ｃ３和ｖ均为模型的待定系数，由式（３）可以看

出，灰色线性回归组合模型可以很好地同时反映出叠加序列

｛ｘ（１）（ｔ）｝中指数和线性的变化规律。

令Ｚ（ｔ）＝ｘ^（１）（ｔ＋１）－ｘ^（１）（ｔ）；Ｙｍ（ｔ）＝Ｚ（ｔ＋ｍ）－

Ｚ（ｔ）；
Ｙｍ（ｔ＋１）
Ｙｍ（ｔ）

＝ｅｖ。

因此有：

ｖ＝ｌｎ
Ｙｍ（ｔ＋１）
Ｙｍ（ｔ）

（４）

　　待定系数 ｖ^由下式确定：
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Ｖ
～
＝
∑
ｎ－３

ｍ＝１
∑
ｎ－ｍ－２

ｔ＝１
Ｖ
～
ｍ（ｔ）

（ｎ－２）（ｎ－３）／２

其中，Ｖ
～
ｍ（ｔ）为在不同步长ｍ和不同时刻ｔ的ｖ值。显然，Ｖ

～
ｍ

为不同ｖ值的平均值，ｖ值共（ｎ－２）（ｎ－３）／２个。待定系数

Ｃ１、Ｃ２、Ｃ３由类似于式（２）的最小二乘法得到。
除单一指数函数规律和线性函数外，维修器材需求数据

的变化往往体现出更为复杂的函数规律。假设除单一指数

函数规律外，随机序列一次累加后所体现出的复杂规律的函

数为一个关于时间ｔ的连续函数ｆ（ｔ）。用函数方程Ｙ＝ｆ（Ｘ）

及指数方程Ｙ＝ａｅＸ的和的形式来拟合叠加生成序列｛ｘ（１）

（ｔ）｝：
ｘ^（１）（ｔ）＝Ｃ１ｅ

ｖ^ｔ＋ｆ（ｔ） （５）

同时，ｆ（ｔ）可以展开为其Ｔａｙｌｏｒ级数形式：
ｆ（ｔ）＝ｆ（ｔ０）＋ｆ′（ｔ０）（ｔ－ｔ０）＋… ＋

ｆ（ｎ）（ｔ０）
ｎ！ （ｔ－ｔ０）

ｎ＋Ｒｎ（ｔ）

其中，Ｒｎ（ｔ）为Ｔａｙｌｏｒ级数的余项，是（ｔ－ｔ０）
ｎ的高阶无穷小

项，ｆ（ｔ０）及其在点 ｔ０处的各阶导函数值 ｆ
（ｎ）（ｔ０）（ｎ＝１，２，

…）均可视为常数。在展开、化简、合并同类项并忽略高阶无

穷小项后，函数ｆ（ｔ）可以近似表示为ｎ阶多项式的形式：

ｆ（ｔ）＝Ｃ２＋Ｃ３ｔ＋Ｃ４ｔ
２＋… ＋Ｃｎ＋２ｔ

ｎ

　　因此灰色多项式回归组合模型的形式（即式（５））可以
表示为

ｘ^（１）（ｔ）＝Ｃ１ｅ
ｖ^ｔ＋Ｃ２＋Ｃ３ｔ＋Ｃ４ｔ

２＋… ＋Ｃｎ＋２ｔ
ｎ （６）

其中，Ｃｎ（ｎ＝１，２，…，ｎ＋２）和 ｖ^为模型待定系数。由式（６）

可以看出，灰色多项式回归组合模型的形式由１个指数函数

和１个ｎ阶多项式函数累加而成。能够表述除单一指数函
数外的各类复杂函数形式。同时，这种叠加的形式能够完整

体现数据中的指数函数规律，要优于单纯的多项式回归

模型。

１．３　模型灰色发展系数的确定

不同于传统的灰色线性回归组合模型［８－９］，灰色多项式

回归模型的待定系数则不能通过累减、求比值等过程消除

Ｃｎ（ｎ＝１，２，…，ｎ＋２）后通过求解对数得到系数 ｖ^。因为就

维修器材需求数据随机性较强的特点而言，其经过一阶累加

后不能保证式（４）中Ｙｍ（ｔ＋１）／Ｙｍ（ｔ）的值处处大于０。也就

是说，无法运用式（４）进行计算并进一步得到系数 ｖ^的值。

这主要是由于函数（６）为变量ｔ的连续函数，而式（６）所
需要拟合的函数则是仅仅“大体上”呈现出式（６）变化规律

的随机离散值点，其随机特性使得序列累减后求得级比值小

于０的情况经常发生。因此，传统灰色线性回归组合模型中

用于确定指数系数的方法并不适用于维修器材消耗需求的

预测。

由１．２节的论述可以知道，灰色ＧＭ（１，１）模型的预测式

可表示为

ｘ^（１）（ｔ）＝Ｃ′１ｅ
ｖ′ｔ＋Ｃ′２ （７）

其中，Ｃ′１、Ｃ′２和ｖ′为待定系数。

虽然式（６）和式（７）描述的为不同类型的曲线，但均是

用于拟合同一组随机离散点的近似曲线，两曲线在相同时刻

带入拟合方程的点相同。也就是说，在理想状况下，两曲线

重合，且均经过序列｛ｘ（１）（ｋ）｝上各点。在一般状况下，两类

曲线的具体形式均是通过拟合随机序列｛ｘ（１）（ｋ）｝的最小二

乘法得到，两曲线也是大致接近的，因此可以近似认为

Ｃ′１ｅ
ｖ′ｔ＋Ｃ′２ ＝Ｃ１ｅ

ｖｔ＋∑
ｎ＋２

ｉ＝２
Ｃｉｔ

ｉ－２ （８）

　　对式（８）两端求ｎ＋１阶导可得：

Ｃ′１ｖ′
ｎ＋１ｅｖ′ｔ＝Ｃ１ｖ

ｎ＋１ｅｖｔ

　　化简后可得：

Ｃ′１ｖ′
ｎ＋１

Ｃ１ｖ
ｎ＋１ ＝ｅ

（ｖ－ｖ′）ｔ （９）

因为式（９）左侧应为常数，所以有：

ｖ′＝ｖ （１０）

　　由式（１０）可以知道，灰色多项式回归模型的指数项的指

数系数可以通过求解灰色ＧＭ（１，１）模型得到：

ｖ^＝－ａ （１１）

　　虽然将式（８）两端求高阶导可能产生较大误差，但在模

型实际使用中，受历史数据量的限制，不可能使用项数较多

的多项式拟合，因而避免了求高阶导数而得到指数系数 ｖ的

情形。

同时，虽然式（１１）为近似得到，但 ａ为序列的灰色发展

系数，仅反应随机序列的发展趋势，并不影响组合模型的整

体拟合精度。由此可知，ｖ′可以视为灰色多项式回归组合预

测模型的灰色发展系数。

１．４　模型待定系数的确定

由于Ｎ为样本个数，可以运用最小二乘法确定式（６）中

的待定系数：

Ｃ＝

Ｃ１
Ｃ２


Ｃｎ＋












２

＝（ＡＴＡ）－１ＡＴＸ（１） （１２）

其中：Ａ＝

ｅｖ^ １ … １ １

ｅ２^ｖ ２ｎ … ２ １

ｅ３^ｖ ３ｎ … ３ １

  …  

ｅＮ^ｖ Ｎｎ … Ｎ















１

；

Ｘ（１） ＝［ｘ（１）（１） ｘ（１）（２） … ｘ（１）（Ｎ）］Ｔ

　　可以看出，当Ｃ４＝Ｃ５＝…＝Ｃｎ＋２＝０时，式（６）退化为灰

色线性回归组合模型。当Ｃ３＝Ｃ４＝… ＝Ｃｎ＋２＝０时，式（６）

退化为灰色ＧＭ（１，１）模型。由此，灰色多项式回归组合模

型解决了灰色序列指数规律和复杂函数规律叠加的问题。

在实际预测应用中，系数 Ｃｎ（ｎ＝１，２，…，ｎ＋２）均起着

修正拟合并提高精度的作用，均描述着随机灰色作用因子对
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于时间序列作用［１０］的结果。因此均可视为灰色作用量。

进行累减还原得到预测值：

ｘ^（０）（ｋ＋１）＝ｘ^（１）（ｋ＋１）－ｘ^（１）（ｋ）

（ｋ＝１，２，…，Ｎ） （１３）

１．５　残差和相对误差

预测值的残差：ε（ｋ）＝ｘ（０）（ｋ）－^ｘ（０）（ｋ），相对误差为

η＝ ε（ｋ）
ｘ（０）（ｋ）

（１４）

　　在模型使用过程中，模型所使用拟合的项数越多，就越

接近式（６），取得的拟合相对误差就会越小。但是在维修器

材需求预测中，数据通常体现出小样本的特点，因此拟合方

程数量有限，不可能采用过多的项进行拟合。当拟合项数过

多时，不仅会因拟合方程需求数量过多而降低拟合效果，甚

至可能导致拟合多项式系数无法求解的情况。

２　实例分析

本文选取某装甲装备在８个不同时间段内的维修器材

需求数据作为实例，数值序列为：｛ｘ（０）｝＝｛２８５，３２９，３４７，

３６５，３９６，４３２，４８３，５１２｝，｛ｘ（１）｝＝｛２８５，６１４，９６１，１３２６，

１７２２，２１５４，２６３７，３１４９｝，利用式（１）计算ＧＭ（１，１）模型序

列中发展系数为－０．０７７，由式（１１）得 ｖ^＝０．０７７。

分别选取２项式模型、３项式模型和４项式模型拟合数

据，三类模型可统一表示为

ｘ^（１）（ｔ）＝Ｃ１ｅ
ｖ^ｔ＋Ｃ２＋Ｃ３ｔ＋Ｃ４ｔ

２＋Ｃ５ｔ
３ （１５）

式（１５）中当Ｃ５＝Ｃ４＝０时，式（１５）为２项式模型（线性回归

组合模型）。Ｃ５＝０时，式（１５）为３项式模型。均不为０时，

式（１５）为４项式模型。由式（１２）、式（１３）计算系数可得结

果如表１所示。

表１　各类灰色多项式回归模型系数

模型系数 ４项式模型 ３项式模型 ２项式模型

Ｃ１ －６３３７７ ９０１２．９７ ３７９５．７８

Ｃ２ ７．９３ －２２．２５ －１２．７１

Ｃ３ １７８．６７ －３８８．５６ －３７９５．６６

Ｃ４ ５２４１．２４ －９０４０．１１ ０

Ｃ５ ６３３２４．８３ ０ ０

　　将表１中各阶模型系数结果分别带入式（１５）计算拟合

结果，由式（１４）计算相对误差，同时计算灰色 ＧＭ（１，１）模型

拟合结果，结果见表２。

表２　不同模型预测计算结果

真实值
ＧＭ（１，１）模型

预测值 相对误差／％

灰色２项式回归模型

预测值 相对误差／％

灰色３项式回归模型

预测值 相对误差／％

灰色４项式回归模型

预测值 相对误差／％

２８５ ２８５．００ ０ ２９２．３５ ２．５８ ２８６．１２ ０．３９ ２８４．２３ ０．２７

３２９ ３１８．８０ ３．１０ ３１６．７３ ３．７３ ３２６．９４ ０．６３ ３３２．２４ ０．９９

３４７ ３４４．９１ ０．６０ ３４３．１９ １．１０ ３４５．２９ ０．４９ ３４２．８３ １．２０

３６５ ３７３．１５ ２．２３ ３７１．７８ １．８６ ３６８．６９ １．０１ ３６５．４９ ０．１３

３９６ ４０３．７１ １．９５ ４０２．６７ １．６９ ３９７．５４ ０．３９ ３９７．３６ ０．３４

４３２ ４３６．７６ １．１０ ４３６．０４ ０．９４ ４３２．２９ ０．０７ ４３５．３７ ０．７８

４８３ ４７２．５３ ２．１７ ４７２．０９ ２．２６ ４７３．４０ １．９９ ４７６．１８ １．４１

５１２ ５１１．２２ ０．１５ ５１１．０４ ０．１９ ５２１．３９ １．８３ ５１６．２１ ０．８２

平均相对误差／％ １．８４ １．７９ ０．８５ ０．７４

　　由计算结果（表２）可以看到，灰色多项式回归组合模型

的拟合相对误差较灰色 ＧＭ（１，１）模型有了显著的减小，且

随着拟合多项式项数的增加，拟合精度逐渐提高。特别是当

拟合多项式为３项和４项式时，平均相对误差由１．８４％和

１７９％降为０．８５％和０．７４％。说明灰色多项式回归模型能

够更好地挖掘变化序列中的复杂函数形式变化规律，提高拟

合精度。同时，随着灰色多项式拟合项数的增加，运用最小

二乘法拟合求解所需的数据量也就越多，但在实际运用时数

据数量均是固定的，所以使用的拟合项数过多反而会影响拟

合效果。本例中数据个数为８个，仅能提供８个拟合方程，

当使用灰色８项回归组合模型时将产生９个未知系数，则无

法通过最小二乘法得到结果。

３　结论

１）除单一指数函数规律外，灰色多项式回归组合模型

可以用于拟合随机序列叠加后的任意复杂函数规律。

２）在装备维修器材需求预测问题中，灰色多项式回归

组合模型可以有效提高灰色 ＧＭ（１，１）模型的预测精度，且

采用灰色多项式拟合项数越多，拟合精度就越高。
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３）随着采用灰色多项式拟合项数的增多，误差修正的

幅度也随之减小，说明随着时间 ｔ的次幂越高，该修正项对

于整体预测值的修正效果越小。

４）由于在维修器材实际预测中数据量有限，不宜采用

过多的拟合项数，否则将影响拟合精度，甚至无法求解多项

式系数。
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