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时滞系统稳定性分析

第八章
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时滞系统研究的重要性

稳定性分析的主要方法

稳定性条件

基本知识

• 时滞无关条件

• 时滞相关条件

• 基于系统传递函数的频域法

• 基于系统状态空间的时域法
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时滞系统分类-时滞在状态方程中的位置

滞后型时滞系统

))(()()(:1 tdtxAtAxtxL d −+=&

分布型时滞系统

中立型时滞系统
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时滞系统分类-状态方程的系统矩阵

标称系统
))(()()(:S1 tdtxAtAxtx d −+=&

时变结构不确定系统
))(())(()())(()(:S2 tdtxtAAtxtAAtx dd −Δ++Δ+=&

[ ] [ ]adad EEtDFtAtA )()()( =ΔΔ ItFtFT ≤)()(

多项式型不确定系统
S3: 对于系统S1中矩阵 和 满足如下约束：

多时滞系统

A dA

[ ]
1 1

,,  ( ) ( ) , 1 0
p p

d d j j dj j j
j j

A A A A A Aξ ξ ξ ξ ξ
= =

⎧ ⎫⎪
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪ ⎭⎩

∈Ω Ω = = = ≥∑ ∑

)()()(:S4
1

0 i

m

i
i t-hxA+tx=Atx ∑

=

&



2015年10月25日

鲁棒控制理论及应用课程 何 勇

5

时滞系统分类-时滞类型

定常时滞系统
D1: 是一个恒定值，即

时变时滞系统
D2: 是一个可微函数，且满足

其中，当 时，称为快变时滞；当 时，称为慢
变时滞。

D3: 是一个连续函数，且满足

)(td
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∞≤≤≤≤ μ)(  ,)(0 tdhtd &
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)(td
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基本不等式

Park不等式

Moon不等式

0,2 1 >+≤ − RbRbRaaba TTT

常用不等式
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时滞无关稳定性分析-频域分析方法

频域方法是一类通过系统特征根分布进行分析来判断系
统稳定性的方法，由于它涉及特征根，因而无法处理具有时
变时滞或不确定性的时滞系统。

))(()()(:S1 tdtxAtAxtx d −+=& htdD ≡)(:1

定理1 满足时滞约束D1的系统S1时滞无关稳定的充分与
必要条件是如下三个条件同时满足：

a) 是稳定的；

b) 是稳定的；

c)对于任意的 ，矩阵 的谱半径满足

dAA+
A

0>ω dAAIj 1)( −−ω
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dAAIjωρ



2015年10月25日

鲁棒控制理论及应用课程 何 勇

8

定理2 如果存在标量 和对称矩阵 ，使得
如下矩阵不等式成立：

那么系统S1是渐近稳定的。

时滞无关稳定性分析-拉什密辛函数方法

选取如下形式的Lyapunov函数，利用拉什密辛稳定
性定理，可以得到相应的时滞无关稳定性条件。
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0
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上述定理中的条件是非线性的，可以按照如下思路求解：

• 给定 将它转化为LMI

• 利用LMI工具箱判断它的可行性

α

)()())(,( tPxtxtxtV T=
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定理3 如果存在对称矩阵 ， ，使得如
下LMI成立：

那么满足时滞约束D1的系统S1是渐近稳定的。

时滞无关稳定性分析-Lyapunov-Krasovskii泛函方法

选取如下形式的Lyapunov函数，利用Lyapunov-Krasovskii
稳定性定理，可以得到相应的时滞无关稳定性条件。
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定理4 假设当 时系统S1是稳定的，令 ，并定义

则有 ，也就是说，系统S1对于所有 是稳定的，但
在 时开始不稳定。

时滞相关稳定性分析-频域分析方法

频域方法讨论系统的时滞相关稳定性问题，主要根据系统的稳定性
指数连续性和系统特征虚根信息来确定保证系统稳定的时滞范围。对于
矩阵对 ，将它的第 个广义特征值表示为 ，并定义
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时滞相关稳定性分析-拉什密辛函数方法(1)

显式模型变换方法

对于满足时滞约束D1的系统S1，根据牛顿莱布尼茨公
式，有

∫− +−++−+=
0

)]()([)(][)(
h ddd dsshtxAstAxAtxAAtx&

))(()()(:S1 tdtxAtAxtx d −+=& htdD ≡)(:1
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2

0
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选取如下形式的Lyapunov函数，从而对于充分小的正
数 ，有 ，从而可得相应时滞相关稳定性
条件
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定理5 给定标量 ，如果存在标量 ， 和对
称矩阵 ，使得如下矩阵不等式成立：

那么满足时滞约束D1的系统S1是渐近稳定的。

时滞相关稳定性分析-拉什密辛函数方法(2)
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上述定理中的条件是非线性的，可以按照如下思路求解：

• 给定 和 将它转化为LMI；

• 利用LMI工具箱判断它的可行性.
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时滞相关稳定性分析-拉什密辛函数方法(3)

隐式模型变换方法

)()()( θθθ +−++=+ htxAtAxtx d&

))(()()(:S1 tdtxAtAxtx d −+=& htdD ≡)(:1

定理6 给定标量 ，如果存在标量 ， ， 和对称
矩阵 和任意合适位数矩阵 ，使得如下矩阵不等式成立：

那么满足时滞约束D1的系统S1是渐近稳定的。
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时滞相关稳定性分析-拉什密辛函数方法(4)

注：

• 如果设 ，那么定理6可转化为定理2，
即该定理包括了时滞无关稳定条件；

• 如果设 ，那么定理6可转化为定理5，即该定
理包括了显式模型变换方法的结论；

• 基于拉什密辛函数的稳定性分析方法还可以处理具有时变
时滞或者不确定性的时滞系统；

• 缺陷：得到的结论都不是LMI形式的，需要对某些参数进

行设置，这不仅增加了结论的保守性，而且增加了计算的复
杂性。

IIY 1100 ,,0 εαεα ===

IPAY d 2, εα ==
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模型变换结合交叉项界定技术

基本思路：引入模型变换将系统中的离散时滞变换为分

布时滞（即积分项），使得泛函沿系统的导数中同时出现交

叉项（变换系统产生）和二次型积分项（泛函产生），利用

不等式对交叉项进行界定可抵消泛函导数中的所有积分项，

从而获得时滞相关条件。

时滞相关稳定性分析-确定模型变换方法(1)
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模型变换Ⅰ（一阶模型变换）

模型变换Ⅱ（中立型模型变换）

∫ −
−+−+=

t

ht ddd dshsxAsAxAtxAAtx )]()([)(][)( &

)()()]()([ txAAdssxAtx
dt
d t

ht dd ∫ −
+=+

局限性：

有附加特征值，与原系统不等价；

使用基本不等式有很大的保守性。

时滞相关稳定性分析-确定模型变换方法(2)

Kolmanovskii , IEEE-TAC 1999, IJC 1999, Kim IEEE-TAC 2001
Gu, IEEE-TAC 2000, 2001
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模型变换Ⅲ

模型变换Ⅳ（广义模型变换or描述式模型变换）

∫ −
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t

htdd dssxAtxAAtx )()(][)( :Moon &Park  &&
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特点：
• 与原系统等价；
• 使用了Park和Moon的不等式

Park, IEEE-TAC 1999, Moon, IJC 2001
Fridman, SCL 2001, IEEE-TAC, 2002a,b, IJC 2003

时滞相关稳定性分析-确定模型变换方法(3)
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模型变换III结合Moon不等式得到的时滞相关/时滞变化
率相关稳定条件。
定理7 给定标量 和 ，如果存在 ，
和 ，以及任意合适维数矩阵 和 ，使得如下的
LMI成立，

则满足时滞D2的系统S1是渐近稳定的。
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时滞相关稳定性分析-确定模型变换方法(4)
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模型变换IV结合Moon不等式得到的时滞相关/时滞变化
率相关稳定条件。
定理8  给定标量 和 ，如果存在 ，

， 和 ，以及任意合适维数矩
阵 ，和 ，使得如下的LMI成立，

其中

则满足时滞D2的系统S1是渐近稳定的。
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时滞相关稳定性分析-确定模型变换方法(5)
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局限性：

由于交叉项界定时不可避免的放大处理，而且更重要的
是他们仅仅利用固定权矩阵表示牛顿－莱布尼兹公式中
各项的关系，使结论具有保守性

对于时变时滞系统（时滞变化率大于1），模型变换III
不能处理。即使广义模型变换方法能处理这种情形，也
只是通过一些特定的约束来获得结果，不具有通用性

时滞相关稳定性分析-确定模型变换方法(6)
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确定模型变换方法本质上他们都是用

替换x(t-h) 。比如，在Moon(IJC,2001)中，对于下式

中的x(t-h)前面被替换，而后面的没有替换。
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时滞相关稳定性分析-自由权矩阵方法(1)
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[ ] 0)()()()()( 21 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−−+ ∫ −

t

ht

TT dssxhtxtxNhtxNtx &

将上式加入到Lyapunov泛函的导数，保留所有的x(t-h)项。
由于N1和N2可以利用LMI求解，相比于以前采用替换x(t-h)
的利用固定的权的方法，我们的方法具有更大的优越性。

0)()()()(2 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−− ∫− htxdssxtxPAtx

t

htd
T &

时滞相关稳定性分析-自由权矩阵方法(2)
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对系统S1，构造Lyapunov泛函：

计算其导数，并对于 这一项，有两种处理方式：

∫ ∫ ∫− − +
++=

t

tdt h

t

t

TTT
t dsdsxZsxdssQxsxPxxxV

)(

0
)()()()()(

θ
θ&&

)(tx&

利用系统方程替换

保留 ，并利用自由权矩阵表示系统方程各项的

关系。

)(tx&
)(tx&

时滞相关稳定性分析-自由权矩阵方法(3)
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替换 ：

计算Lyapunov泛函的导数，利用系统方程 (1)替换 ，
并将下式加入Lyapunov泛函的导数中：

)(tx&

[ ] 0)())(()())(()(
)(21 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−−−+ ∫ −

t

tdt

TT dssxtdtxtxNtdtxNtx &

得到结果:
理论上包含Moon(2001,IJC)的结果；

理论上包含时滞无关稳定条件；

实例比较好于Fridman(2002,IEEE-TAC; 2003, IJC)的结果。

)(tx&

Wu et al, Automatica 2004

时滞相关稳定性分析-自由权矩阵方法(4)
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定理9  给定标量h>0和μ，如果存在P=PT>0, Q=QT≥0, Z=ZT>0, 
X ≥0 以及任意合适维数的矩阵N1和N2，使得如下的LMI成立，

,022

1211

<
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−∗∗
Φ∗
ΦΦ

hZ
ZhA
ZhA

T
d

T

,0222

11211

≥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∗∗
∗

Z
NX
NXX

则满足时滞条件D2 的系统S1是渐近稳定的。这里
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时滞相关稳定性分析-自由权矩阵方法(5)
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保留 ：

[ ] 0)())(()())(()()(
)(321 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−−−++ ∫ −

t

tdt

TTT dssxtdtxtxNtdtxNtxNtx &&

得到结果

理论上包含Fridman(2002)的结果；

与替换 的结果是等价的；

方便处理参数依赖Lyapunov泛函。

)(tx&
计算Lyapunov泛函的导数，保留 ，而利用自由权矩
阵表示系统方程(1)各项关系，将下式加入Lyapunov泛函
的导数中：

)(tx&

[ ][ ] 0))(()()()()( 21 =−−−+ tdtxAtAxtxTtxTtx d
TT &&

)(tx&

He et al, IEEE-TAC 2004

时滞相关稳定性分析-自由权矩阵方法(6)
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定理10  给定标量h>0和μ，如果存在P=PT>0, Q=QT≥0, Z=ZT>0, 
X ≥0 以及任意合适维数的矩阵N1,N2,N3和T1,T2使得如下的LMI
成立，
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则满足时滞条件D2 的系统S1是渐近稳定的。这里
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时滞相关稳定性分析-自由权矩阵方法(7)



2015年10月25日

鲁棒控制理论及应用课程 何 勇

28

∫ ∫ ∫− − +
++=

t

tdt h

t

t

TTT
t dsdsxZsxdssQxsxPxxxV

)(

0
)()()()()(

θ
θ&&

仍然考虑系统S1在时滞条件D2下的稳定性，构造相同
Lyapunov泛函：

其 后一项的导数为：
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而以前的做法是将其放大为：
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t
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TT ∫ −−
)(
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时滞相关稳定性分析-改进型自由权矩阵方法(1)
保留有用项：
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针对刚才提到的局限性，我们构造如下的Lyapunov泛函：
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θ
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同时在求其导数时，将被忽略的一项保留下来，可以得到
一个新的关于时变时滞系统的稳定性定理。可以证明，理
论上此结论包含定理9的结果。

He et al, IEEE-TAC 2007, Automatica 2007

时滞相关稳定性分析-改进型自由权矩阵方法(2)
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定理11  给定标量h>0和μ，如果存在P=PT>0, Q=QT≥0, R=RT≥0,
Z1=Z1

T>0,Z2=Z2
T ≥0 以及任意合适维数的矩阵N,S和M，使得如

下的LMI成立，
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则满足时滞条件D2 的标称系统S1是渐近稳定的。这里
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时滞相关稳定性分析-改进型自由权矩阵方法(3)
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时滞相关稳定性分析-改进型自由权矩阵方法(4)

考虑时滞、时滞上界和它们之差的关系：
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在Lyapunov泛函的导数中利用如下恒等关系：

在处理的过程中充分的考虑了h， 和 三者

之间的关系，将h分解成 和 ，不做任何

的放大，且没有忽略任何的有用项。

0)()()()()()(
)(

)(
=−− ∫∫

−

−−
dstXtdstXttXth

tdt

ht

Tt

tdt

TT ηηηηηη h

)(td)(tdh −
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He et al, IEEE-TNN 2007, IET-CTA, 2007, IEEE-TAC 2008

时滞相关稳定性分析-改进型自由权矩阵方法(5)
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定理12  给定标量h>0和μ，如果存在P=PT>0, Q=QT≥0, R=RT≥0,
Z=ZT>0,X=XT >0 以及任意合适维数的矩阵N,S和M，使得如下

的LMI成立

则满足时滞条件D2 的标称系统S1是渐近稳定的。这里
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时滞相关稳定性分析-改进型自由权矩阵方法(6)
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常用的积分不等式有两类：
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无需模型变换和交叉项界定，避免了由此产生的保守性

对于具有时变时滞的系统，一般要引入新的不等式来获
得具有更低保守性的结果，不够直观

Zhang, Automatica 2005
Han, Automatica 2005; Gu 2003

时滞相关稳定性分析-积分不等式方法
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鲁棒稳定性分析(1)

时变结构不确定系统

引理1 给定具有适当维数的矩阵 ,       ,     ,则

对所有满足 的 都成立的充要条件是存在
一正数 使得下式成立

TQQ = H E
0)()( <++ TTT HtFEEtHFQ

ItFtF T ≤)()( )(tF
0>ε

01 <++ − EEHHQ TT εε

利用这个条件可以将标称系统的结论平行推广到具有时
变结构不确定系统的时滞系统。以定理9为例，简述这种
推广的思路:利用 和 分别替换
定理中 和 ，根据引理1，并应用Schur补，可以得到相
应的时滞相关/时滞变化率相关鲁棒稳定条件。

aEtDFA )(+ add EtDFA )(+
A dA
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鲁棒稳定性分析(2)

考虑系统矩阵具有凸多项式不确定性：

简单Lyapunov泛函：

参数依赖Lyapunov泛函：

多项式型不确定系统

(3)
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由于这个式子加入到Lyapunov泛函的导数中，而保留其
中所有的 项。这样，不会出现P,Q,Z与A,Ad的乘积，
Lyapunov泛函的导数可以直接表示为：
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鲁棒稳定性分析(3)
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鲁棒稳定性分析(4)

定理13  给定标量h>0和μ，如果存在Pj=Pj
T>0, Qj=Qj

T≥0, Zj= 
Zj

T ≥ 0,Xj ≥0(j=1, …,p) 以及任意合适维数的矩阵N1j,N2j,N3j 

(i=1,2,3;j=1, …,p)和T1,T2使得如下的LMI成立，

则满足时滞条件D2且具有多项式不确定性(3)的系统S1是
鲁棒稳定的。这里
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时滞系统稳定性分析方面

• 如何选取既简单易行的Lyapunov-Krasovskii泛函，使得所得到的条

件充分接近充分必要条件是未来的研究方向

• 针对Lyapunov-Krasovskii泛函导数的处理过程，主要在于尽可能合

理地对时变时滞导数的估计，即尽量减小放大幅度

时滞系统应用研究

针对网络控制系统、无线通讯网络、无线传感器网络、大型电力
系统网络和生物基因网络等网络，各种信息的获取、传输和处理

都会存在时滞现象。因此，分析并消除时滞对系统的稳定性和动
态性能的影响是值得关注的问题 .

问题和展望
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谢谢各位！

Thank you!
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