
第十章 定积分的应用

§10.1  平面图形的面积

数学分析2



本节介绍用定积分计算平面图形在

一、直角坐标方程表示的平面图形的

二、参数方程表示的平面图形的面积

三、极坐标表示的平面图形的面积

面积

各种表示形式下的面积.    



一、再论曲边梯形的面积

中心思想：

把曲边梯形看作许许多多小的曲边梯形之和，每个

小曲边梯形面积，可近似地用矩形的面积来替。

( ) [ , ]y f x a b为 上的非负连续函数
( )y f xy

xa bo 1ix  ix



§9.1  定积分的概念一、再论曲边梯形的面积

(1)分割：

( ) [ , ]y f x a b为 上的非负连续函数
( )y f xy

xa bo 1ix  ix

0 1 na x x x b    

(2)近似代替： 1[ , ]i i ix x  
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§9.1  定积分的概念一、再论曲边梯形的面积

上述做法蕴含了两个实质性的问题

(1) [ , ]A a b所求的量 对于 具有可加性.

(2)用 近似 ，误差应是 的高阶无

穷小，只有这样，和式 的极限才是精

确值 ，故关键是确定

( )i if x  iA ix
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(3)    的部分量 可近似表示成 ，误

差是比 高阶的无穷小量 .

§9.1  定积分的概念二、微元法（元素法）

U1、能用定积分计算的量 满足的条件：

(1) [ , ]U x a b与变量 的变化区间 有关.

(2)    对于 具有可加性.U

iU

ix

[ , ]a b

U ( )i if x 



§9.1  定积分的概念二、微元法（元素法）

2 U、用定积分计算量 的步骤：

(1)   根据问题，选择合适的变量 为积分变量，

并确定它的变化区间 [ , ]a b

x

(2)   设想将 分成若干个小区间，取其中的

任一小区间 ，求出它所对应的部分量

的近似值 .

[ , ]a b

[ , ]x x dx U

( )U f x dx 

(3)   以 的元素 作积分表达式，以 为

积分区间，得 .

U dU [ , ]a b

( )
b

a
U f x dx  微元法（元素法）

dU



§9.1  定积分的概念三、平面图形的面积

1 2( ), ( ) [ , ]f x f x a b其中 是定义在 上的连续函数.

 1 2( , ) | ( ) ( ), [ , ] ,x A x y f x y f x x a b型区域:    

 1 2( , ) | ( ) ( ), [ , ] ,y B x y g y x g y y c d型区域:    

用定积分求由直角坐标方程表示的平面图形的面

x y积,通常把它化为 型和 型区域上的积分来计算.

1 2( ), ( ) [ , ]g y g y c d其中 是定义在 上的连续函数.



三、直角坐标系下平面图形的面积

 1 2( , ) | ( ) ( ), [ , ] ,A x y f x y f x x a b   :x 型区域

a b x
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1 2( ), ( )f x f x其中 是 [ , ]a b定义在 上的连续函数.
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三、直角坐标系下平面图形的面积

:y型区域

 2 1[ ( ) ( )]ddS g y g y y

 1 2( , ) | ( ) ( ), [ , ] ,B x y g y x g y y c d   

1 2( ), ( ) [ , ]g y g y c d其中 是定义在 上的连续函数.
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例1 2 2 8 .y x x y A 求由抛物线 和 所围图形 的面积

解  2
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例2 2 2 .y x x y A  求由 和 围成的图形 的面积

解 2 2 (1, 1) (4,2).y x x y和 的交点为 和 图形   

A 如下图.
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显然,由于 g1(y),  g2(y) 不是分段定义的函数,比较

A y若把 看作为 型区域，则

2
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容易计算.
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三、参数方程表示的平面图形的面积

设曲线C 由参数方程
( )

, [ , ]
( )

x x t
t

y y t
 


 

表示,

( ) , ( ) ( ) 0.y t x t x t 其中 连续 连续可微,

( ) , ( ) , ( ) [ , ]x a x b x t   若 在 上单调增,则 

,C x a x b x 由曲线 及直线 和 轴所围图形的面

积为

( ) d ( ) ( )d .
b

a
S A y x y t x t t




  



( ) , ( ) , ( ) [ , ]x a x b x t   若 在 上单调减时， 

( ) d ( ) ( )d
b
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若上述曲线C 是封闭的，即

( ) ( ), ( ) ( ),x x y y    



则由C 所围的平面图形 A 的面积同样是

   ( ) d .S A y t x t t



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22 2 2

0
(1 cos ) d 3 .a t t a


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解
2

0
( ) (1 cos )[ ( sin )] dS A a t a t t t


  

所围图形的面积.
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O 2 a
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与 x 轴例3
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(1 cos )

x a t t
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  

求由摆线



四、极坐标表示的平面图形的面积

2, , n A n 把扇形 分割成 个小扇形

xO




A

 r r 



由曲线 C .   和两条射线 = 与 = 围成

xO

i 



0 

n 
1i  

i 

1 

i 

设曲线C 的极坐标方程为 ( ), [ , ].r r A     图形

0 1 ,nT         作分割 ： 射线  1,i i  



(2)   设想将 分成若干个小区间，取任一小

区间 ，求出.[ , ]d  
d 



xO 

0 

n 

(1)   取 为积分变量，变化区间 [ , ] 

 21 ( )
2

dA r d 

(3)  面积为

  21 ( )
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A r d
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例4  (1 cos ) .r a 求 所围平面图形心脏 的面积线

解

2π 2
0

1( ) [ (1 cos )] d
2

S A a   

23 π .
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例4 2 2 cos2 .r a 求 所围平面图形双纽 的面积线

由图形的对称性,
π
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1( ) 4 cos 2 d
2

S A a    

解 2 0,r 因为 所以 的取值

π π 3π 5π[ , ] [ , ].
4 4 4 4
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π
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a/2 aO
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解
ππ

2 224
π0
4

1 1( ) sin d cos d
2 2

S A      
π π
4 2
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1 1 cos 2 1 1 cos 2d d .
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 
 

 
  

π π
4 2

π0
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1 sin2 1 sin2
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           
   

例5 sin , cosr r  求由 .A所围图形 的面积

1 π 1 1 π 1 π 1 .
4 4 2 4 4 2 8 4
           
   

注 也可利用对称性.  
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