
第一章  随机过程
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1.1随机过程的定义

自然界中的事物变化过程可以分成两大类

确知过程：具有确定的变化规律；每次试验
所得的变化过程相同，都是时间t的同一个
函数

随机过程：没有确定的变化规律；每次试验
所得的变化过程不同，是时间t的不同函数

电信号是电压或电流随时间变化的过程，它就
是据此分成两类――确知信号和随机信号。下
面先来看两个例子。 
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正弦（型）确知信号 

正弦（型）确知信号 

   式中：振幅、角频率和相位都是已知的
常量。

举例：对高频振荡器作定相激励

0 0( ) cos( )s t A tω ϕ= +
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正弦（型）随机初相信号 
正弦（型）随机初相信号 

   式中：振幅   和角频率    都是常量，而相位   是
在区间         上均匀分布的随机变量。

由于相位   是连续随机变量，在区间       上有
无数多个取值，即可取中的任一值   ，这时相
应有不同的函数式： 

0( ) cos( )X t A tω ϕ= +

A 0ω ϕ
(0,2 )π

ϕ (0,2 )π

iϕ

0( ) cos( )i ix t A tω ϕ= + (0,2 )iϕ π∈
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可见正弦（型）随机初
相信号实际上表示一族
不同的时间函数，见右
图所示（图中只画出其
中的三条函数曲线）。
因此这种信号是随机过

程。 

( )X t

t

1( )x t

2( )x t

3( )x t

0

π
ω 0

4π
ω0

3π
ω0

2π
ω

图1.1-1 正弦（型）随机初相信号

举例：对没有采用定相措施的一般高
频振荡器作开机激励
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   在信号

    的式中，

     若仅振幅是随机变量，则为随机振幅信号。

     若仅角频率是随机变量，则为随机频率信号。

  

( ) cos( )X t A tω ϕ= +
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上例对每次开机作观测，都相当于作一
次随机试验。每次试验所得的观测、记
录结果       都是一个确定的时间函数，称
为样本函数，简称样本或实现。所有这
些样本函数的总体或集合就构成随机过
程       。

( )ix t

( )X t
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定义1.1-1：设随机试验的样本空间        ，
对其每个元素   ，依照某个规则确定出一
个样本函数         ，由全部元素   所确定
的一族样本函数          称为随机过程。通
常按惯例省写随机因素    ，把         简记
为      。
这种定义是把随机过程理解为以随机方
式（具有一定概率）选取某个特定的样
本函数。  

{ }S e=

e( , )X e t
e

( , )X e t
( , )X e t

( )X t
e
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                  随机过程波形

( )X t

1e

2e

ne
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下面我们来看随机过程          在各种情况下
的意义：

若  固定为   ，仅时间t变化，则得一个特
定的时间函数           ，它是一个确定的样
本函数，即某次观测所得的记录曲线
（实现）。

( , )X e t

e ie
( , )iX e t
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若t固定为   ，仅随机因素   变化，则     
蜕化为一个随机变量，简记为     。随
机变量       又称为随机过程      在       时
的状态。

若    固定为   ，且t固定为   ，则        为
一个确定值，简记为        。
若   和t均为变量，则          为所有样本
的集合或所有随机变量的总体。这才是
随机过程      。

jt e ( , )jX e t
( )jX t

( )jX t ( )X t jt t=

e ie jt ( , )i jX e t
( )i jx t

e { ( , )}X e t

( )X t
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定义1.1-2：若对于每个固定的时刻   
(             )，     都是随机变量，则称      为
随机过程。

这种定义是把随机过程理解为随时间而
变化的一族随机变量。

jt
1,2,j = " ( )jX t ( )X t
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随机过程的分类

随机过程可以按其状态的不同，分成连
续型和离散型。也可以按其时间参量t的
不同，分成连续参量随机过程（简称随
机过程）和离散参量随机过程（简称随
机序列）。
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连续型随机过程：其
状态      和时间  都连
续。

离散型随机过程：其
状态      离散，而时
间  连续。如图所示。
对连续型随机过程进
行随机取样，并经量
化后保持各取样值，
即得这类随机过程。 

( )X t

0

( )X t

( )jX t t

( )jX t
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连续随机序列：其状态连续，
而时间离散。对连续型随机
过程进行等间隔取样，即得
这类随机过程。 

离散随机序列：其状态和时
间都离散。对连续型随机过
程进行等间隔取样，并将取
样值量化成若干个固定的离
散值，例如二进制中的0、1，
或十进制中的0～9，即得这
类随机过程，实际上即为数
字序列或数字信号。 

( )X t
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由上可知，最基本的是连续型随机过程，
其它三类只是对它作离散处理而得，因
此本书重点介绍连续型随机过程。
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随机过程根据其分布函数或概率密度进
行分类，可以分成独立随机过程、马尔
可夫（Markov）过程，独立增量过程、
正态（Normal）随机过程、瑞利
（Rayleigh）随机过程等。

根据随机过程的功率谱特性，可以分成
宽带的或窄带的，白色的或有色的。

在工程技术中，还可根据随机过程有无
平稳性，分成平稳的和非平稳的。 
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1.2随机过程的概率分布
一维概率分布 

    随机过程X(t)在任一特定时刻   取值为一维随
机变量       。概率                是取值    和时刻   
的函数，记：

   称为过程      的一维分布函数。

1t

1( )X t 1 1{ ( ) }P X t x≤ 1x 1t

( ){ }1 1 1 1 1( , )F x t P X t x= ≤
( )X t
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若它对    的一阶偏导数存在，则定义：

   
   
   为过程X(t)的一维概率密度，一般省写其
脚注而简记为            。

1x

( ) ( )
1

111
111

,,
x

txFtxp
∂

∂=

( , )p x t



随机信号分析课件

1．2．2二维概率分布

随机过程X(t)在任两时刻    、  的取值     、
构成二维随机变量              。记：

   
称为过程X(t)的二维分布函数。

若它对   和  的二阶混合偏导数存在，则
定义：

  
为过程X(t)的二维概率密度。

1t 2t 1( )X t

2( )X t 1 2[ ( ), ( )]X t X t

( ) ( ) ( ){ }221121212 ,,;, xtXxtXPttxxF ≤≤=

1x 2x

( ) ( )2
2 1 2 1 2

2 1 2 1 2
1 2

, ; ,
, ; ,

F x x t t
p x x t t

x x
∂

=
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   二维概率分布可以描述随机过程在任两
时刻取值之间的关联性，且通过积分可
以求得两个一维概率密度             
和              。

1 1( , )p x t
2 2( , )p x t
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1．2．3  n维概率分布
   随机过程X(t)在任意n个时刻              的取
值                      构成n维随机变量，即n维
空间中的随机矢量   。同上可得过程X(t)
的n维分布函数为：

    过程X(t)的n维概率密度为：

1 2, , , nt t t"

1 2( ), ( ), , ( )nX t X t X t"

X
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( ) ( ) ( ){ }

1 2 1 2
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    根据第0章中多维随机变量的概率分布可
知，随机过程的n维概率分布具有下列主
要性质：

( ) 0,,,,,;,,,,, 2121 =∞− ninn ttttxxxF """"

( ) 1,,,;,,, 21 =∞∞∞ nn tttF ""

( ) 0,,,;,,, 2121 ≥nnn tttxxxp ""

( ) 1,,,;,,, 212121 =∫∫
∞

∞−

∞

∞− nnnn
n

dxdxdxtttxxxp """"
重
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   若                             统计独立，则得：

( )
( ) nmmnnn

mn

dxdxdxtttxxxp """" 212121 ,,,;,,, ++
−

∞

∞−

∞

∞− ∫∫
重

( )mmm tttxxxp ,,,;,,, 2121 ""=

( ) ( ) ( )ntXtXtX ,,, 21 "

( )
( ) ( ) ( )
1 2 1 2

1 1 2 2

, , , ; , , ,

, , ,
n n n

n n

p x x x t t t

p x t p x t p x t=
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例1．1－3：设随机振幅信号                    ，
式中：  为常量，   为标准正态随机变量。
试求时刻：      、         、          时的一维概
率密度。

解：标准正态随机变量X的一维概率密度为：

   X(t)在任一时刻t的取值为

 由随机变量的概率密度变换，可以求得X(t)的一维
概率密度为：

( ) ∞<<∞−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= xxxp

2
exp

2
1 2

π
txxt 0cosω=

( ) tXtX 0cosω=
0ω X

0=t 03ωπ=t 02ωπ=t

( ) ( ), ,t
t

dxp x t p x t
dx

=
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2
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2cos2 cos

tx x
tt ωπ ω
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⎣ ⎦
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故得：

        时

        时

        时

上述结果示于下图。由图可知，随机过程X(t)的一维概
率密度随时间t变化，任一时刻的取值都是正态分布，
但各个时刻的方差有所不同。
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(a) 随机振幅信号的八条样本曲线

clc;clear;
A = randn(1,8);
for k = 1:8
    for t = 1:100
        x(k,t) = A(k)*cos(0.025*pi*t);
    end
    plot(x(k,:));
    hold on;
end
xlabel('t');ylabel('X(t)');
grid on;axis tight;
title('随机振幅信号的八条样本曲线');

1 1( , )p x t

1x
2x

2 2( , )p x t

3x

3( )xδ

3 3( , )p x t
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例1.1-4：试写出确知信号                              的一维概率
密度。

解：从分类来说，确知信号s(t)不是随机过程，但可看
成是一种特殊的随机过程X(t)，对于任一时刻t，过程
X(t)的取值只能是s(t)，因而确知信号s(t)的一维概率密
度可以写为：

( ) ( )00cos ϕω += tAts

( ) ( )[ ]tsxtxp −= δ,
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1．3随机过程的矩函数

描述随机变量的平均统计参量是数学期
望、方差、协方差、相关矩等数字特征，
最一般的数字特征为矩。
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1．3．1数学期望
随机过程X(t)在某一特定时刻   的取值为一维
随机变量      ，其数学期望是一个确定值。随
机过程X(t)在任一时刻t的取值仍为一维随机变
量    （注意此处t已固定，故X(t)已非随机过
程），将其任一取值x(t)简记为x，根据随机变
量的数学期望定义，可得：

1t
( )1tX

( )tX

( )[ ] ( ) ( )tmdxtxxptXE X== ∫
∞

∞−
,



随机信号分析课件

它是时间t的确定函数，是过程X(t)在任
一时刻t的数学期望或统计平均，称为随
机过程X(t)的（瞬时）数学期望或统计均
值，常以专用符号           记之（脚注X在
不致混淆时可以省去不写）。

( )tmX
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统计均值是对随机过程X(t)中的所有样本在任
一时刻t的取值进行平均，因而统计均值又称集
合均值（在不致混淆时可以简称均值）。

随机过程X(t)的数学期望     见图中的粗实线所
示，它表示随机过程中的所有样本在任一时刻
的取值（随机变量）之分布中心。

( )tmX

( )X t

0
t

( )Xm t

( )X tσ
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1．3．2方差
随机过程X(t)的数学期望         是确定的时间函
数，因而                            仍为随机过程，称为
中心化随机过程，简称为过程X(t)的起伏。

起伏在任一时刻的取值仍为一维随机变量，故
按随机变量的方差定义，可得：

它也是时间t的确定函数，称为随机过程X(t)的
方差，常以专用符号       记之。

( )tmX

( ) ( ) ( )tmtXtX X−=
D

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )

2
2

2 2,

X

X X

D X t E X t E X t m t

x m t p x t dx tσ
∞

−∞

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = −⎢ ⎥⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

⎡ ⎤= − =⎣ ⎦∫

( )tX
2σ
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方差必为非负函数，其平方根       称为随
机过程的标准差或方差根。在图中以虚
线表示。

方差表示随机过程中的所有样本在任一
时刻的取值（随机变量）对其分布中心
的平均离散程度。

( )tXσ

( )X t

0
t

( )Xm t

( )X tσ
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1．3．3自相关函数

为了表示随机过程在任两时刻的取值之
间的关联程度，需用二维随机变量的二
阶原点矩或中心矩，这就是随机过程的
自相关函数和中心化自相关函数。 
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随机过程X(t)在任两时刻        的取值构成
二维随机变量，将变量       和        在任两
时刻的取值      和      简记为   和    ，记二
阶混合原点矩为：

    
       称为随机过程X(t)的自相关函数，在不
致混淆时可以简称相关函数。它表示过
程X(t)在任两时刻的取值之间的平均关联
程度。

21, tt

( )1tX ( )2tX
( )1tx ( )2tx 1x 2x

( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 2

1 2 2 1 2 1 2 1 2

,

, ; ,

XR t t E X t X t

x x p x x t t dx dx
∞ ∞

−∞ −∞

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

= ∫ ∫
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同理，记变量      和        的二阶混合中心
矩为：

    称为随机过程X(t)的中心化自相关函数或
自协方差函数，简称协方差函数。它表
示过程X(t)在任两时刻的起伏值之间的平
均关联程度。

( )1tX ( )2tX

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }22112121, tmtXtmtXEtXtXEttC XXX −−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

DD

( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2, ; ,X Xx m t x m t p x x t t dx dx
∞ ∞

−∞ −∞
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫



随机信号分析课件

这两种自相关函数之间具有下述关系：

   因为当              时，有：

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }221121, tmtXtmtXEttC XXX −−=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }21122121 tmtmtXtmtXtmtXtXE XXXX +−−=

( ) ( ) ( )2121, tmtmttR XXX −=

ttt == 21

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]tXEtXtXEttRX
2, ==

( ) ( ) ( ){ } ( )2 2,X X XC t t E X t m t tσ⎡ ⎤= − =⎣ ⎦
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因此，可得：

可见当               时，自协方差函数即方差，
而相关函数即一维随机变量的二阶原点
矩             ，称为随机过程X(t)的均方值。

( ) ( )[ ] ( )tmtXEt XX
222 −=σ

ttt == 21

( )[ ]tXE 2
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例1．1－5：设随机振幅信号                   
式中：   为常量，X为标准正态随机变量。
求随机过程X(t)的数学期望、方差、相关
函数、协方差函数。

解：因为X是标准正态随机变量，故其数
学期望            ，方差          ，从而均方值 

( ) tXtX 0cosω=

0ω

[ ] 0=XE [ ] 1=XD

[ ] [ ] [ ] 122 =+= XEXDXE
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根据随机过程的矩函数定义，并利用数
字特征的性质，求得：

( ) [ ] [ ]0 0cos cos 0E X t E X t t E Xω ω⎡ ⎤= = = ⋅ =⎣ ⎦

( ) [ ] [ ]2 2
0 0 0cos cos cosD X t D X t t D X tω ω ω⎡ ⎤= = = ⋅ =⎣ ⎦

( ) ( ) 2
1 2 0 1 0 2

2
0 1 0 2 0 1 0 2

cos cos

cos cos cos cos

E X t X t E X t t

t t E X t t

ω ω

ω ω ω ω

⎡ ⎤⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⋅ =⎣ ⎦

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( )

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 0 1 0 2, cos cos

X X

X

E X t X t E X t m t X t m t

E X t X t R t t t tω ω

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
= = =

D D

( )Xm t

( )2
X tσ

( )1 2,XR t t

( )1 2,XC t t
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1．4随机过程的特征函数

我们知道，随机变量的概率密度与特征
函数是一对傅立叶（Fourier）变换，且
随机变量的矩唯一地被特征函数所确定。
因此求正态分布等随机变量的概率密度
和数字特征时，利用特征函数可以显著
简化运算。同样，求随机过程的概率密
度和矩函数时，利用特征函数也是如此。



随机信号分析课件

随机过程X(t)的一维特征函数被定义为：

   式中x为随机变量X(t)的取值，        是过
程X(t)的一维概率密度，它与一维特征函
数           构成一对傅立叶变换，即有：

( ) ( )[ ] ( )∫
∞

∞−
==Φ dxtxpeeEt xjtXj

X ,, λλλ

( )txp ,

( )tX ,λΦ

( ) ( )∫
∞

∞−

−Φ= λλ
π

λ dettxp xj
X ,

2
1,
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将上式两端各对变量    求偏导n次，得：

因而过程X(t)的n阶原点矩函数为：

利用该式即可以求得随机过程的数学期
望和均方值。

λ

( ) ( )∫
∞

∞−
=Φ

∂
∂ dxtxpexjt xjnn

Xn

n

,, λλ
λ

( )[ ] ( ) ( )
0

,,
=

−∞

∞− ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Φ

∂
∂== ∫

λ

λ
λ

tjdxtxpxtXE Xn

n
nnn
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随机过程的二维特征函数被定义为：

式中：                      ，                   是过程
的二维概率密度，它与                     构成
二重傅立叶变换对，即有：

( ) ( ) ( )[ ]2211
2121 ,;, tXjtXj

X eEtt λλλλ +=Φ

( )∫∫
∞

∞−

+∞

∞−
= 2121212 ,;,2211 dxdxttxxpe xjxj λλ

( ) ( )2211 , tXxtXx == ( )21212 ,;, ttxxp

( )2121 ,;, ttX λλΦ

( ) ( ) ( )∫∫
∞

∞−

−−∞

∞−
Φ= 212121221212

2211,;,
2

1,;, λλλλ
π

λλ ddettttxxp xjxj
X
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将上式的两端各对变量   和    求一次偏导，
得：

因而过程X(t)的相关函数为：

1λ 2λ

( ) ( )∫∫
∞

∞−

+∞

∞−
−=Φ

∂∂
∂

2121212212121
21

2

,;,,;, 2211 dxdxttxxpexxtt xjxj
X

λλλλ
λλ

( ) ( ) ( )
0

2121
21

2

21212122121

21

,;,,;,,
==

∞

∞−

∞

∞− ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Φ

∂∂
∂−== ∫∫

λλ

λλ
λλ

ttdxdxttxxpxxttR XX
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利用特征函数的性质，还可求得过程X(t)
的方差和协方差函数分别为：

( )[ ] ( )[ ] ( )
0

2

2

,
=

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Φ
∂
∂−=

λ

λ λ
λ

tetXD X
tXEj

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )
0

2121
21

2

21

21

2211 ,;,,
==

−−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Φ
∂∂
∂−=

λλ

λλ λλ
λλ

ttettC X
tXEjtXEj

X
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例1．1－6：已知随机过程X(t)在t时刻的
取值服从正态分布，其一维概率密度为：

   试求这时随机过程X(t)的特征函数，并求
此时的数学期望、方差、均方值。

解：由一维特征函数的定义式可得：

( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−= 2

2

2
exp

2
1,

σσπ
mxtxp

( ) ( )[ ] ( )
( )

∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−=

==Φ

dxmxxj

dxtxpeeEt xjtXj
X

2

2

2
exp

2
1

,,

σ
λ

σπ

λ λλ
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作变量代换：             ，得：

可以求得数学期望和均方值分别为：

因而方差为：                                   

σ
mxy −=

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−=Φ ∫

∞

∞−

22
2

2
1exp

2
exp

2
1, σλλλσ
π

λ λ mjdyyjyet xj
X

( )[ ] ( ) mtjtXE X =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Φ
∂
∂=

=

−

0

1 ,
λ

λ
λ

( )[ ] ( ) 22

0
2

2
22 , mtjtXE X +=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Φ

∂
∂=

=

− σλ
λ λ

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] 222 σ=−= tXEtXEtXD
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1．平稳随机过程
特点
平稳随机过程的主要特点是其统计特性不随时
间的平移而变化，即其概率分布或矩函数与观
察的计时起点无关，可以任意选择观测的计时
起点。

若随机过程不具有上述平稳性，则为非平稳随
机过程。
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分类

根据对平稳性条件的要求程度不同，一
般把平稳随机过程分成两类：

    严格平稳（又称狭义平稳）；

    广义平稳（又称宽平稳）。
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严格平稳过程
若随机过程X(t)的任意n维概率分布不随
计时起点的选择不同而变化，即当时间
平移任一常数    时，其n维概率密度（或
分布函数）不变化，则称X(t)为严格平稳
过程，即应满足下述关系式：

ε

( )
( )
1 2 1 2

1 2 1 2

, , , ; , , ,

, , , ; , , ,
n n n

n n n

p x x x t t t

p x x x t t tε ε ε= + + +

" "

" "
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下面来看严格平稳过程的一、二维概率密度和矩函
数有什么特点。

    将上式用于一维时，令         ，则得：

    这表明一维概率密度与时间t无关，故可简记为     。
    可得数学期望和方差也都是与时间无关的常量，即
有：

1t−=ε
( ) ( )0,, 11111 xptxp =

( )tp

( )[ ] ( ) ( ) XmdxxxpdxtxxptXE === ∫∫
∞

∞−

∞

∞−
,

( )[ ] ( )[ ] ( ) [ ] ( ) 222 , XXX dxxpmxdxtxptmxtXD σ=−=−= ∫∫
∞

∞−

∞

∞−
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  用于二维时，令           ，并记           ，得：

   这表明二维概率密度仅与时间间隔         
有关，而与时刻    或    无关，故可简记
为             。
由此可得相关函数仅为单变量    的函数，
即：

1t−=ε 12 tt −=τ

( ) ( )τ,0;,,;, 21221212 xxpttxxp =

12 tt −=τ
1t 2t

( )τ;, 212 xxp

τ

( ) ( ) ( )ττ XX RdxdxxxpxxttR == ∫∫
∞

∞−

∞

∞− 211122121 ;,,
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同理可得协方差函数：

故当             ，即       时，有：

( ) ( ) ( ) 2
21, XXXX mRCttC −== ττ

ttt == 21 0=τ

( ) 22 0 XXX mR −=σ
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广义平稳过程

若随机过程X(t)的数学期望是与时间t无
关的常量，相关函数仅与时刻间隔          
有关，即：

  则称X(t)为广义平稳过程。

12 tt −=τ

( )[ ]
( ) ( ) ⎭

⎬
⎫

=
=

τXX

X

RttR
mtXE

21,
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例1：设随机初相信号                           ，    
其中   和   都是常量，  是在          上均匀分
布的随机变量。试问X(t)是否为平稳过程。

解：随机变量    的概率密度为：

    因对任一时刻t，X(t)都是同一随机变量    
的函数，故可对此函数求统计均值，得数
学期望为：

( ) ( )ϕω += tAtX 0cos
A 0ω ϕ ( )π2,0

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<=

others
p

0

20
2
1 πϕ
πϕ

ϕ

ϕ
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同理，变量             也是同一随机变量    
的函数，故得相关函数为：

( ) ( ) ( ) ( )Xm t E X t x t p dϕ ϕ
∞

−∞
= =⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫

( ) ( )21 tXtX ϕ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2,XR t t E X t X t x t x t p dϕ ϕ
∞

−∞
= =⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫

( )2

00

1cos 0
2

A t d
π

ω ϕ ϕ
π

= + =∫

( ) ( )2 2
0 1 0 20

1cos cos
2

A t t d
π

ω ϕ ω ϕ ϕ
π

= + +∫

( ) ( ){ }
2 2

0 2 1 0 1 20
cos cos 2

4
A t t t t d

π
ω ω ϕ ϕ

π
= − + + +⎡ ⎤⎣ ⎦∫

2

0cos
2
A ω τ=

cos(α+β)=cosα·cosβ-sinα·sinβ 
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因为求得的数学期望与时间无关，相关
函数仅与时间间隔有关，故知X(t)至少是
广义平稳过程。

仿上方法可知，随机振幅信号                
不是平稳过程。而振幅与相位不相关的
随机振幅、初相信号                             则
是平稳过程。

( ) tXtX 0cosω=

( ) ( )ϕω += tXtX 0cos
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2、各态历经过程

随机过程            有两个变量，故能采用
两种平均方法――统计平均和时间平均。
下面先介绍这两种平均方法。 

( )teX ,
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统计平均

对集合中的所有样本在同一（或同一些）
时刻的取值用统计方法求其平均，称为
统计平均或集合平均，记为       或     。

   例如，对于平稳过程X(t)，其集合均值为：

[ ]E i i

( )( ) ( ) ( ) XmdxxxptXtXE === ∫
∞

∞−
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其集合相关函数为：

用上两式求统计平均时，首先需要取得过程X(t)
的一族个样本（理论上需要        ），然后将同
一时刻或同两时刻的取值，用统计方法求出一、
二维概率密度，才能利用上两式作计算。

可见这样求解非常繁难。通常的作法是先经过
实验，取得数量相当多的有限个样本，然后求
其算术均值，并近似将它当作统计均值。

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ττ XX RdxdxxxpxxtXtXttR === ∫∫
∞

∞−

∞

∞− 21112212121 ;,,

∞→n
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例如当精度要求不高时，可以采用下列近似算
式：

    式中：n为样本总数。

思考替代方法

( ) ( )∑
=

≈
n

i
iX tx

n
tm

1

1

( ) ( ) ( )∑
=

+≈+
n

i
iiX txtx

n
ttR

1

1, ττ
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时间平均

对集合中的某个特定样本在各个时刻的
值，用一般数学方法求其平均，称为时
间平均，记为         。

据此可以定义某一样本      的时间均值为：

⋅

( )txi

( ) ( )∫−∞→
=

T

T iTi dttx
T

tx
2
1lim
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而样本       的时间自相关函数为：

可见，求时间平均只需有一个样本，对这确定
的时间函数，可用一般数学方法作计算，即使
时间函数复杂难算，还可用积分平均器来作测
量（应该保持测试条件不变）。
理论上需要平均时间         ，即样本应该持续无
限长，但实际上只需足够长，能够满足工程上
的一定精度要求（估计方差足够小）即可。

( )txi

( ) ( ) ( ) ( )∫−∞→
+=+

T

T iiTii dttxtx
T

txtx ττ
2
1lim

∞→T
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例2：设                        是例1所示随机初
相信号                        中的任一样本，试
求      的时间均值和时间自相关函数，并
与该例所得结果作比较。

解：

( ) ( )ii tAtx ϕω += 0cos

( ) ( )ϕω += tAtX 0cos

( )txi

( ) ( )0
1lim cos

2
T

i iTT
x t A t dt

T
ω ϕ

−→∞
= +∫

0
coslim cos
2

Ti
TT

A tdt
T
ϕ ω

−→∞
= ∫

0

0

cos sinlim 0i

T

A T
T

ϕ ω
ω→∞

= =

cos(α+β)=cosα·cosβ-sinα·sinβ 
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( ) ( ) ( ) ( )0 0
1lim cos cos

2
T

i i i iTT
x t x t t t dt

T
τ ω ϕ ω τ ϕ

−→∞
+ = + + +⎡ ⎤⎣ ⎦∫

2

0lim cos
4

T

TT

A dt
T

ω τ
−→∞

≈ ∫
2

0cos
2
A ω τ=

1cos cos [cos( ) cos( )]
2

α β α β α β= + + −

( )
2

0 0 0= lim [cos 2 2 cos ]
4

T

iTT

A t dt
T

ω ϕ ω τ ω τ
−→∞

+ + +∫
2 2

0 0lim (sin 2 ) lim cos
4 4

T

TT T

A AT dt
T T

ω ω τ
−→∞ →∞

= + ∫
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( )[ ] ( )txtxE ii = ( ) ( )[ ] ( ) ( )ττ +=+ txtxtxtxE iiii

与例1所得结果作比较，可知有关系式：

可见对于这种随机初相信号，其任一样本的时
间平均都等于集合的统计平均，故能允许用简
易的时间平均来代替繁难的统计平均。
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各态历经性

若由随机过程X(t)的每个样本         求得
的时间平均从概率意义上（概率1）等于
集合的统计平均，或者确切些说，此时
间平均依概率（概率1）收敛于集合的统
计平均，则称过程X(t)具有各态历经性
(Ergodicity)，简称遍历性。 

( )txi
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若有：

    则称过程X(t)的均值具有遍历性。式中等
号上面的字母P表示是概率意义上的相等
（概率1）。

同理，若有：

   则称过程的相关函数具有遍历性。

( ) ( )[ ]tXEtX
P
=

( ) ( ) ( ) ( )[ ]ττ +=+ tXtXEtXtX
P
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若随机过程的均值和相关函数都具有遍历性，
则称为广义各态历经过程，简称遍历过程。

各态历经性的物理意义是：随机过程的任一样
本在足够长的时间内，都先后经历了这个随机
过程的各种可能状态。

故对遍历过程来说，其任一样本都可作为有充
分代表性的典型样本，对它求得的时间平均，
也就从概率意义上等于集合的统计平均，从而
可以简化计算或测量。
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各态历经性的条件

平稳过程只是遍历过程的必要条件，并
非充分条件。即有下面的关系式：

{ } { } { }⊂ ⊂遍历过程 平稳过程 随机过程
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下面来讨论遍历性的充要条件

平稳过程X(t)的均值      具有遍历性的充要
条件为：

  式中：                          为协方差函数。

证明略。

Xm

( ) 0
2

1
2
1lim

2

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∫−∞→

T

T XT
dC

TT
ττ

τ

( ) ( ) 2
XXX mRC −= ττ
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对于最常见的零均值平稳正态随机过程，
可以证明过程遍历的充要条件为

   
或即：

    可见当         中含有周期性分量时，上两
式将不成立。

( ) 01lim
0

2 =∫∞→

T

XT
dC

T
αα

( ) 0lim =
∞→

τ
τ XC

( )τXC



随机信号分析课件

由上可知，要严格检验一个随机过程的
均值和相关函数是否具有遍历性，一般
应该分别求得其二阶和四阶矩函数，这
将非常繁难。

因而通常是先凭经验，把平稳过程假设
为遍历过程，然后根据实验结果，对这
种假设进行检验。应该指出，遍历性的
条件要求比较宽，实际工程中遇见的平
稳过程大多是遍历过程。
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遍历过程矩函数的工程意义

当平稳过程X(t)又是遍历过程时，其统计
平均可用时间平均代替，因而各个矩函
数可用相应的时间平均参量来作解释。
例如当X(t)表示电压（或电流）时，各个
矩函数在工程上有如下意义：

因为集合均值可用时间均值代替，所以
数学期望    表示过程X(t)的直流电压（或
电流）分量。而      表示过程X(t)消耗在
一欧姆电阻上的直流分量功率。

Xm
2
Xm
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因为集合方差可用时间方差代替，所以
集合方差     表示过程X(t)消耗在一欧姆
电阻上的平均起伏功率（即交变功率）。
而标准差     表示起伏电压（或电流）
的有效值。

当           时，集合相关函数         即集合
均方值            ，可得：

      可见集合均方值表示过程X(t)消耗在一
欧姆电阻上的总平均功率，它是直流分
量功率与平均起伏功率之和。

2
Xσ

Xσ

0=τ ( )0XR
( )[ ]{ }2tXE

( ) 220 XXX mR +=σ
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3相关函数的性质

平稳实随机过程的相关函数具有下列性
质： 

 （1）                                                   
   即相关函数是变量的偶函数，

证：

同理，有：

( ) ( )ττ −= XX RR

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )ττττ −=+=+= XX RtXtXEtXtXER

( ) ( )ττ −= XX CC
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  （2）                                                     
即相关函数在       时为非负值

证：当       时，

同理，有：

( ) 00 ≥XR

0=τ

0=τ

( ) 00 22 ≥+= XXX mR σ

( ) 00 2 ≥= XXC σ
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平稳随机过程的相关函数和协方
差函数
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（3）   即相关函数在       时具有最大
值。
证：任何正函数的数学期望恒为非负值，故有：

   
   
今过程平稳，有：

   因而
   或
同理，有：               

( ) ( )τXX RR ≥0 0=τ

( ) ( )[ ]{ } 02 ≥+± τtXtXE
( ) ( ) ( ) ( ){ } 02 22 ≥+++± ττ tXtXtXtXE

( ) ( ) 0202 ≥± τXX RR

( )[ ] ( )[ ] ( )022
XRtXEtXE =+= τ

( ) ( )τXX RR ≥0

( ) ( )τXX CC ≥0
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 （4）若平稳随机过程中不含周期分量，则有：

证：对于这类随机过程，当    增大时，变量     
与           之间的关联程度便会减小。 在         的
极限情况下，两个随机变量将呈现独立性，故有：

同理，不难求得：

( ) ( ) 2lim XXX mRR ==∞
∞→

τ
τ

τ ( )tX

( )τ+tX ∞→τ

( ) ( ) ( )lim limXR E X t X t
τ τ

τ τ
→∞ →∞

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

( ) ( ) 0lim ==∞
∞→

τ
τ XX CC

( ) ( ) 2lim XE X t E X t m
τ

τ
→∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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对于这类随机过程，其均值和方差可用
相关函数表示如下：

( )
( ) ( ) ( )⎭

⎬
⎫

∞−==
∞±=

XXXX

XX

RRC
Rm

002σ
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 （5）对于周期性随机过程，有：

   即相关函数同样也具有周期性，且周期T仍
然保持不变。

证：周期性过程具有性质                  ，故有：

 （6）        为非负定函数，即对任意数组              
和任意函数     ，均有：

( ) ( )X XR R Tτ τ= +

( ) ( )TtXtX +=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X XR t E X t X t E X t X t T R Tτ τ τ= + = + + = +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

( )τXR nttt ,,, 21 "

( )tf

( ) ( ) ( ) 0
1,

≥−∑
=

n

ji
jijiX tftfttR
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例1．2－5：假设各个平稳随机过程的相关函数分别如
图所示。试判断它们能否成立，并说明这些过程各有
何特点（有无直流分量，有无周期性，波形起伏的快
慢）。

0 τ
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解：

   图（a）违反性质（3），故不能成立；

   图（b）能成立，有直流分量，无周期性，过程
的波形起伏较慢；

   图（c）能成立，无直流分量，有周期性，过程
的波形起伏极快（是宽度极窄的δ函数）。

   图（d）能成立，无直流分量和周期性，过程的
波形起伏较快（指其载波波形，而包络波形的
起伏较慢），且正负交替地变化。
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无量纲的比值

   称为随机过程的自相关系数（又称归一
化相关函数或标准协方差函数），简称
相关系数。

( ) ( )
( )

( )
20 X

X

X

X
X

C
C
Cr

σ
τττ ==

自相关系数
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互相关系数

若随机过程X(t)与Y(t)联合平稳，则定义它们的
互相关系数为：

式中：              分别是两个随机过程的标准差。

( ) ( )
YX

XY
XY

Cr
σσ
ττ =

YX σσ 、
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相关时间---定义1
当相关系数        从其最大值           下降到
某个近似的零值（一般取为0.05）所经历
的时刻间隔称为相关时间，记为      。
当          时，就可认为      与          已不相
关。 

( )tX
D

( )τ+tX
D

( )τXr ( ) 1=τXr

'
0τ

'
0ττ ≥
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把         曲线与横轴     所围成的面积，等
效成矩形面积，其高为        ，而底的宽
度    则称为相关时间，即：

( )∫
∞

=
00 τττ drX

( )τXr τ
( )0Xr

0τ

0

0.05

0
'
0

Xr

Xr

相关时间---定义2
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设有随机过程X(t)和Y(t)，它们在任两时刻          
的值为随机变量                ，定义它们的互相关
函数为：

   式中：                             是X(t)和Y(t)的二维联合
概率密度。

21 tt 、
( ) ( )21 tYtX 、

( ) ( ) ( )
( )

1 2 1 2

2 1 2

,

, ; ,

XYR t t E X t Y t

xyp x y t t dxdy
∞ ∞

−∞ −∞

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

= ∫ ∫
( )212 ,;, ttyxp

两个随机过程的互相关函数
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定义中心化互相关函数（常称为互协方
差函数）为：

   
式中：       和         分别是变量       和      的
均值。

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }221121, tmtYtmtXEttC YXXY −−=

( )1tmX ( )2tmY ( )1tX ( )2tY
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若X(t)和Y(t)各自是广义平稳过程，且它
们的互相关函数仅是时刻间隔            的
单变量函数，即有：

    则称过程X(t)和Y(t)宽平稳相关（简称联
合平稳）。

12 tt −=τ

( ) ( )τXYXY RttR =21,

联合平稳随机过程
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（1）                                                   
    可见互相关函数一般既非奇函数[                           ]，
又非偶函数[                          ]，而具有如图所示的
影像关系。

( ) ( )ττ −= YXXY RR

( ) ( )XY XYR Rτ τ≠ − −
( ) ( )XY XYR Rτ τ≠ −

( )YXR τ ( )XYR τ

互相关函数的性质
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这是由于：

同理，有：

（2）
同理，有：

 

( ) ( )ττ −= YXXY CC

( ) ( ) ( )002
YXXY RRR ≤τ

( ) ( ) ( )002
YXXY CCC ≤τ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

XY

YX

R E X t Y t E Y t X t

R

τ τ τ

τ

= + = +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= −
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当过程X(t)与Y(t)联合平稳时，定义它们
的时间互相关函数为：

若它依概率（概率1）收敛于集合互相关
函数       ，即它们在概率意义上相等，有：

   则称过程X(t)与Y(t)具有联合各态历经性。

( ) ( ) ( ) ( )∫−∞→
+=+

T

TT
dttytx

T
tYtX ττ

2
1lim

( )τXYR

( ) ( ) ( ) ( )ττ +=+ tYtXtYtX
P

联合各态历经随机过程
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如果参量t取离散值                  ，则这种随机过程
就称为离散时间随机过程。这时X(t)，是一串随
机变量                              所构成的序列，即随机
序列。

随机序列也可以用                  来表示，或者用       
或                            或         表示。

1 2, , , nt t t"

1 2( ) , ( ), , ( )nX t X t X t"

1 2, , , nX X X"
( )X n{ , 1,2, , }nX n N= "

{ }nX

离散时间随机过程的定义
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离散时间随机过程的数字特征
 数学期望

离散时间随机过程      的均值或数学期望
定义为

若    是单值函数，则        构成一个新的
离散时间随机过程，其数学期望可定义
为

{ }nX

[ ] ( ; )
nX n Xm E X xf x n dx

+∞

−∞
= = ∫

( )g i ( )ng X

[ ( )] ( ) ( ; )n XE g X g x f x n dx
+∞

−∞
= ∫
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2 均方值与方差

离散时间随机过程的均方值定义为

离散时间随机过程的方差定义为

    由数学期望的性质，可以证明上式可写成

    方差的平方根称作离散时间随机过程的标准差
或根方差，即

2 2 2[ ] ( ; )
nX nE X x f x n dxψ

+∞

−∞
= = ∫

2 2[ ] [( ) ]
nX n n XD X E X mσ = = −

2 2 2 2 2[ ] [ ]
n nX n n X XE X E X mσ ψ= − = −

2 [ ]
n nX X nD Xσ σ= =
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一般来说，均值、均方值和方差都是n的
函数，但对严平稳离散时间随机过程来
说，它们与n无关，都是常数，即

[ ]X nm E X=

2 2[ ]X nE Xψ =

2 2[( ) ]X n XE X mσ = −



随机信号分析课件

相关函数与协方差函数

自相关函数是描述随机过程在不同时刻
的值与值之间依赖程度的一个量度，它
定义为

随机过程的自协方差函数定义为

   上式经简单推导，可以写为

1 21 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) [ ] ( , ; , )X n n XR n n E X X x x f x x n n dx dx
∞ ∞

−∞ −∞
= = ∫ ∫

1 1 2 21 2( , ) [( )( )]
n nX n X n XK n n E X m X m= − −

1 21 2 1 2( , ) ( , )
n nX X X XK n n R n n m m= −
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遍历性与时间平均量

如果一个随机序列X(n)，它的各种时间平均
（时间足够长）依概率1收敛于相应的集合平
均，则称序列X(n)具有严格（或狭义）遍历性，
并简称此序列为严遍历序列。
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实离散时间随机过程X(n)的时间均值定义为

类似地，随机序列的时间自相关函数定义为

由上两式定义的这两个时间平均量一般都是随机
变量。

1( ) ( ) lim
2 1

N

nN n N
X n X n X

N→∞ =−

= =
+ ∑

1( , ) ( ) ( ) lim
2 1

N

X n n mN n N

R n n m X n X n m X X
N +→∞ =−

+ = + =
+ ∑
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确定信号      是在               的非周期实函数，        
的傅立叶变换存在的充要条件是：

(1).  满足狄利赫利条件

(2). 总能量有限，即

( )tx +∞<<∞− t

( )tx

( ) ∞<∫
+∞

∞−
dttx

( ) ∞<∫
+∞

∞−
dttx

2

确定信号的频谱和能量谱密度
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则信号   的傅立叶变换为

傅立叶反变换为

根据巴塞伐(Parseval)定理(总能量的谱表达式)

         
              称为信号的能量谱密度。

( )tx

( ) ( ) jwtS w x t e dt
+∞ −

−∞
= ∫

( ) ( )
2 21

2
x t dt S w dw

π
+∞ +∞

−∞ −∞
=∫ ∫

( ) 2
S w

( ) ( )1
2

jwtx t S w e dt
π

+∞

−∞
= ∫
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随机过程的功率谱密度 
   随机过程的样本函数          不满足傅立叶存在

的绝对可积和能量可积条件，傅立叶不存在。
( )ix t

( )ix t

( )Tix t
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采取截断函数        规范化随机信号，使
之满足傅立叶变换条件。

截断函数定义为：

( )ix t

( )Tix t

( )Tix t

( ) ( ) ,
0,

i
Ti

x t t T
x t

others
⎧ ≤⎪= ⎨
⎪⎩

T T
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   当T为有限值时，截断函数满足傅立叶变换
条件，傅立叶变换为

  傅立叶反变换为

   由巴塞伐定理得

   对上式两边除2T

( ) ( )

( )

jwt
Ti Ti

T jwt
iT

X w x t e dt

x t e dt

+∞ −

−∞

−

−

=

=

∫
∫

( ) ( )1
2

jwt
Ti Tix t X w e dt

π
+∞

−∞
= ∫

( ) ( )

( )

2 2

21
2

T

Ti TiT

Ti

x t dt x t dt

X w dw
π

+∞ +

−∞ −

+∞

−∞

=

=

∫ ∫

∫
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( ) ( )

( )

2 2

2

1 1
2 2

1
2 2

T

Ti TiT

Ti

x t dt x t dt
T T

X w
dw

Tπ

+∞ +

−∞ −

+∞

−∞

=

=

∫ ∫

∫
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样本函数在时间区间        的平均功率。

由于样本函数是随机过程的任何一个样本函数，
取决于随机试验，平均功率具有随机性。

可采用集合平均消除样本函数的随机性，即

两边取极限

[ ]TT ,−

( ) ( ) 2
21 1

2 2 2
T T

T

X w
E X t dt E dw

T Tπ
+ +∞

− −∞

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫

( )
( ) 2

21 1lim lim
2 2 2

T

T T

E X w
E X t dt dw

T Tπ
+∞ +∞

−∞ −∞→∞ →∞

⎡ ⎤
⎣ ⎦⎡ ⎤ =⎣ ⎦∫ ∫

( ) ( )

( )

2 2

2

1 1
2 2

1
2 2

T

Ti TiT

Ti

x t dt x t dt
T T

X w
dw

Tπ

+∞ +

−∞ −

+∞

−∞

=

=

∫ ∫

∫
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若设

上式表示为

      

    称为随机过程     的功率谱密度。

如随机过程是宽平稳过程时，则

( )
( ) 2

lim
2
T

X T

E X w
G w

T→∞

⎡ ⎤
⎣ ⎦=

( )XG ω ( )tX

( ) ( )21 1lim
2 2X XT

E X t dt P G w dw
T π

+∞ +∞

−∞ −∞→∞
⎡ ⎤ = =⎣ ⎦∫ ∫

( ) ( ) ( )2 21 1lim
2 2 XT

E X t dt E X t G w dw
T π

+∞ +∞

−∞ −∞→∞
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫

( )
( ) 2

21 1lim lim
2 2 2

T

T T

E X w
E X t dt dw

T Tπ
+∞ +∞

−∞ −∞→∞ →∞

⎡ ⎤
⎣ ⎦⎡ ⎤ =⎣ ⎦∫ ∫
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信号的功率谱密度函数是指这样
的函数:
 

1、当在整个频率范围内对它进行积分以
后，得到信号的总功率；

2、描述了信号功率在各个不同频率上分
布的情况；
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1.  功率谱密度为非负实函数，即

证明: 根据功率谱密度定义

2.  功率谱密度函数为   的偶函数,即

( ) 0XG ω ≥

ω

( ) ( )X XG Gω ω− =

( )
( ) 2

lim
2
T

X T

E X w
G w

T→∞

⎡ ⎤
⎣ ⎦=

功率谱密度的性质
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平稳随机过程的功率谱密度是可积函数,即

证明: 对于平稳随机过程有

    平稳随机过程的均方值有限

    平稳随机过程的功率谱密度可积,即

( )XG dω ω
+∞

−∞

< ∞∫

( ) ( )2 1
2 XE X t G dω ω
π

+∞

−∞

⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ∫
∵
∴

( )XG dω ω
+∞

−∞
< ∞∫
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随机过程及其功率谱密度函数

0
ω

( )XG w

非负

实数

可积

偶函
数
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功率谱密度与自相关函数之间的
关系及其性质

自相关函数是从时间域上描述随机过程
统计特性的重要特征。

功率谱密度是从频率域上描述随机过程
统计特性的重要特征。

自相关函数   功率谱密度？自相关函数 功率谱密度

随机过程

?

time frequency

功率谱密度与自相关函数
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 平稳随机过程     的自相关函数       和功率谱
密度      有如下关系：

  

( )tX ( )XR τ

( )XG ω

( ) ( )1
2

j
X XR G e dωττ ω τ

π
+∞

−∞
= ∫

( ) ( ) j
X XG R e dωτω τ τ

+∞ −

−∞
= ∫

功率谱密度与自
相关函数是傅立
叶变换对

维纳—辛钦定理
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论证功率谱密度与自相关函数之间的关系

2 1

2 1

2 2 1 1

( )
1 2 1 2

1( ) lim [ ( ) ( ) ]
2

1lim [ ( ) ( )]
2

T T
j t j t

X T TT
T T

T T
j t t

T TT
T T

G E x t e dt x t e dt
T

E x t x t e dt dt
T

ω ω

ω

ω −

→∞
− −

− −

→∞
− −

=

=

∫ ∫

∫ ∫

21( ) lim [ ( ) ]
2X TT

G E X
T

ω ω
→∞

=由                                          得:                            

2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

j t
T T

T T T

X x t e dt

X X X

ωω

ω ω ω

∞ −

−∞
=

= −

∫
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1 2 1 2 1 2( , ) [ ( ) ( )] ( , )
TX T TR t t E x t x t T t t T= − < <

2 1( )
1 2 1 2

1( ) lim ( , )
2

T T
j t t

X T
T T

G R t t e dt dt
T

ωω − −

→∞
− −

= ∫ ∫

1 2 1
1, lim ( , )

2

T t T
j

XT
T t T

t t t t R t t dte d
T

ωττ τ τ
−

−

→∞
− − −

= = − +∫ ∫
1lim ( , )

2

T
j

XT
T

R t t dt e d
T

ωττ τ
∞

−

→∞
−∞ −

⎧ ⎫
= +⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫ ∫
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∫
−

∞→
+=

T

T
XTX dtttR

T
R ),(

2
1lim)( ττ

∫
∞

∞−

−= ττω ωτ deRG j
XX )()(

∫
∞

∞−

−= ττω ωτ deRG j
XX )()(

      设X(t)为平稳过程,则时间平均自相关函数等于集
合平均自相关函数(过程上通常满足),即:
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∫
∞

∞−

−= ττω ωτ deRG j
XX )()(

∫
∞

∞−

= ωω
π

τ ωτ deGR j
XX )(

2
1)(

上式称为维纳—辛钦定理。
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由于

所以维纳－辛钦定理又有下列形式：

ωτωτωτ sincos je j ±=±

( ) ( )
( ) ( ) ⎪

⎭

⎪
⎬

⎫

=

=

∫
∫
∞

∞

0

0

cos1
cos2

ωωτω
π

τ

τωττω

dGR

dRG

XX

XX
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          功率谱      与 平均功率

1. 平均功率是功率谱在频率空间的积分

证明：

( )XG ω XP

( )1
2X XP G dω ω
π

∞

−∞
= ∫

( )

( )

( )

2

01
2

1
2

X

j t
X

X

P E X t

G e d

G d

ω ω
π

ω ω
π

∞

−∞
∞

−∞

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

=

=

∫

∫

平稳各态历经
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2.特定频率       上平均功率

3.单边谱密度      与双边谱密度 

( )21,ωω ( )21
2 ,ωωψ X

( ) ( )2

1

2
1 1

1,
2X XG d

ω

ω
ψ ω ω ω ω

π
= ∫

( )ωXS( )XF ω

( ) ( )2 0
0 0

X
X

G
F

ω ω
ω

ω
≥⎧⎪= ⎨

<⎪⎩

物理谱密度
函数

( )
0

1
2X XP F dω ω
π

∞
= ∫

( ) ( )2

1

2
1 2

1,
2X XF d

ω

ω
ψ ω ω ω ω

π
= ∫
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如图所示

( )XG ω

( )XG ω

( )XF ω

( )XF ω

XP

0 ω
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因此可以得到维纳－辛钦定理的又一种
表达式：

   或

( ) ( )
( ) ( ) ⎪

⎭

⎪
⎬

⎫

=

=

∫
∫

∞

∞

0

0

cos
2
1

cos4

ωωτω
π

τ

τωττω

dFR

dRF

XX

XX

( ) ( )
( ) ( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=

=

∫
∫
∞

∞

0

0

2cos

2cos4

dfffFR

dfRfF

XX

XX

τπτ

ττπτ
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功率谱密度是从频域来表示统计特性的
重要参量。知道它之后，即可求出平稳
过程消耗在一欧姆电阻上的总平均功率
为：

如图中的阴影面积所示。同理，还可求
出在任何特定频率区间            上的平均
功率为：

( ) ( ) ( )∫∫
∞∞

∞−
===

02
1

2
10 ωω

π
ωω

π
dFdGRP XXXX

( )∫= 2

12
1 ω

ω
ωω

π
dFP XX

( )21, ωω
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说明：
1、以上讨论的功率谱密度都属于连续情况，即相
应的随机过程不能含有直流成分或周期成分。

2、功率谱密度指单位带宽上的平均功率；

3、任何直流分量和周期分量在频域上都表现为频
率轴上某点的零带宽内的有限功率，都会在频域
的相应位置上产生离散频谱；而在零带宽上的有
限功率等效于无限的功率谱密度。

4、借助δ函数，维纳—辛钦定理可推广至含
有直流或周期性成分的平稳过程中。
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例1．6－1：求例1.2-1所示随机初相信号X(t)的
功率谱密度        、       。

解：由该例已经求得相关函数为：

此式可以改写为

则

( )ωXG ( )ωXF

( )
2

0cos
2X
AR τ ω τ=

0 0

2

( )
4

j j
X

AR e eω τ ω ττ −⎡ ⎤= +⎣ ⎦

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0

2
-

2

0 0

2

0 0

4

2 2
4

2

j j
X

AG e e d

A

A

ω ω τ ω ω τω τ

πδ ω ω πδ ω ω

π δ ω ω δ ω ω

∞ − − +

−∞
⎡ ⎤= +⎣ ⎦

= − + +⎡ ⎤⎣ ⎦

= − + +⎡ ⎤⎣ ⎦

∫

( ) ( ) ( )0
2

02 ωωδπωω ω −== > AGF XX
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1.6.5联合平稳随机过程的互谱密度

互谱密度与互相关函数也是一对傅立叶
变换，

( ) ( )
( ) ( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=

=

∫
∫
∞

∞−

−

∞

∞−

−

ττω

ττω
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j

YXYX

j
XYXY
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⎪
⎬

⎫

=

=

∫

∫
∞
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∞

∞−

τω
π

τ

τω
π

τ

ωτ

ωτ
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j
YXYX

j
XYXY

2
1

2
1
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互谱密度具有下列性质： 
（1）                                              
   即       与        互为共轭函数。

（2）若                         ，则其实部为    的
偶函数，有               ，而其虚部为   的奇
函数，有                    。

（3）若过程X(t)与Y(t)正交，则有

( ) ( )ωω ∗= YXXY GG

( ) ( ) ( )ωωω jbaGXY +=

ω( ) ( )ωω −= aa

ω

( ) ( )ωω −−= bb

( ) ( ) 0== ωω YXXY GG

( )ωXYG ( )ωYXG
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例1．6－3：已知实随机过程X(t)与Y(t)联
合平稳且正交，试求过程                        
的自相关函数和自谱密度表达式。

解：       的自相关函数为：( )Z t

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,X Y XY YXR t t R t t R t t R t tτ τ τ τ= + + + + + + +

( ) ( ) ( )tYtXtZ +=

( ) ( ) ( ),ZR t t E Z t Z tτ τ⎡ ⎤+ = +⎣ ⎦

( ) ( ) ( ) ( ){ }E X t Y t X t Y tτ τ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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因为过程X(t)与Y(t)联合平稳，故有：

又因为两过程正交，有                       ，故
有：

由于                 ，因而求得Z(t)的自谱密度
为：

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ττττττ ZYXXYYXZ RRRRRttR =+++=+,

( ) ( ) 0== ττ YXXY RR

( ) ( ) ( )τττ YXZ RRR +=

( ) ( )ωτ GR ↔

( ) ( ) ( )ωωω YXZ GGG +=
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离散时间随机过程的功率谱密度

随着数字技术的迅速发展，在电子工程
领域中对离散时间随机过程的分析越来
越重要。本节，我们将把功率谱密度的
概念推广到离散时间随机过程。 
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设X(n)为广义平稳离散时间随机过程，
或简称为广义平稳随机序列，具有零均
值，其自相关函数为

   或简写为

当         满足条件                   时，我们定
义X(n)的功率谱密度        为自相关函数     
的离散傅立叶变换，并记为

( ) [ ( ) ( )]XR m E X nT X nT mT= +

( ) [ ( ) ( )]XR m E X n X n m= +

( )XR m ( )X
m

R m
∞

=−∞

< ∞∑
( )XR m( )XG ω

( ) ( ) jm T
X X

m

G R m e ωω
∞

−

=−∞

= ∑
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在离散时间系统的分析中，有时用Z变换更为
方便，所以也常把广义平稳离散时间随机过程
的功率谱密度定义为          的Z变换，并记
为         ，即

  式中，           ，且

         则为          的逆Z变换。即 

   
上式中，D为在         的收敛域内环绕z平面原点
逆时针方向的一条闭合围线。

( )XR m
' ( )XG z

' ( ) ( ) m
X X

m

G z R m z
∞

−

=−∞

= ∑
j Tz e ω=

' ( ) ( )j T
X XG e Gω ω=

( )XR m ' ( )XG z

' 11( ) ( )
2

m
X XD

R m G z z dz
jπ

−= ∫v
' ( )XG z
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谢谢！


