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第 14 章   多变量函数的微分学 

§14.1  方向导数和偏导数 

方向和方向余弦  称 n 中的单位向量u

为一个方向；若 1 2, , , n   分

别是u

与坐标向量 1 2, , , ne e e

   的夹角,则 1 2(cos , cos , , cos )nu    
,故 

方向又称为方向余弦. 

定义 14.1  设 f 是非空开集 nD   上的函数,a D ,u

是 n 中的一 

个方向.若
0

( ) ( )
lim
t

f a tu f a

t

 
存在且有限,则将该极限记成 ( )

f
a

u




或 

f

au




,称为 f 在a处沿方向u

的方向导数.显然,方向导数 ( )

f
a

u




与方 

向u

有关.特别的, ( ) ( )

( )

f f
a a

u u

 
 

    . 

定义14.1 通常将 ( )
k

f
a

e




记成 ( )

k

f
a

x




或

k

f

ax




或 ( )kD f a ( 1,2, , )k n  , 

称为 f 在a处关于 kx 的(1 阶)偏导数；若非空开集 nD   上的函数 f  

在任意 x D 处都存在 ( )
k

f
x

x




,则

k

f

x




也是D上的函数,称为 f 关于 kx

的(1 阶)偏导函数. 

命题  ( )
k

f
a

x




恰好是以 kx 为自变量的函数 1 1 1( ) ( , , , , , , )k k k k nf a a x a ag x      

在 ka 处的导数 ( )kg a . 

证: 
0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

lim lim
k k

k k k

t t

f f
a a

x e

f a te f a g a t g a

t t 

 
 

 

   
 


( )kg a .□ 

方向导数的物理意义  若 ( , , )t x y z 是区域 3D   上的温度函

数,a D ,u

是 3 中的一个方向,则 ( )

t
a

u




恰是温度沿方向u

的“变化 

率”. 

偏导数的几何意义  设 3 中的曲面 ( , )z f x y 与平面 0y y 相交成曲 

线 1 ,与平面 0x x 相交成曲线 2 ,那么 0 0(1, 0, ( , ))f
x x y
 便是 1 在
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0 0 0 0( , , ( , ))x y f x y 处 的 一 个 切 向 量 ； 0 0(0,1, ( , ))f
y x y
 便 是 2 在

0 0 0 0( , , ( , ))x y f x y 处的一个切向量. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

练习题 14.1( 110P )  2,3,4,5(3),6(1,5,8,12). 
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§14.2  多变量函数的微分 

定义 14.2(重要的概念)  设 f 是开集 nD   上的函数,a D .若存 

在常向量 1 2( , , , ) n
n      使得 

            
1

( ) ( ) ( ) ( 0)
n

k k
k

f a h f a h o h h


     , 

则称 f 在a处可微分,并称以 n 为定义域、以 1 2( , , , )ndx dx dx dx  为

自变量的线性函数
1

n

k k
k

dx

 为 f 在a处的微分,记作

1

( )
n

k k
k

df a dx


 ； 

若 f 在 D 中的每个点处都可微分,则称 f 是 D 上的可微函数,此时

1

( ) ( )
n

k k
k

df x x dx


 是D  n 上以 ( , )x dx 为自变量的2n元函数. 

定理 14.1  若多变量函数 f 在a处可微,则它必在a处连续. 

证: 
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( 0)
n

k k k
k

f x f a x a o x a x a


       .□ 

命题1 若n元函数 f 在a处可微,则所有的1阶偏导数 ( ) (1 )
k

f
a k n

x


 


 

都存在,此时
1

( )( )
k

n

k
k

f
a

x
df a dx






 ；反之,结论可能不正确(见例 1). 

证:       
1

( ) ( ) ( ) ( 0)
n

k k
k

f a h f a h o h h


     , 

0 0

( )( ) ( )
( ) lim lim k kk

k
t t

k

t o tef f a te f a
a

e t t




 

  
  




 , 

故        ( )
k

k
f

a
x







.□ 

例 1  设 2 2
, ( , ) (0,0);

( , )

0, ( , ) (0,0),

xy
x y

x yf x y

x y

   
 

  则 (0,0) (0,0) 0
f f

x y

 
 

 
, 

显然 f 在 (0,0)处不可微(因为 f 在 (0,0)处不连续). 

证: (略). 

微分的几何意义 设 ( , )z f x y 是 3 中的曲面.记 0 0 0 0( , , ( , ))O x y f x y , 

将直角坐标系Oxyz 平移得到新坐标系 ( )( )( )O dx dy dz .那么,在新坐标 
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系 ( )( )( )O dx dy dz 下,“曲面 ( , )z f x y ”的图像在 0 0 0 0( , , ( , ))O x y f x y   

处的切平面方程恰为 0 0 0 0( , ) ( , )
f f

dz x y dx x y dy
x y

 
 
 

. 

证:  切平面的法向量之一是 

0 0(1, 0, ( , ))f
x x y
 

1 2 3

0 0 0 0

0 0

, ,

(0,1, ( , )) det 1, 0, ( , )

0, 1, ( , )

f f
y x

f
y

e e e

x y x y

x y

 
 







 


 

  

 

0 0 0 0( ( , ), ( , ),1)f f
x yx y x y 
    , 

故切平面的方程为  0 0 0 0( , ) ( , ) 0
f f

x y dx x y dy dz
x y

 
   
 

.□ 

多变量函数的Jacobi矩阵和梯度  若n元函数 f 在a处的1阶偏导数 

( ) (1 )
k

f
a k n

x


 


都存在,则记

1 2
( ), ( ), , ( ))( ) (

n

f f f
x x xa a aJ f a   
    ,称为 f 在a  

处的 Jacobi 矩阵；记
1 21 2( ) ( ) ( )( ) ( )

n

f f f
nx x xa e a e a egrad f a f a   

          , 

称为 f 在a处的梯度,其中被称为 Hamilton 算子.于是,若 f 在a处 

可微,则 

            ( ) ( ) ( ),df a J f a dx grad f a dx   . 

命题2  若n元函数 f 在a处可微,则 f 在a处沿 n 中任意方向u

的方 

向导数都存在,并且 ( ) ( ),
f

a grad f a u
u


  




 ；反之,结论可能不成立 

(见例 2). 

证: 当 0t  时,有 ( ) ( ) ( ), ( )f a tu f a grad f a tu o tu       
,故 

    
0

( ) ( )
( ) lim ( ),

t

f f a tu f a
a grad f a u

u t

  
   



 
 .□ 

例 2  设

2

4 2
, ( , ) (0,0);

( , )

0, ( , ) (0,0),

x y
x y

f x y x y

x y


 

 

  则
2
1

2
2

(0,0) , 0
f u

u
u u


 


； 

2(0,0) 0, 0
f

u
u


 


.显然 f 在 (0,0)处不可微(因为 f 在 (0,0)处不连

续). 

证: (略). 
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定理14.2   n元函数 f 在a处可微存在函数 ( )k h ( 1,2, , )k n  , 

0
lim ( )k
h

h


0 ,使得
1

( ) ( ) ( ) ( )
n

k k
k

f a h f a J f a h h h


    . 

证: “”.令
2

( ) ( ) ( ) , 0;
( )

0, 0,

f a h f a Jf a h
kh

k

h h
h

h


    


则 

1

( )
n

k k
k

h h


 ( ) ( ) ( )f a h f a J f a h   , 

并且      
( )( ) ( ) ( )( ) 0 ( 0)k ko hh hf a h f a Jf a h

k h h h hh h       . 

“”.
1 1

( ) ( ) ( ) ( 0)
n n

k k k
k k

h h h h o h h 
 

    ,这说明 f 在 a处

可微.□ 

定理 14.3(可微的充分条件) 设 f 是开集 nD   上的函数,a D .若

( )J f x 在a的某个邻域上存在,并且在a处连续,则 f 必在a处可微. 

证: 仅证 2n  的情形. 

1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2 2( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )]f a h a h f a a f a h a h f a a h         

1 2 2 1 2[ ( , ) ( , ]f a a h f a a    

1 1 1 2 2 1 1 2 2 2 2
1 2

( , ) ( , )
f f

a h a h h a a h h
x x

  
    
 

, 其中 

1 1 2 20 ( ) 1, 0 ( ) 1h h         . 

令       1( )h  1 1 1 2 2 1 2
1 1

( , ) ( , )
f f

a h a h a a
x x

 
  

 
, 

         2 ( )h  1 2 2 1 2
2 2

( , ) ( , )
f f

a a h a a
x x

 
 

 
, 

则有       
0

lim ( )k
h

h


0 ( 1,2)k  . 

于是   1 1 1 2 2 2
1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
f f

f a h f a a h h h a h h h
x x

  
     

 
. 

根据定理 14.2, f 在a处可微.□ 

1C 函数  设 f 是开集 nD   上的函数.若 ( )J f x 在 D上处处存在,并 

且处处连续,则称 f 是D上的 1C 函数；D上 1C 函数的全体用 1( )C D 表 
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示.于是, 

        1{C 函数} { 可微函数} { 连续函数}； 

        {可微函数} { 各方向导数存在的函数}； 

        {连续函数}与{各方向导数存在的函数}互不包含. 

微分用于近似计算  当 x a 很小时, ( ) ( ) ( )( )f x f a J f a x a   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

练习题 14.2( 115P )  2,3,4(1,3),5(2,4). 
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§14.3  映射的微分 

定义 14.4  设 f 是从开集 nD   到 m 的映射,a D .若存在常数矩 

阵 m nA  使得 

            ( ) ( ) ( ) ( 0)f a h f a Ah o h h     , 

则称 f 在a处可微分,并称以 n 为定义域、以 1 2( , , , )ndx dx dx dx  为

自变量的线性映射 Adx为 f 在a处的微分,记作 ( )df a Adx ；若 f 在

D 中的每个点处都可微分,则称 f 是从 D 到 m 的可微映射,此时

( ) ( )df x A x dx 是从D  n 到 m 的以 ( , )x dx 为自变量的2n元映射. 

命题  n元映射 1 2( , , , )mf f f f  在a处可微分当且仅当每个分量函数 

( 1,2, , )jf j m  在a处可微分. 

证:   

11 11 1 1

1

, ,( ) ( )

( ) ( 0)

( ) ( ) , ,

n

m m m mn n

a af a h f a h

o h h

f a h f a a a h

     
           

          


     


 

1

( ) ( ) ( ) ( 0)
n

j j jk k
k

f a h f a a h o h h


         ( 1,2, , )j m  .□ 

多变量映射的 Jacobi 矩阵  若n元映射 1 2( , , , )mf f f f  在a处的所

有 1 阶偏导数 ( ) (1 , 1 )
k

jf
a j m k n

x


   


都存在,则记 

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

( ), ( ), , ( )

( ), ( ), , ( )

( ), ( ), , ( )

( )

n

n

m m m

n

f f f
x x x

f f f
x x x

f f f
x x x

a a a

a a a

a a a

J f a

  
  

  
  

  
  





 



 








, 

称为 f 在a处的 Jacobi 矩阵.于是,若 f 在a处可微分,则 

                    ( ) ( )df a J f a dx . 

定理 14.4(可微的充分条件) 设 f 是从开集 nD   到 m 的映

射,a D . 若 ( )J f x 在a的某个邻域上存在,并且在a处连续,则 f 必 

在a处可微. 
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证:  因为 ( )jJ f x 在 a的某个邻域上存在,并且在 a处连续,故 jf 在 a

处可微 ( 1,2, , )j m  ,从而 f 在a处可微.□ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

练习题 14.3( 118P )  2,3,4,6,7,8. 
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§14.4  复合求导 

引理  对于 ,m n nA h   ,一定有 Ah A h . 

证: 记 1( , , )j j jna a a  ,则

11 1 1 1

1

, , ,

, , ,

n

m mn n m

a a h a h

a a h a h

     
        
         


    


.故 

22 2 2 22

1 1

,
m m

j j
j j

Ah a h a h A h
 

      
.□ 

定理 14.5 (复合映射求导的链式法则)  设 ,n mD G   是开集, 

: , : lf D G g G   是 映 射 . 若 f 在 x D 处 可 微 分 , g 在

( )y f x G  处可微分,则复合映射 : lg f D   在 x处可微分,并且 

                ( )( ) ( ( )) ( )J g f x Jg f x J f x . 

证: 记 ( ) ( ) ( ) ( )k f x h f x Jf x h u h     ,其中 ( ) ( ) ( 0)u h o h h  , 

则         ( ) ( ) ( ) ( )g f x h g f x g y k g y       

           ( ) ( )Jg y k v k  , 其中 ( ) ( ) ( 0)v k o k k  . 

于是   ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )] ( )g f x h g f x Jg y Jf x h u h v k       

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Jg y Jf x h Jg y u h v k   . 

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Jg y u h v k Jg y u h v k    

    

( )
( ) ( ) [ ( ) ( ) ], 0;

( ) ( ) , 0.

v k
Jg y u h Jf x h u h k

k

Jg y u h k


   

 

 

由
0 0

lim lim[ ( ) ( )] 0
h h

k f x h f x
 

    ,便知
0

( ) ( ) ( )
lim 0
h

Jg y u h v k

h


 . 

故   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 0)g f x h g f x Jg y J f x h o h h      .□ 

推论 14.5(微分的形式不变性)  ( ( )) ( ( )) ( )dg f x Jg f x d f x . 

推论 14.5(复合函数求导的链式法则)  对于复合函数 1( , , )nx x   

1 1 1[ ( , , ), , ( , , )]n m ng f x x f x x   ,有 
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1

( ) [ ( )] ( ), 1,2, ,
m

j

jk j k

fg
x f x x k n

x y x




 
 

    . 

例 1( 124P ,第 10 题)  设 ( , , )f x y z 是 3 元函数, 1 2 3, ,n n n
  

是 3 中三个互 

相正交的方向. 求证:  

       

22 2 22 2

1 2 3

f f f f f f

n n n x y z

                                   
   . 

证:    1 1 2 2 3 3, , ,f f n n f n n f n n                 
 

       1 2 3
1 2 3

f f f
n n n

n n n

  
  
  

  
   , 

两边同时求长度的平方,就得到结论.□ 

例 2( 124P ,第 8 题)  设 ( , , ) ( , , )f x y z F u v w ,其中 2 2,x vw y wu  , 

2z uv . 求证:  

          
f f f F F F

x y z u v w
x y z u v w

     
    

     
. 

证:  令 ( ) ( , , )t f tx ty tz  ,显然 ( ) ( , , )t F tu tv tw  .于是有 

(1) ( , , ) ( , , ) ( , , )
f f f

x y z x x y z y x y z z
x y z

      
  

； 

又有      (1) ( , , ) ( , , ) ( , , )
F F F

u v w u u v w v u v w w
u v w

      
  

.□ 

 

 

 

 

 

 

练习题 14.4( 123P )  2,3,5,6,7,9. 
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§14.5  拟微分中值定理 

定理 10.7(多变量函数的微分中值定理)  若 f 是凸区域 nD   上的

可微函数,则 , ,a b D a b   ,必存在 ( , )a b D   ,使得 

              ( ) ( ) ( )( )f b f a Jf b a   . 

证: ( ) [(1 ) ]t f t a tb    是[0,1]上的单变量可微函数,故 (0,1)  使 

得 ( ) (1) (0) ( ) ( )f b f a        .令 (1 ) ( , )a b a b      ,则有 

( ) ( )( )Jf b a     .□ 

定理 10.8(单变量映射的拟微分中值定理) 若单变量连续映射

: [ , ] mf a b   在 ( , )a b 上可微,则必存在 ( , )a b  ,使得 

              ( ) ( ) ( ) ( )f b f a J f b a   . 

证: 单变量函数 ( ) ( ), ( ) ( )t f t f b f a     在[ , ]a b 上连续, 在 ( , )a b

上可微,故存在 ( , )a b  ,使得 

               ( ) ( ) ( )( )b a b a      , 

即     
2

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )f b f a J f f b f a b a       

       ( ) ( ) ( ) ( )J f f b f a b a   .□ 

注记 10.8  单变量映射不成立形如“ ( ) ( ) ( )( )f b f a J f b a   ”微 

分中值定理. 

证: ( ) (cos , sin )f t t t 在[0, 2 ] 上连续,在 (0, 2 ) 上可微.但是, 

                    (2 ) (0) (0,0)f f   ； 

( )(2 0) ( sin , cos )2 (0,0)J f         .□ 

定理 10.9(多变量映射的拟微分中值定理)  若 f 是从凸区域 nD    

到 m 的可微映射,则 , ,a b D a b   ,必存在 ( , )a b D   ,使得 

              ( ) ( ) ( )f b f a J f b a   . 

证: 单变量映射 ( ) [(1 ) ]t f t a tb    在[0, 1]上可微, 故 (0,1)  使 

得 (1) (0) ( )J     (定理 10.8).令 (1 ) ( , )a b a b      ,则有 



 261

( ) ( )( )J J f b a    .故 ( ) ( ) (1) (0)f b f a     ( )J f b a  . 

□ 

定理 10.10  设 f 是从区域(连通开集) nD   到 m 的可微映射.若

0J f  在D上成立,则 f 在D上是常向量. 

证:(反证法)假定 ,a b D  使得 ( ) ( )f a f b .令 { : ( ) ( )}A x D f x f a   , 

{ : ( ) ( )}B x D f x f a   ,则D A B  是非空无交并分解.对 f 应用拟

微分中值定理易知 A是开集；由 f 的连续性易知B也是开集.这与D 

的连通性相矛盾(定理 13.15).□ 
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§14.6  隐函数定理 

隐函数问题  一、函数方程 1( , , , ) 0nF x x y  在什么条件下能确保存

在一个n元函数 1( , , )ny f x x  是函数方程 1( , , , ) 0nF x x y  的解,即 

1 1( , , , ( , , )) 0n nF x x f x x   ? 

二、如何求出 J f ,即利用 ( , )F
x yJF J F 

 来表示 J f ? 

定理 14.12(隐函数定理)  若 ( , )F x y 是 1( , ) nB a b
  上的 kC 函数 

(即 F 的所有 k 阶偏导函数都连续), ( , ) 0F a b  , ( , )F
y a b
 0 ,则存在 

( ) ( )nB a    上唯一一个 kC 函数 ( )y f x ,使得 

(1)  ( , ( )) 0F x f x  ； 

(2)  ( )b f a ； 

(3)  利用 ( , ( )) 0F x f x  所确定的矩阵方程 

( , ( )) ( , ( )) ( ) 0F
x yJ F x f x x f x J f x

  , 

能解出      1( ) [ ( , ( ))] ( , ( ))F
xyJ f x x f x J F x f x

  . 

证：隐函数定理的证明主要利用“导数判别函数的增减性”和“连续

函数的介值定理”,很初等但也很罗嗦,这里省略.□ 

例 1  设 ( , )z z x y 是由方程 ( )x y zx y z e     所确定的函数,求出

,
z z

x y

 
 

. 

解: 在 ( ( , ))( , ) x y z x yx y z x y e     中分别对 ,x y求偏导数,便得到 

( ( , ))1 ( , ) (1 ( , ))x y z x yz z
x y e x y

x x
   

   
 

, 

( ( , ))1 ( , ) (1 ( , ))x y z x yz z
x y e x y

y y
   

   
 

. 

故  ( , ) 1 0, ( , ) 1 0
z z

x y x y
x y

 
   

 
,从而 ( , )x y z x y  是常数,即 

( , )z z x y 就是平面 x y z c   ,其中常数c满足 1cce  .□ 
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例 2  研究由方程 siny y x  所确定的隐函数 ( )y y x ,其中

(0,1)  是常数. 

解:  ( ) sinf y y y  是上严格递增的C函数,值域为,故其反 

函数 1( )f x 也是上严格递增的C函数, 

1
1 1

1 1
( ) ( )

[ ( )] 1 cos ( )
f x

f f x f x


 
  

 
. 

这与隐函数定理的结论 ( ) [ cos ( )] ( ) 1y x y x y x   相一致.□ 

例 3( 135P ,第 3 题)  解: 
x

y




意为由 ( , , ) 0F x y z  所确定的隐函数

( , )x x y z 关于 y的偏导数,其它类似. 

由 ( ( , ), , ) 0F x y z y z  ,可得 0
F x F

x y y

  
 

  
； 

由 ( , ( , ), ) 0F x y z x z  ,可得 0
F y F

y z z

  
 

  
； 

由 ( , , ( , )) 0F x y z x y  ,可得 0
F F z

x z x

  
 

  
. 

乘起来便有
F F F x y z F F F

x y z y z x x y z

            
                 

.□ 

例 4  方程 3sin log 0x y xy   能在 (0,1)的附近确定唯一的隐函数 y  

( )y x 满足 (0) 1y  ,并且 (0) 0y  . 

解: 记 3( , ) sin logF x y x y xy   ,则 (0,1) 0F  , (0,1) 1
F

y





,符合隐函

数定理的条件.故在 (0,1) 的附近确定唯一的隐函数 ( )y y x 满足

(0) 1y  ,并且

1

(0) (0,1) (0,1) 0
F F

y
y x


        

.□ 

 

 

 

练习题 14.6( 134P )  1(2),2(1,3),4,5,6. 
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§14.7  隐映射定理 

隐映射问题  一、函数方程组 

1 1 1

1 1

( , , , , , ) 0

( , ) 0

( , , , , , ) 0

n m

m n m

F x x y y

F x y

F x x y y

 
    

     

 
 

 
 

在什么条件下能确保存在一个n元映射 

1 11

1

( , , )

( )

( , , )

n

m m n

f x xy

y f x

y f x x

 
    

   
  


 


 

是函数方程组 ( , ) 0F x y  的解,即 

( , ( )) 0F x f x  ? 

二、如何求出 J f ,即利用 ( , )x yJF J F J F 来表示 J f ? 

定理 14.13(隐映射定理)  若 ( , )F x y 是从 ( , ) n mB a b
  到 m 的 kC  

映射(即每个 jF 的所有k 阶偏导函数都连续, 1, ,j m  ), ( , ) 0F a b  , 

det ( , )yJ F a b 0 ,则存在从 ( ) ( )nB a    到 m 的唯一一个 kC 映

射 ( )y f x ,使得 

(1)  ( , ( )) 0F x f x  ； 

(2)  ( )b f a ； 

(3)  利用 ( , ( )) 0F x f x  所确定的矩阵方程 

( , ( )) ( , ( )) ( ) 0x yJ F x f x J F x f x J f x  , 

能解出      1( ) [ ( , ( ))] ( , ( ))y xJ f x J F x f x J F x f x  . 

证：不妨设 2m  .因为
1 1

1 2

2 2

1 2

( , ), ( , )
det ( , ) det 0

( , ), ( , )

F F
y y

y F F
y y

a b a b
J F a b

a b a b

 
 

 
 


 

 
 

,故

1

2

2

2

( , ) 0

0( , )

F
y

F
y

a b

a b







       
.可设 2

2
( , ) 0F

y a b
  .由隐函数定理,存在

1

1
1( , ) nB a b

  
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1( )  上唯一一个 kC 函数 2 1( , )y g x y 使得 2 1 1 2( , , ( , )) 0,F x y g x y b   

1( , )g a b , 2 2

2 1

1
1

1

( , ) [ ( , )] ( , )F F
y y

g
a b a b a b

y
 
 


 


.再考虑方程 1 1 1( , , ( , ))F x y g x y  

0 .令 1 1 1 1( , ) ( , , ( , ))G x y F x y g x y ,则 1( , )G x y 是
1

1
1( , ) nB a b

 上的 kC  

函数, 1 1

1 1 2 11 1 1 1( , ) ( , ) 0, ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F F gG
y y y yG a b F a b a b a b a b a b  
       1

1
( , )F

y a b
  

1 1

1 21 2 2 2

2 2 1 2 2 2

1 2

1 1
( , ), ( , )

( , )[ ( , )] ( , ) [ ( , )] det 0
( , ), ( , )

F F
y yF F F F

y y y y F F
y y

a b a b
a b a b a b a b

a b a b

 
     

     
 


  

 
 

.再 

由隐函数定理,存在 ( ) nB a   1( )  上唯一一个 kC 函数 1 1( )y f x  

使得 1 1 1 1 1 1( , ( )) ( , ( ), ( , ( ))) 0, ( )G x f x F x f x g x f x b f a   .令 2 2 ( )y f x  

1( , ( ))g x f x ,则 1 1

2 2

( )

( )

y f x

y f x

  
  

  
是 ( )B a 上的 kC 映射,满足 

1 1 2

2 1 2

( , ( ), ( )) 0

( , ( ), ( )) 0

F x f x f x

F x f x f x

 
 
  

, 1 1

2 2

( )

( )

b f a

b f a

  
  

  
.□ 

例( 143P ,第 5 题)  解: 将

( , )

( , )

( , )

u u x y

v v x y

w w x y

  
    

   
  

代入方程组,并对方程组两

边关于 ,x y求 Jacobi 矩阵,便得 

            2

,0, 0 2, 1, 0 0, 0

0, 2, 2, 0 , 0, 0

1, 1, 1 0, 00, 0 ,

u u
x y

v v
x y

w w
x y



 
 

 
 

 
 

   
        

          

, 

                2

, 0, 02, 1, 0

2, 2, 0 , 0,

1, 1, 1 0, 0,

u u
x y

v v
x y

w w
x y



 
 

 
 

 
 

 
   

       

, 

                   

12

6

4

, 0,

, 0,

0,,

u u
x y

v v
x y

w w
x y







 
 

 
 

 
 

 
  
    

.□ 

 

练习题 14.7( 142P )  2,3,4,6. 
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§14.8  逆映射定理 

同胚映射  设 nE   是非空点集, : mf E   是单射.若 f 在E 上连

续, 1f  在 ( )f E 上连续,则称 f 是从E到 ( )f E 上的同胚映射,并称E与

( )f E 同胚. 

注记  若m n ,则 n 中的区域与 m 中的区域一定不同胚. 

邻域  设 na .若开集 nU   含有a ,则称U 是a的一个邻域. 

定理 14.14(局部逆映射定理)  设 f 是从开集 nD   到 n 的 kC 映

射, a D .若 det ( ) 0J f a  ,则存在 a的邻域U D 和 ( )b f a 的邻域

( )V f D ,使得 

(1) |Uf 是从U 到V 上的 kC 同胚映射(即 |Uf 和 1( | )Uf  都是 kC 映

射)； 

(2) 1 1( | ) ( ) [ ( | )( )]U UJ f y J f x  , ( )y f x V   . 

证: 对方程组

1 1( ) 0

( ) 0n n

f x y

f x y

  
  

     

  应用隐映射定理即得到结论(细节省

略).□ 

推论 14.14  设 f 是从开集 nD   到 n 的 kC 映射.若 x D  都有

det ( ) 0J f x  ,则 ( )G f D 是 n 中的开集. 

定理 14.15(整体逆映射定理)  设 f 是从开集 nD   到 n 的 kC 单

射,并且 x D  都有det ( ) 0J f x  ,则 

(1) f 是从D到 ( )f D 上的 kC 同胚映射； 

(2) 1 1( ) [ ( )]J f y J f x  , ( ) ( )y f x f D   . 

证: 由局部逆映射定理及其推论.□ 

 

练习题 14.8( 147P )  1,2. 
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§14.9  高阶偏导数 

高阶偏导数  对 n 元函数 f 可定义 n 个 1 阶偏导函数 (1 )
i

f
i n

x


 


； 

2n 个 2 阶偏导函数
2

( )(1 , , )
i j i j

f f
i j n i j

x x x x

  
   

   
和

2

2
( )

i i i

f f

x x x

  


  
 

(1 )i n  ；类似地,可定义 kn 个k 阶偏导函数.  

定理14.16  设 f 是开集 nD   上的函数,a D . 若
2

i j

f

x x


 

和
2

j i

f

x x


 

都在a的某个邻域上存在,并且在a处连续,则
2 2

( ) ( )
i j j i

f f
a a

x x x x

 


   
. 

证: 不妨设 2n  .对充分小的常数 1 2, 0h h  ,令 

            2 1 1 2 1 2( ) ( , ) ( , )x f a h x f a x    , 

1 1 2 2 1 2( ) ( , ) ( , )x f x a h f x a    . 

则          2 2 2 1 1 2 2 1 2 2( ) ( ) ( , ) ( , )a h a f a h a h f a a h         

            1 1 2 1 2 1 1 1( , ) ( , ) ( ) ( )f a h a f a a a h a       . 

一方面,     2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )a h a a h h        

            1 1 2 2 2 1 2 2 2 2
2 2

[ ( , ) ( , )]
f f

a h a h a a h h
x x

  
    

 
 

            
2

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2
1 2

( , ) , 0 , 1
f

a h a h h h
x x

   
    
 

. 

另一方面,   1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )a h a a h h        

            1 1 1 2 2 1 1 1 2 1
1 1

[ ( , ) ( , )]
f f

a h a h a h a h
x x

  
    

 
 

            
2

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2
2 1

( , ) , 0 , 1
f

a h a h h h
x x

   
    
 

. 

于是,       
2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2
1 2 2 1

( , ) ( , )
f f

a h a h a h a h
x x x x

    
    

   
. 

令 1 2( , ) (0,0)h h  ,就得到
2 2

1 2 1 2
1 2 2 1

( , ) ( , )
f f

a a a a
x x x x

 


   
.□ 
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定理 14.16  若 n 元函数 f 的两个k 阶偏导函数都在a处连续,仅仅

是求导次序不同,则这两个k 阶偏导函数在a处相等. 

注记 14.16  若 n 元函数 f 的所有 k 阶偏导函数都在a处连续,则 f  

在a处的k 阶偏导数的全体便是
1 2

1 2

( )
nii i

n

k

x x x

f
a

  

 1(0 ,i 2 , , ni i k , 1i  

2 )ni i k   ,一共有 1
1

n
k nC 
  个. 

证: f 在 a 处的所有 k 阶偏导数的个数 1( )k
nx x   所含单项式的

个数.下面对自变量的个数n 应用数学归纳法.1个自变量时, 1
kx 所含

单项式的个数为 1,结论成立；假定 1n  个自变量时, 1 1( )k
nx x   所

含单项式的个数为 2
2

n
k nC 
  ；于是, 

1( )k
nx x  所含单项式的个数 

        1 1
0

( )
k

i k i i
k n n

i

C x x x




    所含单项式的个数 

        2
2

0

k
n
i n

i

C 
 



 . 

因为    1 ( 1) 1
1

0

(1 ) (1 ) (1 )n k n n
k n

k

C x x x x


    
 



      

        2 2
2 2

0 0 0 0

k
n i j n k
i n i n

i j k i

C x x C x
  

 
   

   

  
   
   
    , 

故      2 1
2 1

0

k
n n
i n k n

i

C C 
   



 . 

这说明n 个自变量时,结论也成立.□ 

例 1( 154P ,第 6 题)  解:  

(1)   
2

2
0 ( , )

u u
f y z

x x

 
  

 
； 

[ ( , ) ] 0 ( , ) ( , )u f y z x u f y z x g y z
x


    


. 

故    ( , , ) ( , ) ( , )u x y z f y z x g y z  . 

(2)   
2

10 ( , )
u u

f y z
x y y

 
  

  
； 
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1 1[ ( , ) ] 0 ( , ) ( , )u f y z dy u f y z dy g z x
y


    

   . 

故    ( , , ) ( , ) ( , )u x y z f y z g z x  . 

(3)   
3

1 10 ( , ) ( , )
u u

f y z g z x
x y z z

 
   

   
； 

      1 1[ ( , ) ( , ) ] 0u f y z dz g z x dz
z


   

    

      1 1( , ) ( , ) ( , )u f y z dz g z x dz h x y    . 

故    ( , , ) ( , ) ( , ) ( , )u x y z f y z g z x h x y   .□ 

例 2  设 ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) [ ( , ), ( , )]z f x y x u v y u v z u v f u v u v       , 

求
2 2 2

2 2
( , ), ( , ), ( , )

z z z
u v u v u v

u u v v

  
   

. 

解: 仅求出
2

2
( , )

z
u v

u




. 

    
z f f

u x u y u

     
 

    
； 

2 2 2 2

2 2 2
[ ]

z f f f

u x u x y u u x u

          
  

        
 

2 2 2

2 2
[ ]

f f f

x y u y u u y u

         
  

       
 

2 22 2 2 2 2

2 2 2 2
2

f f f f f

x u x y u u y u x u y u

                                     
.□ 

 

 

 

 

 

 

练习题 14.9( 153P )  1(3,10),2,4,5. 
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§14.10  Taylor 公式 

本节内容可用于函数估计、极值判断、近似计算等，具有较高的

理论价值. 

引理 14.1(推广的二项式定理)  对于 1, ( , , ) n
nk        和 x  

1( , , ) n
nx x   ,有如下的多项式展开 

1

1

1 1
1

! !
( )

! ! !
n

n

k
n n

k kn

k k
x x x x x 

       

    


 


. 

证: 对 n 应用数学归纳法.□ 

定理 14.17(带 Lagrange 余项的 Taylor 公式)  设 nD   是凸区域. 

若 f 是D上的 1mC  函数,则 , ,a x D x a   ,必 ( , )a x D   ,使得 

1

0 1 1

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

! ( 1)!

k m
m n n

j j j j
k j jj j

f x x a f a x a f
k x m x




  

   
            
    

1

0 1

1 1
( )( ) ( )( )

! !

k mm

k k m

f f
a x a x a

x x
 

 
 


 



   

 
   

   . 

证: ( ) [(1 ) ]t f t a tx    是[0,1]上的 1mC  函数,故存在 (0,1)  使得 

( ) ( 1)

0

1 1
(1) (0) ( )

! ( 1)!

m
k m

k k m
   



 
 . 

由        
1

( ) [(1 ) ]( )
n

j j
j j

d f
t t a tx x a

dt x





   

  

1

( ) [(1 ) ]
n

j j
j j

x a f t a tx
x

 
     
 , 

可得      
1

( ) ( ) [(1 ) ]

k
k n

j jk
j j

d
t x a f t a tx

dt x




 
     
 . 

故        ( )

1

(0) ( ) ( )

k
n

k
j j

j j

x a f a
x




 
    
 , 0,1, ,k m  , 

          

1

( 1)

1

( ) ( ) ( )

m
n

m
j j

j j

x a f
x

  






 
    
 , (1 )a x     . 

带入前式即得到结论.□ 
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注记 14.17  1( , , )nf x x 在 1( , , )na a a  处的 Taylor 展开式的前三 

项为 

1 1 1 1

1 1

1
( ) ( , , ) ( )

2!
( ) ( )

n n

n n n n

x a x a

J f a x a x a Hf a

x a x a

f x f a

 

  

 

  
         

  

   , 

其中
2

( ) ( )
i j

H f a
f

a
x x


 
   
是 n 阶对称方阵,称为 f 在a处的Hessian方 

阵. 

定理14.18(带Peano余项的Taylor公式)  若 1( , , )nf x x 是a的邻域 

上的 mC 函数,则 

0 1

1
( ) ( ) ( ) ( )

!

k
m n

m

j j
k j j

f x x a f a o x a
k x 

 
     
   

0

1
( )( ) ( ) ( )

!

km
m

k k

f
a x a o x a x a

x



  


    

 . 

证: ( ) [ ]
x a

t f a t
x a

 
 


在 0t  处m阶可导,故 

( )

0

1
( ) (0) 0( ) ( 0)

!

m
k k m

k

t t t t
k

 


   . 

由        
1

( )
( ) [ ]

n
j j

j j

x ad f x a
t a t

dt x x a x a




 
 

    

1

1
( ) [ ]

n

j j
j j

x a
x a f a t

x a x x a

  
      

 , 

可得      
1

1
( ) ( ) [ ]

k
k n

j jkk
j j

d x a
t x a f a t

dt x x ax a




  
      

 , 

故        ( )

1

1
(0) ( ) ( )

k
n

k
j jk

j j

x a f a
xx a




 
     

 , 0,1, ,k m  . 

将 t x a  带入前式即得到结论.□ 

Taylor 公式用于近似计算  当 x a 很小时, 

0 1

1
( ) ( ) ( )

!

k
m n

j j
k j j

f x x a f a
k x 

 
    
  . 
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§14.11  极值 

定义 14.7  设 n 元函数 f 在 a 的邻域上有定义.若 0  ,使得

( ) nx B a    ,成立 ( ) ( )f x f a ,则称 ( )f a 是 f 的一个极大值,a是

f 的一个极大值点；类似地,可以定义 f 的极小值和极小值点； f 的

极大值和极小值统称为 f 的极值, f 的极大值点和极小值点统称为 f

的极值点. 

定理 14.19(极值点的必要条件) 若 a是 n 元函数 f 的极值点,并且

( )J f a 存在,则a是 f 的一个驻点,即 ( ) 0J f a  . 

证: 单变量函数 1 1 1( ) ( , , , , , , )k k nt f a a t a a     在 ka 处取得极值,故

( ) ( ) 0k
k

f
a a

x
   


.□ 

注记 14.19  驻点可能不是极值点.例如, ( , )f x y xy 以 (0,0)为驻点,

但 (0,0)并非是 f 的极值点. 

例1( 135P ,第6题) 解:“8”的交点是方程组的一组解,否则与隐函数

定理中解的唯一性相矛盾；函数F 在“8”的每个“圆盘”中都至少

有一个极值点,这两个极值点便是方程组的两组解.故方程组至少有

三组解.□ 

定理 14.23(极值点的充分条件) 若 f 是 a 的邻域上的 2C 函数, 

( ) 0J f a  ,则 

(1) 若 ( ) 0Hf a  (即 ( )Hf a 正定),则 ( )f a 是 f 的严格极小值； 

(2) 若 ( ) 0Hf a  (即 ( )Hf a 正定),则 ( )f a 是 f 的严格极大值； 

(3) 其它情形时,各种可能性都有. 

证: (1) 单位球面 1(0)B 是紧集
1(0)

min ( ) 0
B

H f a M


 


   . 

由   
21

( ) ( )
2!

( ) ( ) ( ) ( 0)J f a Hf af a h f a h h h o h h       
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可得         

2

2 2

1

2

( )( ) ( )
( 0)

o hf a h f a
M h

h h

 
   . 

故 0  ,使得 (0) \{0}h B  ,成立 2

1

3

( ) ( )
0

f a h f a
M

h

 
  .这说 

明 ( )f a 是 f 的严格极小值. 

(2) 证明与(1)类似. 

(3) ( ) 0Hf a  和 ( ) 0Hf a  以外的情形,易举例说明各种可能都有.□ 

例 2(最小二乘法) 设平面上n个彼此不同的点 2{( , ) :1 }i ix y i n    

不同时位于一条平行于 y轴的直线上.求一条直线 0 0y a x b  使得误 

差 2
0 0

1

( )
n

i i
i

a x b y


  最小.(在实际问题中,就是求线性函数与测量数 

据误差最小) 

解: 问题为求 2 元函数 2

1

( , ) ( )
n

i i
i

F a b ax b y


   的最小值. 

令           
1

( , ) 2( ) 0
n

i i i
i

F
a b ax b y x

a 


   

  , 

             
1

( , ) 2( ) 0
n

i i
i

F
a b ax b y

b 


   

  , 

可得二元一次方程组 

             

2

1 1 1

1 1

.

n n n

i i i i
i i i

n n

i i
i i

x a x b x y

x a nb y

  

 

   
    

  


   

  

 
 

因为n个点 2{( , ) : 1 }i ix y i n   不同时位于一条平行于 y轴的直线 

上,故向量 1 2( , , , )nx x x x  与1 (1,1, ,1)


 不平行,从而 

2
2 2 2 2

1 1

1 ( 1, ) 0
n n

i i
i i

x x n x x
 

  
       

  
 

  
. 

这说明上述二元一次方程组有唯一的解 0 0( , ),a b 它就是函数F 的驻点. 

此外,向量 0 0( , 1, )a b 与
1 1

( , , )
n n

i i
i i

x y n
 
  和 2

1 1 1

( , , )
n n n

i i i i
i i i

x x y x
  
   都正交. 
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易算出

2

1 1
0 0

1

2 , 2

( , ) 0

2 , 2

n n

i i
i i

n

i
i

x x

HF a b

x n

 





 



 

 


,故 0 0( , )F a b 是函数F 的最小值. 

下面求出直线 0 0y a x b  .易看出,点 ( , )x y 位于直线 0 0y a x b  上 

( , ,1)x y 与 0 0( , 1, )a b 正交 ( , ,1),x y
1 1

( , , ),
n n

i i
i i

x y n
 
  2

1 1 1

( , , )
n n n

i i i i
i i i

x x y x
  
  

共面

2

1 1 1

1 1

, ,

, , 1

det , , 0

n n n

i i i i
i i i

n n

i i
i i

x x y x

x y

x y n

  

 




 



 
 
  

  .这就是所求直线的方程.□ 
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§14.12  条件极值 

本节内容可用于解决实际问题和得到一些有用的不等式. 

条件极值问题  设 n mD    是开集,
1 1

( , , , , , )
n m

f x x y y  是 D上的

函数,
1 1

( , , , , , )
n m

x x y y   是从D到 m 的映射, {( , ) : ( , ) 0}L x y D x y   .

“求 Lf 的极值”这件事称为“函数 ( , )f x y 在条件 ( , ) 0x y  下的条 

件极值问题”. 

 
显然,若 ( )y g x 是由 ( , ) 0x y  所确定的隐映射并能解出来,则 

条件极值问题便化为求 ( , ( ))f x g x 的极值(此路不通). 

定理 14.25(Lagrange 乘数法) 设 n mD   是开集 , ( , )f x y 是D上的 

1C 函数 , ( , )x y 是从D到 m 的 1C 映射 0 0,( , ) {( , ) : ( , ) 0}x y L x y D x y    , 

0 0det ( , ) 0yJ x y  , 1
0 0 0 0 0( , )[ ( , )]y yJ f x y J x y    .若 0 0( , )x y 是 Lf 的极 

值点,则 0 0( , )x y 是辅助函数 0( , ) ( , ) ( , )F x y f x y x y   的驻点. 

注记 14.25(解条件极值问题的实际步骤)  求出方程组 

                 
( , ) ( , ) 0

( , ) 0

J f x y J x y

x y

 


 
 

 

的解 0 0 0( , , )x y ,其中的 0 0( , )x y 便可能是条件极值点(即 Lagrange 乘数

法给出了条件极值点的必要条件). 

证: 由隐映射定理,存在从 0( ) nB x   到 m 的唯一的 1C 映射

( )y g x 使得 0 0( , ( )) 0, ( )x g x y g x   .故 0x 是 ( , ( ))f x g x 的极值点,从

而            0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( ) 0x yJ f x y J f x y Jg x  . 

因为          1
0 0 0 0 0( ) [ ( , )] ( , )y xJg x J x y J x y   , 
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代入前式便得到 

     1
0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , )[ ( , )] ( , ) 0x y y xJ f x y J f x y J x y J x y   . 

于是          
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

( , ) ( , ) 0

( , ) ( , ) 0 ,
x x

y y

J f x y J x y

J f x y J x y

 
 

 
  

 

此即  0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) 0JF x y J f x y J x y    .□ 

定理 14.26(条件极值点的充分条件)  设 n mD   是开集, ( , )f x y 是

D上的 2C 函数, ( , )x y 是从D到 m 的 2C 映射, 0 0 0( , , )x y 是方程组 

                 
( , ) ( , ) 0

( , ) 0

J f x y J x y

x y

 


 
 

 

的解, 0( ) ( ), , ( , )F fx y x y x y   ,那么有如下结论 

(1) 若 0 0( ) 0,HF x y  (即 0 0( ),HF x y 正定),则 f 在 0 0( ),x y 处取得严格

条件极小值； 

(2) 若 0 0( ) 0,HF x y  (即 0 0( ),HF x y 正定),则 f 在 0 0( ),x y 处取得严

格条件极大值； 

(3) 其它情形时,各种可能性都有. 

证: 记 ( , )z x y .对于 0 { : ( ) 0 }z D zz h L     ,若注意到 0z 是辅助

函数 0( ) ( ) ( )F z f z z   的驻点,便得到 

  0 0( ) ( )f z h f z   0 0( ) ( )F z h F z  2

0( ) ( ) ( 0)h HF z h o h h   . 

由此即证明了(1)和(2).通过举例可证明(3).□ 

例  将正数M 分解成n个正数之和,使其乘积最大. 

解: 问题就是求 1 2 1 2 1 2( ), , ( 0, 0, , 0)n n nf x x x x x x x x x      在条 

件 1 2 nx x x M    下的最大值. 

令 1 2 1 2( ), , n nx x x x x x M       ,解方程组 

( ) ( ) 0

( ) 0,

J f x J x

x

 

 

 
 



 277

即       1 2

1 1 1

1 2

( )( , , , ) (1,1, ,1) (0,0, ,0)

.
nx x x

n

f x

x x x M

 


   

  


 

由第一个方程得 1 2 nx x x   ；由第二个方程得 1 2 n

M
x x x

n
    . 

根据题意, ( )f x 在条件 ( ) 0x  下的最大值是存在的,因而这个最大值 

就是
n

M

n


 
 

.于是,当 1 2 1 20, 0, , 0,n nx x x x x x M        时,成 

立 

           1 2
1 2

n n

n
n

M x x x
x x x

n n

        
  

 , 

即           1 2
1 2

nn
n

x x x
x x x

n

  


 .□ 
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