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第 13 章   多变量函数的连续性 

§13.1  n维 Euclid 空间 

n维 Euclid 空间  在实向量空间 1{ ( , , ) : }n
n ix x x x     中规定 

内积
1

,
n

i i
i

x y x y


   后,便称 n 为n维 Euclid 空间；称 ,x y 为向 

量 x与 y的内积, x  ,x x 为向量 x的范数(或长度、模), x y  

为点 x与 y 之间的距离.(虽可形式上定义 1n  个向量的外积,但几何

意义减弱了许多) 

显然有 ( )x x    , x y x y   , x y x y   , 

,x y x y   . 

两向量的夹角  若 , \ {0}nx y ,则存在唯一的 [0, ]  ,使得 cos  

,x y

x y

 
 .称  为非零向量 x与 y之间的夹角. 

两向量的正交  若 , nx y 满足 , 0x y   ,则称向量 x与 y 正交.显

然,零向量与任何向量正交. 

坐标向量的记号  记 

        1 (1,0, ,0)e   , 1 (0,1, ,0)e   ,, (0,0, ,1)ne   , 

则 1 2, , , ne e e 是彼此正交的单位向量,即 ,i j ije e    (Kronecker 符

号). 1( , , ) n
nx x x    ,显然有

1

n

i i
i

x x e


 . 

n 中的有界集  对于 , 0na r  ,称 ( ) { : }n
rB a x x a r    是

n 中以a为中心以 r 为半径的开球；称 ( ) { : }n
rB a x x a r    是

n 中以 a 为中心以 r 为半径的闭球.设 nE   ,若存在 0r  使得

(0)rE B ,则称E是 n 中的有界集. 

 

练习题 13.1( 74P )  2,3,4,5. 
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§13.2  n 中点列的极限 

定义 13.1  设{ }ix 是 n 中的点列, na .若对任意给定的 0  ,总存 

在N  ,使得 i N  成立 

                ix a    (即 ( )ix B a ), 

则称点列{ }ix 收敛于a ,或称点列{ }ix 以a 为极限.“{ }ix 收敛于a ”这

件事用数学符号表示成 

           lim ( )i i
i

x a x a i


  或 . 

定义 13.1′ n 中的点列{ }ix 收敛于a  lim 0i
i

x a


  . 

定理 13.1(极限的线性运算和内积运算) 若 n 中的点列{ }ix 收敛于

a ,{ }iy 收敛于b , ,  ,则 

(1)  lim( )i i
i

x y a b   


   ； 

(2)  lim , ,i i
i

x y a b


    . 

证: (1) ( ) ( )i i i ix y a b x a y b            ； 

(2) , , , , ,i i i i i ix y a b x a b a y b x a y b                   

i i i ib x a a y b x a y b       .□ 

定理 13.2  n 中的点列 ( ) ( ) ( )
1 2{ ( , , , )}i i i

i nx x x x  收敛于 1 2( , , , )na a a a  , 

当且仅当对每个固定的 ,1k k n  ,数列 ( ){ }i
kx 收敛于 ka . 

证:   ( ) ( )

1

n
i i

k k i k k
k

x a x a x a


     .□ 

定义 13.2  设{ }ix 是 n 中的点列.若 0, N     ,使得当 i N  

时, p   都成立 

i p ix x    , 

则称{ }ix 是 Cauchy 点列或基本点列.显然,收敛点列是基本点列. 

命题  n 中的点列 ( ) ( ) ( )
1 2{ ( , , , )}i i i

i nx x x x  是基本点列,当且仅当对每个
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固定的 ,1k k n  ,数列 ( ){ }i
kx 是基本数列. 

证:   ( ) ( ) ( ) ( )

1

n
i p i i p i

k k i p i k k
k

x x x x x x 




     .□ 

定理 13.3(Cauchy 收敛原理) n 中的点列收敛的充要条件是它为基

本点列.因此n维 Euclid 空间 n 是完备的. 

证:  n 中的点列收敛它的每个分量数列收敛它的每个分量数

列是基本数列该点列是基本点列.□ 

定理 13.4(Bolzano-Weierstrass 列紧性定理) n 中的任意有界点

列必有一个收敛子列. 

证: 设 ( ) ( ) ( )
1 2{ ( , , , )}i i i

i nx x x x  是 n 中的有界点列,则其每个分量数列有

界.故 ( )
1{ }ix 有收敛子列 1( )

1{ }ix ； 1( )
2{ }ix 有收敛子列 2( )

2{ }ix ； ； 1( ){ }ni
nx  有

收敛子列 ( ){ }ni
nx .于是,{ }ix 的子列 ( ) ( ) ( )

1 2{ ( , , , )}n n n

n

i i i
i nx x x x  的每个分量

数列 ( ){ }ni
kx (1 k n  )都收敛,从而子列{ }

ni
x 收敛.□ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

练习题 13.2( 77P ) 5. 
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§13.3  n 中的开集和闭集 

本节的目标是将实轴上的开区间和闭区间的概念推广到 n . 

 -邻域  设 na , 0  ,称 n 中的开球 ( )B a 为点a的 -邻域. 

定义13.3  设 nE   ,a E .若存在点 a的某个 -邻域 ( )B a E  ,则

称 a 是 E 的内点； E 的内点的全体用 0E 表示,称为 E 的内部,显然

0E E , 0 0E G E G   ；当 0E E 时,称E 是 n 中的开集. 

例 1  ( , )a b 是中的开集；[ , ),  ( , ],  [ , ]a b a b a b 均不是中的开集. 

例 2  设 1 2, , , n
ma a a   是有限个点,则 1 2\ { , , , }n

ma a a  是 n 中的 

开集. 

例 3  n 中的开球 ( )rB a 是 n 中的开集； n 中的开球环
2 1
( ) \ ( )r rB a B a  

是 n 中的开集( 1 20 r r   )； n 中的闭球 ( )rB a 不是 n 中的开集. 

例4  2 中的第一象限 2
1 2 1 2{( , ) : , 0}x x x x  是 2 中的开集； 1(0)B   

2
1 2 2{( , ) : 0}x x x  不是 2 中的开集. 

定理 13.5  nE   , 0E 是 n 中的开集. 

证 : 只 需 证 0 0 0( )E E . 不 妨 设 0E   . 0 , ( )a E B a E    , 故

0 0( ) ( ( ))B a B a E   ,即a是 0E 的内点.这说明 0 0 0( )E E .□ 

定理 13.6  n维 Euclid 空间 n 具有如下重要性质 

(1) n 和都是 n 中的开集； 

(2) 设 I 是指标集,{ : }E I   是 n 中的开集族,则
I

E

 是 n 中的开 

集(任意多个开集的并是开集)； 

(3) 设 1 2, , , mE E E 是有限个 n 中的开集,则
1

m

i
i

E

 是 n 中的开集(有 

限个开集的交是开集). 

证: (1)显然. 

(2) 0,
I

a E I





    ,使得
0

a E ,故存在
0

( )
I

B a E E  


  .这说 
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明a是
I

E

 的内点,即

0( )
I I

E E 
  

  . 

(3) 
1

m

i
i

a E


  ,存在
1 1( ) , , ( )

m mB a E B a E   .令
1
min 0i

i m
 

 
  ,则

1

( )
m

i
i

B a E


 ,这说明 a 是
1

m

i
i

E

 的内点,即

0

1 1

( )
m m

i i
i i

E E
 

  .□ 

补集(或余集)  对于点集 nE   ,称 \c nE E  是E的补集(或余集). 

定义 13.4  对于 nF   ,若 cF 是 n 中的开集,则称F 是 n 中的闭集 

(注意,一个点集不是闭集并不表明它是开集；反之亦然). 

例 5  和都是中的闭集； *1
{ : }n
n

 不是中的闭集； n 中的 

闭球 ( )rB a 是 n 中的闭集；单位圆周 2 2 2
1 2 1 2{( , ) : 1}x x x x   是 2 中 

的闭集. 

de Morgan 公式  设 I 是指标集,{ : }E I   是 n 中的子集族,则 

( )c c

I I

E E 
  

  ,  ( )c c

I I

E E 
  

  . 

证: (1) ( )c

I

a E


   ,即
I

a E


  ,则必 0 I  使得
0

a E ,故

0

c c

I

a E E 


  .这说明 ( )c c

I I

E E 
  

  .另一方面, c

I

b E


  ,则

0 I  使得
0

cb E ,即
0

b E ,故
I

b E


 ,从而 ( )c

I

b E


  .这说明

( )c c

I I

E E 
  

  . 

(2) 利用第一个等式便得到 ( )c c

I I

E E 
  

  ,两边取补集就得到第二 

个等式.□ 

定理 13.7  n维 Euclid 空间 n 具有如下重要性质 

(1) n 和都是 n 中的闭集； 

(2) 设 I 是指标集,{ : }F I   是 n 中的闭集族,则
I

F

 是 n 中的闭 

集(任意多个闭集的交是闭集)； 

(3) 设 1 2, , , mF F F 是有限个 n 中的闭集,则
1

m

i
i

F

 是 n 中的闭集(有 

限个闭集的并是闭集). 
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证: 由定理 13.6 和 de Morgan 公式.□ 

练习题 13.3( 83P ) 6(1),7(1),8(2),11. 

问  题 13.3( 83P ) 2,3. 

定义 13.5  设 nE   ， na .若 0  ,a的去心 -邻域 ( ) \ { }B a a

总含有 E 中的点,即 0,  x E  满足0 x a    ,则称 a 是 E 的

一个极限点(或凝聚点)；若a E ,但a不是E的极限点,则称a是E的

孤立点. 

例 6  ( ) n
rB a   中的每个点都是 ( )rB a 的极限点； n 中的有限点集E

没有极限点,它中的每个点都是E的孤立点； n 中的每个点都是 n 的

极限点, n 没有孤立点. 

定理 13.8(极限点的其它刻画) 

(1) na 是点集 nE   的极限点 0  , ( )B a 中含有E 的无穷

多个点； 

(2) na 是点集 nE   的极限点彼此不同的点列{ }ix E 收敛

于a . 

定义 13.6  点集 nE   的极限点的全体用E表示,称为E 的导(出)

集；称E E E  为E的闭包.显然, ,E G E G E G     . 

例 7  ( ) n
rB a   的导集和闭包都是 ( )rB a ；  的导集是 ,闭包 

是；( ) ,n n n n      ； *1
( , ) [ , ],( , ) [ , ],{ : } {0}a b a b a b a b n

n
     . 

定理 13.9  点集 nE   是闭集 E E E E    . 

证: “”.若E是闭集,即 cE 是开集,则显然 cE 中每个点都不是E的

极限点,故E的极限点一定在E中,从而E E  .“”.若E E  ,则

cE 中 每 个 点 都 不 是 E 的 极 限 点 , 故 , ( )ca E B a   使 得

( )B a E   ( ) cB a E  ,这说明 cE 是开集.□ 
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定理 13. 9   点集 nE   是闭集收敛点列 { }ix E ,其极限

lim i
i

x a E


  . 

证: “”.若E是闭集(即E E ),{ }ix E 收敛于a ,则 0  , ( )B a

中都含有E的点,从而a E E E  .“”. a E  , 彼此不同的

点列{ }ix E 收敛于a E (定理 13.8 和条件),故E E ,从而E是闭

集.□ 

定理 13.10  nE   ,E和E 都是 n 中的闭集. 

证: ( ) , 0ca E     使得 ( ) \{ }B a a 不含E 中的点,从而 ( ) \{ }B a a 中每

个点都不是E的极限点,故 ( ) ( )cB a E  .这说明 ( )cE 是开集,即E是闭

集.设 a 是 E E E  的极限点,则 a 的任意去心邻域 ( ) \{ }B a a 都含有

E 的点或 E的点,故 a E 或 ( )a E E    .这说明 ( )E E E   ,即 E

是闭集.□ 

推论 13.10 nE   ,E 和E 具有相同的导集,都是E . 

定理 13.11  nE   , 0E 是包含在E内的最大开集；E 是包含着E的

最小闭集. 

证：开集G E ,有 0 0G G E  ；闭集F E ,有F F E  .□ 

定义 13.7  设 nE   , ca E .若存在点 a的某个 -邻域 ( ) cB a E  ,

则称 a是E 的外点；E 的外点的全体恰好是 0( )cE ,称为E 的外部；称

n 中既不是 E 的内点也不是 E 的外点的点为 E 的边界点； E 的边界

点的全体用 E 表示,称为 E 的边界.于是,利用点集 E ,便可将 n 分

成E 的内部、外部和边界这三个互不相交的部分. 

例 8  ( ) ( ) { : }n
r rB a B a x x a r       ；若 nE   是有限集,则

0E , 0( )c cE E , E E  ； 0 0( ) [( ) ]n n c   , ( )n n   ； 0( )n n  , 

0[( ) ]n c  , ( )n   ； ( , ) [ , ) ( , ] [ , ] { , }a b a b a b a b a b        . 
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命题 1(边界点的另一刻画) 设 nE   ,则 a E  0  ,都有

( ) , ( ) cB a E B a E     . 

证: “”.设a E .(反证法)若 ( )B a E   ,则 ( ) cB a E  ,即a是E

的外点；若 ( ) cB a E   ,则 ( )B a E  ,即 a 是E 的内点.这两种情形都

与 a 是 E 的边界点相矛盾.“”. ( ) cB a E   a 不是 E 的内点；

( )B a E    a不是E 的外点,故a E .□ 

命题 2(边界的基本性质) 设 nE   ,则 

(1) E 是 n 中的闭集； 

(2) E E  ； 

(3) E是 n 中的闭集 E E  . 

证: (1) 0 0\ [ ( ) ]n cE E E    . 

(2) ( )c cE E 是开集,故 0( ) ( )c cE E ,从而 0\ ( )n cE E   \ ( )n cE   

E . 

(3)“”.若E是闭集,由(2)便知 E E E   .“”.若 E E  ,则

cE 中每个点既不是 E 的内点也不是 E 的边界点,从而必是 E 的外点.

这说明 cE 是开集,即E是闭集.□ 

n 中非空点集的直径  设 ,nE E  ,则称 

( ) sup{ : , }diam E x y x y E    

为点集E 的直径.显然,E 是 n 中的有界集 ( )diam E  ；E 是 n

中的独点集 E 非空且 ( ) 0diam E  . 

定理 13.12(闭集套定理) 若 n 中的非空闭集列{ }iF 满足递减的包含 

关系 1 2 3F F F  ,并且 lim ( ) 0i
i

diam F


 ,则
1

i
i

F



 是独点集{ }a . 

证: *i  ,取 i ix F .先证{ }ix 是基本列. *0, N    满足 ( )Ndiam F  

 . *,i N p   ,有 ,i i p Nx x F  ,故 i p ix x    .这说明{ }ix 是基本 
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列,从而极限 lim i
i

x a


 存在. *i  , iF 是闭集且 1 2{ , , , }i i i ix x x F   , 

故 ia F (定理 13.9).于是,
1

i
i

a F




 .由
1

( ) 0i
i

diam F




 ,可知
1

i
i

F



 是 

独点集{ }a .□ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

练习题 13.3( 83P ) 1,2,3,4,5,6(2),7(2),8(1),10. 

问  题 13.3( 83P ) 1. 
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§13.4  n 中的列紧集和紧致集 

定义 13.8  设 nE   .若点列{ }ix E ,都存在其子列{ }
ikx 收敛于 

E中的点,则称E是 n 中的列紧集. 

定理 13.13  n 中的点集是列紧集当且仅当它是有界闭集. 

证: “当”.若 nE   是有界闭集,则 { }ix E ,存在其子列{ }
ikx 收 

敛于 na ,并且a E (定理 13.4 和 13.9). 

“仅当”.(反证法) 若 E 是列紧集而无界,则 { }ix E  满足

ix i , *i  ,从而{ }ix 没有收敛子列,这与E 是列紧集相矛盾；若

E是列紧集而非闭,则 { }ix E  收敛于a E ,从而{ }ix 没有任何子列

收敛于E中的点, 这也与E是列紧集相矛盾.□ 

定义 13.9  设 I 是指标集, { : }J G I   是 n 中的开集族.若 n 中 

的点集
I

E G


 ,则称开集族 J 覆盖了E ,或开集族 J 是 E 的一个开 

覆盖. 

引理(开覆盖的 Lebesgue 数)  若 n 中的开集族 J 覆盖了有界闭集E ,

则必存在 0  ,使得 nS   ,只要 S E  , ( )diam S  ,就一定

有 J 中的开集G S .称 为开覆盖 J 的 Lebesgue 数. 

证: (反证法) 假定结论不成立,则 *i  , n
iS   满足 iS E  , 

1
( )idiam S

i
 ,使得 iS 不能被 J 中的任何一个开集所包含. 

    *i  ,取 i ix S E  ,则点列{ }ix 有子列{ }
ikx 收敛于a E .有 J  

中的开集G包含a ,再取 ( )B a G  . *m  足够大使得
2mkx a


  和 

1
( )

2mk
m

diam S
k


  同时成立.

mkx S  ,有
m mk kx a x x x a       

( )
2 2 2mkdiam S
       .这说明 ( )

mkS B a G  ,从而得到矛盾.□ 

定义 13.10  设 nE   .若对于E的任何开覆盖 J ,都能从 J 中选出有
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限个开集,使得这有限个开集所组成的新开集族仍然覆盖了E ,则称

E是 n 中的紧(致)集. 

定理 13.14(Heine-Borel 有限覆盖定理) n 中的点集是紧集当且仅

当它是有界闭集. 

证: “当”.设 nE   是有界闭集, J 是 E 的开覆盖, 0  是 J 的

Lebesgue数.将E分成有限个非空子集 1 2, , , mE E E 之并,使得 ( )idiam E  

(1 )i m   ,则存在 J 中的开集 1 1 2 2, , , m mG E G E G E   .于是新

开集族{ : 1,2, , }iG i m  仍然覆盖了E ,即E是紧集. 

“仅当”.设E 是紧集.因为可以从它的开覆盖 *{ (0) : }iB i 中

选出有限个开球仍然覆盖住E ,故E是有界集；(反证法)若E不是闭

集,则 a E  ,使得a E .因为开球环族 1

*{( ( )) : }
i

cB a i 是E的开覆

盖,故可从中选出有限个开球环覆盖住 E ,其中最大的那个开球环

1( ( ))
m

cB a 就能覆盖住E .这与a E 相矛盾.□ 

推论 13.14  n 中的点集是紧集当且仅当它是列紧集. 

 

 

 

 

 

 

练习题 13.4( 87P ) 1,2,5. 
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§13.5  n 中点集的连通性 

定义 13.11  设 nE   .若对于任意非空无交并分解E A B  , A B  

和 A B 中至少有一个非空,则称E是 n 中的连通点集.空集和独点 

集都是连通点集. 

定义 13.12  称 n 中的连通开集为 n 中的(区)域；称(区)域的闭包 

为闭(区)域. 

定理 13.15  n 中的开(闭)集是连通集当且仅当它不能分解成两个

非空开(闭)集的无交并. 

证:“当”.设 nE   是开(闭)集,它不能分解成两个非空开(闭)集的

无交并.(反证法)假定E 不连通,则有非空无交并分解E A B  ,使

得 ,A B A B     .当E是开集时, \ ( )cA E B E B   和 \B E A  

( )cE A  是开集,得到矛盾；当E是闭集时, \A E B A  , \B E A   

B ,从而 A和B是闭集,也得到矛盾. 

   “仅当”.(反证法)设 nE   是连通开(闭)集.假定它有非空开

(闭)集的无交并分解E A B  ,则显然 ,A B A B     ,这与E是 

连通集相矛盾.□ 

定理 13.16  E  是连通点集当且仅当E是中的区间. 

证: “当”.设 E 是中的区间.对于非空无交并分解 E A B  ,取

a A ,b B ,不妨设a b .令 sup( [ , ]) [ , ]A a b a b E    .当 B  时,

必有 A  ,从而 A B   ；当 A  时,必有 ( , ] ,b B B    ,从而

A B   .这说明E连通. 

“仅当”.设E 连通.(反证法)假定E 不是区间,则 a c b   ,使得

,a b E ,但c E .故有非空无交并分解 [ ( , )] [ ( , )]E E c E c      

A B  , A中每个点不是B的极限点,B中每个点也不是 A的极限点,

即 A B   , A B   .这与E连通相矛盾,故E是中的区间.□ 
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定义 13.13  设 nE   .若 ,p q E  ,总存在E 中的曲线 连接 p 和

q (即存在连续映射 : [ , ] E    满足 ( ) , ( )p q     ),则称E 是

n 中的道路连通点集.空集也被认为是道路连通点集. 

定理 13.17  n 中的道路连通点集一定是连通点集. 

证: 设 nE   道路连通.对于任意非空无交并分解 E A B  ,取

p A ,q B ,曲线 : [ , ] E    连接 p和q .记 [ , ] : ( ) }{ t AF t      , 

[ , ] : ( ) }{ t BG t      ,则[ , ] F G    是非空无交并分解,故F G

和F G 至少有一个非空.不妨设c F G  ,取{ }it G 收敛于c F ,

则{ ( )}it B  收敛于 ( )c A  .由于 ( )c B  ,故 A B   .这说明E

是 n 中的连通点集. 

例  n 、 ( )rB a 和 ( )rB a 都是连通点集. 

定理 13.17  开集G  n 是连通的(即为区域) G是道路连通的. 

证: “”.由定理13.17即知.“”.(反证法)设G是区域而不道

路连通,则 ,p q G  不能用G 中的曲线相连接.令 { :A x G   存在G

中的曲线连接 p和 }x , { :B x G   不存在G中的曲线连接 p和 }x .显

然 ,A B 都是非空开集, A B  ,G A B  .这与G 是连通开集相矛

盾(定理 13.15).□ 

定理 13.17  开集G  n 是连通的(即为区域) G是折线连通的. 

n 中的单连通(区)域  设 nG   是区域.若G 中的任意一条简单闭

曲线 都能在G中“连续”地收缩成一点,则称G是 n 中的单连通(区)

域. 

 

练习题 13.5( 90P ) 3. 

问  题 13.5( 90P ) 1,2. 
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§13.6  多元函数的极限 

定义 13.14  设 nD   非空.称映射 :f D  为D上的n元函数；D

为函数 f 的定义域, ( )f D 为函数 f 的值域；也说 1 2( ) ( , , , )nf x f x x x 

是D上的(n元)函数. 

定义 13.15  设 f 是非空点集 nD   上的函数, a 是 D 的极限

点, l是常数.若 0, 0     ,使得 , 0x D x a      ,成立

( )f x l   ,则称当 x a 时 ( )f x 趋向于 l；或称当 x a 时 f 有极限

l；或称当 x a 时 f 以 l为极限；或称 f 在a处有极限 l .“当 x a 时

f 有极限 l”这件事用数学符号表示成 

lim ( )
x a

f x l


  或 ( ) ( )f x l x a  . 

注记 13.15 “当 x a 时 f 是否有极限”这件事与 f 是否在a处有

定义无关,只与 f 在a的某个去心邻域 ( ( ) \ { })D B a a 上的定义有关

( 0 是固定的正数). 

定理 13.18（函数极限与数列极限的关系）  设 f 是非空点集 nD    

上的函数,a是D的极限点, l是常数.那么, lim ( )
x a

f x l


  { }ix  

\ { },D a lim i
i

x a


 ,总成立 lim ( )i
i

f x l


 . 

证:“”.设 lim ( )
x a

f x l


 ,{ } \{ },ix D a lim i
i

x a


 . 0, 0     ,

使得 ,x D  0 x a   ,成立 ( )f x l   ； N   ,使得 i N  ,

成立 0 ix a   .故 i N  ,成立 ( )if x l   .这说明成立

lim ( )i
i

f x l


 . 

“”.(反证法)假定 lim ( )
x a

f x l


 不成立,即 0  ,使得 i   , 

都 ,ix D  满足
1

0 ix a
i

   和 ( )if x l   .这便与条件 lim ( )i
i

f x l


  

相矛盾.□ 
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定理 13.19 和定理 13.20  与单变量函数一样,多变量函数极限的唯

一性、比较原理、四则运算性质、复合运算性质、局部有界性、局部

不变号等结论都成立. 

定理 13.21(Cauchy 收敛原理)  设 f 是非空点集 nD   上的函数, 

a 是 D 的极限点,则极限 lim ( )
x a

f x


存在 0, 0     ,使得 ,x y  

( ( ) \ { })D B a a ,成立 ( ) ( )f x f y   . 

证: (略)□ 

多变量函数的广义极限  与单变量函数一样,多变量函数也能定义如

下形状的广义极限 

(1) lim ( )
x a

f x l


 , 其中 , ,na l    ； 

(2) lim ( )
x

f x l


 , 其中 , ,l l    . 

多变量函数的上极限和下极限  与单变量函数一样,多变量函数也能

定义上极限和下极限 

(1) 
0

limsup ( ) lim sup{ ( ) : , 0 }
x a

f x f x x D x a



 

     ； 

(2) 
0

liminf ( ) lim inf{ ( ) : , 0 }
x a

f x f x x D x a



  

     . 

例   (1)
2 2

2 2( , ) (0,0)
lim 0

x y

x y

x y



；      (2)

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

xy

x y 
不存在； 

     (3)
2

4 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y

x y 
不存在. 

解:  (1) 

22 2

2 2

( , )
0 , 2

4

x yx y

x y
   


； 

     (2) 分别取
1 1

( , ) ( , )i ix y
i i

 和
1

( , 0)
i

； 

     (3) 分别取
2

1 1
( , ) ( , )i ix y

i i
 和

1
( , 0)
i

. 

 

 

练习题 13.6( 94P ) 1(3,5,6),2(1,3),3(2,5),5(1,3),6,7. 


