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§7.7   广义积分 

本节的目标是推广 Riemann 积分的定义,使其适合于无限区间和

无界函数的情形. 

1、无穷积分  设 f 是[ , )a  上的函数.若 f 在任何有限闭区间[ , ]a b 上

可积,则称形式积分 ( )
a

f x dx


 为无穷积分(类似的,还有 ( )
a

f x dx
 和

( )f x dx


 这两种形式的无穷积分). 

无穷积分的收敛  若存在有限极限 lim ( ) ,
b

ab
f x dx

 则称无穷积分

( )
a

f x dx


 收敛,并用 ( )
a

f x dx


 表示这个有限极限；若不存在有限极限

lim ( ) ,
b

ab
f x dx

 则称无穷积分 ( )
a

f x dx


 发散(类似的,可定义 ( )
a

f x dx
 和

( )f x dx


 这两种形式的无穷积分的敛散性). 

注记 1  当无穷积分 ( )
a

f x dx


 收敛时,它有两个含义: 一是形式积分；

二是 lim ( )
b

ab
f x dx

 这个数. 

2、瑕积分  设 f 是 ( , ]a b 上的函数.若 f 在任何有限闭区间[ , ]a b  

( , ]a b 上可积,则称形式积分 ( )
b

a
f x dx 是以 a 为瑕点的瑕积分(类似

的,还有以b为瑕点和同时以 ,a b为瑕点的瑕积分 ( )
b

a
f x dx ). 

瑕积分的收敛  若存在有限极限
0

lim ( ) ,
b

a
f x dx

   则称以 a 为瑕点的瑕

积分 ( )
b

a
f x dx 收敛,并用 ( )

b

a
f x dx 表示这个有限极限；若不存在有限

极限
0

lim ( ) ,
b

a
f x dx

   则称以 a 为瑕点的瑕积分 ( )
b

a
f x dx 发散(类似的,

可定义以b为瑕点和同时以 ,a b为瑕点的瑕积分 ( )
b

a
f x dx 的敛散性). 

注记 2  当 a 为瑕点的瑕积分 ( )
b

a
f x dx 收敛时,它有两个含义: 一是

形式积分；二是
0

lim ( )
b

a
f x dx

   这个数. 

定理7.18 设函数 f 在[ , )a  或 ( , ]a b 上有原函数 F .若无穷积分 ( )
a

f x dx



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或以a 为瑕点的瑕积分 ( )
b

a
f x dx 收敛,则 

( ) ( ) ( )
a

f x dx F F a


    或 ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a   . 

证: ( ) lim ( ) lim [ ( ) ( )] ( ) ( )
b

a ab b
f x dx f x dx F b F a F F a



 
      .□ 

命题 1  对于无穷积分 ( )
a

f x dx


 和 ( )
a

g x dx


 ,若当 [ , )x a  充分大时

成立 ( ) ( )f x g x ,则 

( )
a

g x dx


 收敛 ( )
a

f x dx


 收敛. 

证: ( )
a

g x dx


 收敛存在有限极限 lim ( )
y

ay
g x dx

  0, A a    ,使

得 1 2 1 2, ,y A yy y  ,成立
2 1 2

1

( ) ( ) ( )
y y y

a a y
g x dx g x dx g x dx      (Cauchy 收敛

原理).不妨设当 x A 时成立 ( ) ( )f x g x .于是, 1 2 1 2, ,y A yy y  ,成立 

2 1 2 2 2

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
y y y y y

a a y y y
f x dx f x dx f x dx f x dx g x dx          .这说明存

在有限极限 lim ( )
y

ay
f x dx

 .□ 

命题 2  对于以 a 为瑕点的瑕积分 ( )
b

a
f x dx 和 ( )

b

a
g x dx ,若当 ( , ]x a b

充分接近a 时成立 ( ) ( )f x g x ,则 

( )
b

a
g x dx 收敛 ( )

b

a
f x dx 收敛. 

证: 类似于命题 1,利用 Cauchy 收敛原理.□ 

例 1  (1) 
1

, 1;1

, 1.p
dx

p

px

   
  

  

(2) 
2

, 1, ;

, 1, 1;1

, 1, 1;(log )

, 1, .

p q
dx

p q

p q

p qx x

p q



   
   
   
   







 

证: (1) 
1

1 1
1

1
11 1

1 1

, 11
( 1) ( )

, 1
|

y p p
p

y p
p pdx

p
x y y

x p

  
 

     
 

 . 

1 1
1

log log ( )|
y ydx x y y
x

     . 

(2)当 1p  时,可取 0  ,使得 1p p    .由于 
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1 1 1
lim lim 0

(log ) (log )
/

p q p qx xx x x x x  
  , 

故当 [2, )x  充分大时成立
1 1

(log )p q px x x  ,从而 

2

1

(log )p q
dx

x x


  . 

当 1p  时,可取 0  ,使得 1p p    .由于 

1 1
lim lim

(log ) (log )
/

p q p qx x

x

x x x x



 
   , 

故当 [2, )x  充分大时成立
1 1

(log )p q px x x  ,从而 

2

1

(log )p q
dx

x x


  . 

当 1p  时,
2 2 log2

(log )
, 1;1 1 1

, 1.(log ) (log )q q q
dx d x dy

q

qx x x y

  


  
   

   □ 

例 2  (1) 
, 1;1

, 1.( )

b

a p
dx

p

px a

  
   

  

(2) 
, 1;1

, 1.( )

b

a p
dx

p

pb x

  
   

  

证: (1) 11
1

1
( )

( )
|

b

a

p
p

b
apdx x a

x a 


 

  

1

1 1
( )

11
1

, 1

, 1
[( ) ] ( 0 )

p

p p
b a

p
p

p

p
b a  



 






 

    


 . 

1
log( ) log( ) log|

b

a

b
adx x a b a

x a  
     

 ( 0 )    . 

(2)类似于(1).□ 

例 3(一个错误的计算) 研究瑕积分
1

1

1
dx

x 的敛散性. 

解: (1) (错误的) 
1

1

1
1

1
log | 0dx x

x   . 

(2) (正确的) 
1

0

1
dx

x 和
0

1

1
dx

x 都发散,故
1

1

1
dx

x 发散.□ 

 

 

练习题 7.7( 298P ) 1(11,12),2,6. 
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§7.8   面积原理 

利用定积分是“曲边梯形”的面积这一几何直观来分析、研究、

解决问题的方法,通常称为面积原理. 

定理7.19  设m, f 是[ , )m  上的非负递增函数,则 [ , )m   ,有 

               
[ ]

( ) ( ) ( )
m

n m

f n f x dx f
 




   . 

证:  

 

 
如图所示,用  表示全部曲边三角形面积之和,则 

[ ]

( ) ( ) ( ) ([ ])(1 { }) ( )
m

n m

f f n f x dx f f
 

    


        .□ 

定理 7.20  设m, f 是[ , )m  上的非负递减函数,则存在有限极限 

            lim ( ( ) ( ) ) [0, ( )]
n n

mn
k m

f k f x dx f m




    . 

更进一步,若 lim ( ) 0
x

f x


 ,则 [ , )m   ,有 

               
[ ]

( ) ( ) ( )
m

k m

f k f x dx f
 

 


    . 

证:  

 
如图所示,用 n 表示全部曲边三角形面积之和,则 

( ) ( ) ( )
n n

nm
k m

f k f x dx f n


    . 
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数列{ }n 递增且0 ( ) ( )n f m f n   ,数列{ ( )}f n 递减且 ( ) 0f n  ,故存在

有限极限 

             lim[ ( )] [0, ( )]n
n

f n f m 


   . 

 

如图所示,用  表示“曲边梯形”的面积,则 

[ ]

[ ] 1( ) ( )
m

k m

f k f x dx
 

    


      . 

注意到{ }n 递增收敛于 ,便知 [ ] 10 ([ ] 1)f      ,从而就有 

[ ] 1( ) ( ) ( )f f          .□ 

例 1  若 *0, n   ,则  
1

1 1

n

k

n
k n


 







 
 . 

证: 在定理 7.19 中取 ( ) , 0,f x x m n    ,便得到 

         
0

0

n n

k

k x dx n  



   , 即  
1

1 1

n

k

n
k n


 







 
 .□ 

例 2    
1

1
lim( log )

n

n
k

n
k






  (Euler 常数). 

证: 在定理 7.20 中取
1

( ) , 1,f x m n
x

   ,便知存在有限极限 

1
1

1 1
lim ( ) [0,1]

n n

n
k

dx
k x






    , 即
1

1
lim( log )

n

n
k

n
k






  . 

此外,还能得到误差估计 
1

1 1
log

n

k

n
k n




   .□ 

例 3  若0 ,a b  则
2 log log 1 1 1

( )
2

b a

a b b a a b


  

 
. 

证: 如下图所示,因为
1

y
x

 是[ , ]a b 上的严格凸函数,故 
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1 1 1 1

log log ( )( )
2

b

a
b a dx b a

x a b
     . 

曲线
1

y
x

 在
2

( , )
2

a b

a b




处的切线方程为 

       
2

2 4
( )

( ) 2

a b
Y X

a b a b


   

 
, 

切线下面梯形的两底的长度分别为
2

4

( )

a

a b
和

2

4

( )

b

a b
.于是, 

2 2

1 1 4 4 2
log log ( )( ) ( )

2 ( ) ( )

b

a

a b
b a dx b a b a

x a b a b a b
      

   .□ 

命题 1(Young 不等式)  设  是 [0, ) 上的严格递增连续函

数, (0) 0  ,从而 1 是 [0, ( ) )  上的严格递增连续函数,并且

1(0) 0  .此时, [0, )a   , [0, ( ) )b   成立不等式 

               1

0 0
( ) ( )

a b
ab x dx y dy    . 

等号成立当且仅当 ( )b a . 

证: 由下图即知结论成立.□ 

 

命题 2(Holder 不等式)  设 ,p q是共轭指数,即
1 1

, 1, 1p q
p q

   .若函

数 ,f g 在[ , ]a b 上可积,则 

   
1 1

b b bp qp q

a a a
f g f g   . 
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作为推论,还有不等式    

1 1

1 1 1

n n np qp q

k k k k
k k k

a b a b
  

  
   
  

   . 

证: 不妨设 0, 0
b bp p

a a
f g   ,否则结论显然成立.在 Young 不等式

中取 1( ) px x  ,则
1

1 11( ) qpy y y   .于是 , 0   ,有 

           1 1

0 0

1 1p q p qx dx y dy
p q

 
        . 

令    
1 1

( ) / , ( ) /
b bp qp q

a a
f x f g x g    代入上式,就有 

   
1 1

( ) ( ) ( ) ( )1 1
p q

b bp q
b bp qp q

a a
a a

f x g x f x f x

p qf f
f g

 
  

, 

   
1 1

1 1
1

b

a

b bp qp q

a a

f g

p q
f g

  

 
.□ 

命题 3(Minkowski 三角不等式) 设 1p  ,函数 ,f g在[ , ]a b 上可积,则 

     
1 1 1

b b bp p pp p p

a a a
f g f g     . 

作为推论,还有不等式  

1 1 1

1 1 1

n n np p pp p p

k k k k
k k k

a b a b
  

    
      

    
   . 

证: 不妨设 1p  ,并令q是 p的共轭指数.利用 Holder 不等式,便有 

          
1 1b b bp p p

a a a
f g f f g g f g

         

                
1 1 1 1

( 1) ( 1)b b b bp p q p p qp q p q

a a a a
f f g g f g

         

                
1 1 1 1

b b b bp p p pp q p q

a a a a
f f g g f g       . 

故                  
1 1 1

b b bp p pp p p

a a a
f g f g     .□ 

 

 

练习题 7.8( 306P ) 1,5.       

问题 7.8( 307P ) 1,3. 
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§7.9  Wallis 公式和 Stirling 公式 

命题(Wallis 公式) 
2 2( !) 2

lim
(2 )!

n

n

n

n n



 ,  

2
1 (2 )!!

lim
(2 1) (2 1)!! 2n

n

n n





  

. 

证: *(0, ),
2

x n


   ,成立不等式 2 1 2 2 1sin sin sinn n nx x x   .故 

          2 1 2 2 12 2 2

0 0 0
sin sin sinn n nxdx xdx xdx

  
     , 

(2 )!! (2 1)!! (2 2)!!

(2 1)!! (2 )!! 2 (2 1)!!

n n n

n n n

 
 

 
,    (§7.4 例 1) 

2
2 1 (2 )!!

(2 1) 2 (2 1) (2 1)!! 2

n n

n n n

 
    

. 

由比较原理得到 
2

1 (2 )!!
lim

(2 1) (2 1)!! 2n

n

n n





  

, 

(2 )!!
lim

(2 1)!!n

n

n n






 

   22 2 !(2 )!!
lim lim

(2 )! (2 )!

n

n n

nn

n n n n 
  .□ 

一个预备不等式  0x  ,成立不等式 

           
1 1 1 1 1

0 ( )log(1 ) 1 ( )
2 12 1

x
x x x

     


. 

证:       
21 1 2

20 0

1 1 1
0 ( ) ( )

2 ( ) 2

t t
dt t t d

t x t x


   

    

          
1 1

0 0

1
( ) ( )1 1 2 2

2

x t xt
dt dt

t x t x

  
 

    

          
1 1

( )log(1 ) 1
2

x
x

    . 

另外,     
1 1 1 1 1

( )log(1 ) 1 ( )
2 12 1

x
x x x

    


 

21 1

2 20 0

1 1 1

2 ( ) 12 ( )

t t
dt dt

t x t x


 

    
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2 3 2 31 1

2 30 0

1 (3 2 ) 1 6 4 2

12 ( ) 12 ( )

d t t t t t t
dt

t x t x

   
 

    

3 4 2 2 21 1

3 40 0

1 (2 ) 1 (1 )
0

12 ( ) 4 ( )

d t t t t t
dt

t x t x

  
   

   .□ 

定理 7.21(Stirling 公式) *n  , (0,1)n  ,使得 

12! 2
n

n

nn
n n e

e



   
 

. 

证: 令 1

2

! n

n
n

n e
a

n


 ,则

1

2

1

1 1
1

n

n

n

a

a e n





  
 

,从而 

          1

1 1
log log log 1 1

2n na a n
n

         
  

. 

在预备不等式中取 x n ,就有 

          1

1 1 1
0 log log ( )

12 1n na a
n n   


, 

1 1

1
1 1

1 1 1
0 (log log ) ( )

12 1

n n

k k
k k

a a
k k

 


 

   
  , 

          1

1 1
0 log log (1 )

12na a
n

    . 

故正数列{ }na 递减,且 lim 0n
n

a A


  (由上面的不等式). 

由于

1 1
2 22 2 2 22 2

2 1 2
2

( !) (2 ) ( !) 2
2 ( )

(2 )! (2 )!

n nn
n

n n
n

a n e n n
n

a n n e n n


 

    ,故 2A  .  

         1

1 1 1
0 (log log ) ( )

12 1k k
k n k n

a a
k k

 


 

   
  , 

             
1

0 log log 2
12na

n
   . 

令  12 log log 2 (0,1)n nn a    ,则 122
n

n
na e



 ,即 

             12! 2
n

n

nn
n n e

e



   
 

.□ 

 

练习题 7.9( 310P ) 2,3,4. 


