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§1.5  数列极限概念的推广 

定义 1.6  设{ }na 是数列.若 0,A N     ,使得当 n N 时成立

na A ,则称{ }na 趋向于 或{ }na 以 为极限,记作 lim n
n

a


 或

( )na n  ；若 0,A N     ,使得当 n N 时成立 na A  ,

则称 { }na 趋向于  或 { }na 以  为极限 ,记作 lim n
n

a


  或

( )na n  ；若 0,A N     ,使得当n N 时成立 na A ,则

称{ }na 趋向于或{ }na 以为极限,记作 lim n
n

a


 或 ( )na n  . 

显然, lim n
n

a


   lim n
n

a


  ； lim n
n

a


   lim n
n

a


  ；

lim n
n

a


  lim n
n

a


   . 

定义 1.7  称以为极限的数列{ }na 为无穷大数列. 

命题 

(1) 无穷大数列一定无界； 

(2) 无界数列一定有一个无穷大子列； 

(3) { }na 趋向于 (或  )当且仅当{ }na 的任意子列趋向于 (或

)； 

(4) 若 0,na n    ，则{ }na 是无穷大数列
1

{ }
na

是无穷小数列. 

符号  记 { , }     ,以自然的方式规定其大小. 

练习题 1.5（ 25P ） 1,6. 
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§1.6  单调数列 

定义 1.8  若数列{ }na 满足 1 ( )n na a n 
   ,则称其单调增加(递

增)；若满足 1 ( )n na a n 
   ,则称其单调减少(递减)；这两种数列

都称为单调数列. 

定理 1.8  有界的单调数列{ }na 一定收敛. 

证: (仅用实数的定义来证)不妨设{ }na 是一个有上界的非负递增数

列, 

             

(1) (1) (1) (1)
1 0 1 2 3

(2) (2) (2) (2)
2 0 1 2 3

(3) (3) (3) (3)
3 0 1 2 3

. ,

. ,

. ,

a A p p p

a A p p p

a A p p p













  

(有尽小数采用一种固定的表示法). 

非负整数列 ( )
0{ }nA 递增有界,故 0N   ,使得当 0n N 时

( )
0

nA A (非负整数)； 

非负整数列 ( )
1{ }np （ 0n N ）递增有界,故 1 1 0,N N N   ,使得

当 1n N 时 ( )
1 1

np x (0,1, ,9 中的某个数)； 

非负整数列 ( )
2{ }np （ 1n N ）递增有界,故 2 2 1,N N N   ,使得

当 2n N 时 ( )
2 2
np x (0,1, ,9 中的某个数)； 

以此类推,可找到正整数列 0 1 2N N N  ,使得当 kn N 时成

立 ( )
0

nA A , ( )
1 1

np x , ( )
2 2
np x , ( ), ( )n

k kp x k    .于是 

1 2 3.a A x x x  

是一个实数.下面证明{ }na 收敛于a . 

0,   取k 使10 k   ,令 kN N ,则当n N 时成立 
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na a  ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1 1 1. .n n n n

k k k kA p p p A x x x      

      ( )
1 1 1 1. .n

k k k kA x x p A x x x       

( )
1 10.0 0 0.0 0n

k kp x       

10 k   .□ 

注记 1.8  定理 1.8 是实数完备性或连续性的一种表现形式. 

术语  对于数列{ }na ,若新数列 1
1

{ }
n

k k
k

a a 


 有界,则称{ }na 是有界变

差数列.显然有界的单调数列一定是有界变差数列. 

命题(定理 1.8 的推广)  有界变差数列{ }na 一定收敛. 

证: 令 1 1 1 1

1 1

( ) ( )
,

2 2

n n
k k k k k k k k

n n
k k

a a a a a a a a
x y   

 

     
   ,则

{ }nx 和 { }ny 都 是 有 界 的 递 增 数 列 , 因 而 都 收 敛 . 记

1
1

( )
n

n k k n n
k

z a a x y


    ,则{ }nz 也收敛.由 1 1n nz a a   ,便知{ }na 收

敛.□ 

例 1 lim 0
!

n

n

a

n
 . 

证:  令
!

n

n

a
x

n
 ,则当 n a 时成立 1 ( 1)n n n

a
x x x

n  


,这说明当

n a 时 { }nx 递 减 有 下 界 , 故 存 在 极 限 lim n
n

x x


 . 在 等 式

1 ( 1)n n

a
x x

n 


两边同时取极限,便得到 0x  .□ 

例 2  数列
1 1

{1 }
2 n

   趋向于. 

证:  记
1 1

1
2na

n
    ,则 2

1 1 1

1 2n na a
n n n n

    
  

 n

n n
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1

2
 .(反证法)假定{ }na 收敛,则{ }na 和 2{ }na 都收敛于同一个数,则

0  2

1
lim( )

2n n
x

a a


  , 导 致 矛 盾 . 于 是 , { }na 无 上 界 , 这 说 明

0,A N     ,使得 Na A ,因而当n N 时成立 na A ,即{ }na 趋向

于.□ 

例 3  当 1  时,数列
1 1

{1 }
2 n    趋向于；当 1  时,数列

1 1
{1 }

2 n    收敛. 

证:  当 1  时, 
1 1 1 1

1 1
2 2n n         ,故

1 1
{1 }

2 n   

趋向于. 

当 1  时,记
1 1

1
2na

n     ,则 k   ,有 

1

1

1 12 1 2 1 2 1 2 1

1 1 2 2 1

(2 ) (2 1) (2 ) 2
k k k k

kk k

k k k
a a a a   



    

            
 .

由递推关系得到 1

1

1 12 1 1
2

1 1 1
1

2 2 1
k

k

a


 


 

       
 ,这说明子列

12 1
{ }ka  

有上界,因而{ }na 也有上界,故{ }na 收敛.□ 

定理 1.9(闭区间套定理)  若闭区间 [ , ]( )n n nI a b n   满足

1 2I I  3I ,并且 0 ( )n n nI b a n    ,则
1

n
n

I



 是独点集{ }a ,

其中 lim limn n
n n

a a b
 

  (注意:定理 1.9 中的“闭区间”不能换成一般

的区间). 

证: 显然 lim , limn n
n n

a a b b
 

  都存在,并且0 n nb a b a    ,故 a b .
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于是 , [ , ]n nn a a b   ,即
1

n
n

a I




 .此外,显然
1

n
n

I



 不能含有两个或

两个以上的点.□ 

注记 1.9 定理 1.9 是实数完备性或连续性的一种表现形式. 

练习题 1.6（ 29P ） 2,3,4,5. 

问题 1.6（ 30P ） 3. 
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§1.7  自然对数的底e  

记 
1

1
n

ne
n
  

 
, 

1 1 1
1

1! 2! !ns n
     . 

命题  { }ne 和{ }ns 都是严格递增的有界数列,并且满足
3

2 2
4n ne s   ,

称以 lim n
x

e e


 作底的对数为自然对数,记成 log (或 ln ).此外,还有

lim n
n

s e


 ,
1 1 3

0 ( ), 2 2
! 2 4ne s n e

nn
       . 

证: 
1

1 ( 1) ( 1) 1
1 1

!

n n

n k
k

n n n k
e

n k n

      
 

 
 

1

1 1 2 1
1 1 1 1

!

n

k

k

k n n n

            
    

   

2

1 1 1 3
1 1 2

2 2 3 2 3 4n n
s        

 
 . 

   
1

1
1

1 1 2 1
1 1 1 1

! 1 1 1

n

n n
k

k
e e

k n n n






                   
  . 

由
1

1 1 2 1
1 1 1 1

!

n m

n m
k

k
e e

k n m n m n m






                   
   

1

1 1 2 1
1 1 1 1

!

n

k

k

k n m n m n m

                  
  , 

令m便得到 n ne s e  ,从而 lim ,n n
n

s e s e


  .此外, 

1 1 1

( 1)! ( 2)! ( )!n m ns s
n n n m     
  

  

1 1 1 1
[1 ]

( 1)! ( 2) ( 2)( 3) ( 2) ( )n n n n n n m
    

     



 

2 1

1 1 1 1 1 2
[1 ]

( 1)! ( 2) ( 2) ( 2) ( 1)! 1m

n

n n n n n n


     

     
 , 
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令 m 便得到
1 2 1

( 1)! 1 !n

n
e s

n n nn


  

 
.最后, 2

1
2

2
e s  , e  

2

1 3
2

2 2! 4
s  


.□ 

定理 1.10  自然对数的底
1

lim 1 2.71828
n

n
e

n

    
 

是无理数. 

证:(反证法)假定存在 ,p q  使得
p

e
q

  ,显然 2q  .于是, 0  

1 1
!( ) !

! 2qq e s q
qq

   ,这与
1 1

!( ) ![ (1 1 )]
2! !q

p
q e s q

q q
       是整

数相矛盾.□ 

练习题 1.7（ 32P ）1(2,4),2,3,4,5,6,7,8,9,10,13,14,15. 

问题 1.7（ 34P ） 2,3,4. 

 


