
第四章 线性方程组 

本章编排：§4.1 方程组有解判别定理；§4.2 齐次线性方程组，基础解系 

§4.3 非齐次线性方程组的解 

 

§4.1 方程组有解判别定理 

一、定义 
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称为 n元一次线性代数方程组。 

1 2 0mb b b    ：齐次线性方程组。 

1 2, , , mb b b 非全 0：非齐次线性方程组。 

[注]：（1）方程个数 m，未知量个数 n 可为任意正整数，m n or m n or m n    

     （2）方程可以无解、有解，有解时可有唯一解，也可有多解。 

二、有解判别定理 

定理 1：线性方程组有解的充分必要条件是其系数矩阵 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

 

与其增广矩阵 
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具有相同的秩。即    R A R B  

证明：利用方程组的向量形式： 1 1 2 2 n nx x x        

充分性：因    R A R B ，且    1 2 1 2, , , , , , ,n n        ，因此



1 2, , , n   的最大线性无关组也是 1 2, , , ,n    的最大无关组，故  可由

1 2, , , n   线性表出，即方程组有解。 

必要性：因方程组有解，即可由 1 2, , , n   线性表出，因此 1 2, , , n   与

1 2, , , ,n    等价，故有    R A R B 。 

定理 2：方程组：（1）有唯一解的充分必要条件是：    R A R B n   

（2）有多解的充分必要条件是：    R A R B n   

证明：充分性：因    R A R B n  ，故方程有解。设有二解： 

1 1 2 2 n nk k k        

1 1 2 2 n nl l l        

两式相减：     1 1 1 2 2 2 n n nk l k l k l O         ，因  R A n ，故 1 2, , , n   线

性无关，因而有： , 1,2, ,i ik l i n   ，即有唯一解。 

         充分性证法 2：因    R A R B n  ，故 1 2, , , n   无关，而 1 2, , , ,n   

相关，因此可由 1 2, , , n   唯一线性表出，即有唯一解。 

必要性：若  R A n ，则 1 2, , , n   线性相关，故存在非全 0 数组 1 2, , , nk k k 使：

1 1 2 2 n nk k k O       

因有解，设 1 1 2 2 n nx x x       ，两式相加： 

     1 1 1 2 2 2 n n nk x k x k x           

即 , 1,2, ,i ik x i n   也是原方程组的一个解，但不同于 ix ，即至少有两解。与唯一解

矛盾，故  R A n 。 

（2）为（1）的逆否。 

例 1：下列方程组在取何值时有解、无解、有唯一解、有多解？ 



1 2 3

1 2 3

2
1 2 3

1x x x

x x x

x x x



 

 

  

  

   

 

解：解法 1——行列式法（仅适用于 A 为方阵时） 
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（1）当 0A  时，    R A R B n  ，有唯一解。即当 1  且 2   时，方程有唯一解。 

（2）当 0A  时，即 1  或 2   时，可能有多解，也可能无解。 

○1 1  时： 

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 , 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

A B

   
    
   
      

 

显然     1 3R A R B n    ，方程有多解。 

○2 2   时： 

2 1 1 2 1 1 1

1 2 1 , 1 2 1 2

1 1 2 1 1 2 4

A B

    
       
   
       

 

计算有：    2 , 3R A R B  ，无解。 

解法 2——初等变换法（适用于任意情况） 

 

     

2 2

2 2

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 0 1 1 1

1 1 1 1 1 0 0 1 2 1 1

    

       

      

   
            
            


row row row

B  

故：当 1  且 2   时，方程有唯一解。 

当 1  时，方程有多解。 

当 2   时，    2 , 3R A R B  ，无解。 

[注]：法 2 中，为了由 B 矩阵做初等变换既求  R A 又求  R B ，只可用行变换，不可

进行列变换；如果既行变也列变则只能求  R B 。例如： 



colum colum

c c c c
B

 

     
       
     2 1 2 3

1 0 1 1 1 1 1 0 1

0 1 1 0 1 1 0 0 1
，实际上    R A R B  2 

习题二：4，5，6，习题四：27 

第 2版：习题三：4，5，6，习题四：27 

§4.2 齐次线性方程组，基础解系 

一、齐次线性方程组的解 

推论：n 元一次齐次线性方程组： Ax 0 总有解。且 

（1） 只有 0 解的充要条件是：  R A n  

（2） 有非 0 解（多解）的充要条件是：  R A n  

解向量：将解写为 n 维列向量形式，  1 2, , ,
T

nx x x    

齐次线性方程组解向量的性质： 

（1） 若 1 2,  都是齐次方程组的解，则 1 2  也是其解。 

（2） 若是其解，则 k R  ， k 也是其解。 

推广：若 1 2, , , s   是其解，则 1 2 1 1 2 2, , , ,s s sk k k R k k k        也是其解。 

易证。 

[注]：由（1）（2）可知，齐次线性方程组的全体解向量构成一向量空间。 

例 1：求解齐次线性方程组： 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 0

3 3 4 0

5 9 8 0

x x x x

x x x x

x x x x

   

   

    

 

解：消元法等效为行初等变换，化为行最简形 

1 1 3 1 1 1 3 1 1 0 3 / 2 3/ 4

3 1 3 4 0 4 6 7 0 1 3 / 2 7 / 4

1 5 9 8 0 0 0 0 0 0 0 0

row row row row

A

         
              
     
           

   

故：

   
   

1 3 4

2 3 4

3 3

4 4

3/ 2 3 / 4

3 / 2 7 / 4

x x x

x x x

x x

x x

 

 




 

 



写为解向量形式： 

   
   

1 3 4

2 3 4
3 4

3 3

4 4

1 1 2 2 1 2

3 / 2 3/ 43/ 2 3/ 4

3 / 2 7 / 43/ 2 7 / 4

1 0

0 1

       , ,

x x x

x x x
x x

x x

x x

k k k k R 

      
              
      
      

      

  

 

二、基础解系 

当  R A n 时，齐次方程组有非 0 解（多解），能否将每个解用一组特定的解唯一

表示呢？结论是肯定的，如上例。 

定义：设齐次方程组满足  R A n ， 1 2, , , s   是其 s 个解向量，如果 

 （1） 1 2, , , s   线性无关 

 （2）其任一解都可由 1 2, , , s   线性表出。 

则称 1 2, , , s   为该齐次线性方程组的一个基础解系。 

[注]：（1）基础解系实质为齐次线性方程组解向量空间的一个基组。 

     （2）基础解系不唯一。 

例 2：例 1 中，通解 1 1 2 2k k   ，且 1 2,  线性无关，故 1 2,  是其一基础解系。 

 另外，令 1 1 2 2

3 3

3 7
2 , 4

2 0

0 4

   

   
   
       
   
   
   

，显然 1 2,  也是其一个基础解系。 

定理：设 n 元一次齐次线性方程组满足  R A r n  ，则其基础解系包含 n r 个解向量。 

证明：将 A 经行初等变换化为行最简形： 
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故通解为：

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 1 1 2 2 1 2

1 1 1 1

1 1 1 0

0 1

r r n n r n

r r n n r n

r rr r rn n r nrr rn

r r

n n

x c x c x c c

x c x c x c c
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1 1 2 2 1 2         , , , ,n r n r n rk k k k k k R    










 
 



     

 

且 1 2, , , n r    线性无关，是原方程组一基础解系，含 n r 个解向量。 

**【注】也可由正交补空间证明该定理： 

 设

m

A
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，由 A的行组生成的空间为：  , , ,A mV L    1 2  ，且dim AV r 。 

 设 AX  0的解空间为 XV ：则 

XX V  ，AX  0，即有 , , , ,i X i m  0 1 2 ，从而 A X AX V V V   。由于 XV 包

含了所有与 AV 正交的 n维向量，因此 XV 是 AV 的正交补空间，故有dim dimA XV V n  。 

例 3：上例中的基础解系包含 4 2 2n r    个解向量。 

例 4：考虑下列齐次线性方程组的解在 3R 上的几何意义： 

0

0

x y z

x y z

  

   

 

解：
1 1 1 1 1 1 1 1 0

1 1 1 0 0 2 0 0 1
row row rowA

         
              

 

 

1 1

1 1 ,

0 0 0

x y

y y y t t t R

z
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z
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解释：此方程组的每个方程为 3R 上过原点的一个平面，该二平面相交于一条过原点的直

线，该直线就是方程组的解（多解）。通解的解析表示就是该直线的参数方程。基础解

系解向量就是该直线上的一个非 0 向量。 

例 5：证明，对任一矩阵 A，      T TR A R AA R A A   

证明：（1）证    TR A R A A  

  设  为 0Ax  的解，则 0 0T TA A A   ，即也是 0TA Ax  的解； 

  设  为 0TA Ax  的解，则   0T TA A   ，即  
2

0 0 0
T

A A A A         

  故 0TA Ax  的解也是 0Ax  的解，因此 0TA Ax  与 0Ax  同解。所以 

   TR A R A A  

     （2）证    TR A R AA  

  因    TR A R A ，故只需证    T TR A R AA 。令 TA B ，即证    TR B R B B  

  与（1）所证相同，得证。 

三、基础解系、通解的求解步骤 

系数矩阵行初等变换 行最简矩阵通解向量向量分解 基础解系 

习题四：16，25，29，30，35 

第 2 版：习题四：16，25，29*，30* 

§4.3 非齐次线性方程组的解 

一、解的结构 



定义：设有非齐次线性方程组 Ax b，称 Ax 0 为该非齐次线性方程组对应的齐次线性

方程组，或称为其导出方程组。 

解的性质： 

（1） 设是 Ax b的解，为其导出组 Ax 0 的解，则  是 Ax b的解。 

（2） 设 1 2,  是 Ax b的两个解，则 1 2  是其导出组 Ax 0 的解。 

（3） 设 1 2, , m   是 Ax b 的 m 个解，则  1 2 /m m     是 Ax b 的一个解。

   1 1 2 2 1 2/m m mk k k k k k         也是 Ax b的一个解。 

定理：设是 Ax b的一个解（特解）， 1 2, , , n r    是其导出组 Ax 0 的一个基础解

系，则 Ax b的通解为： 

1 1 2 2 1 2, , , ,n r n r n rk k k k k k R          x    

证明：设 x是 Ax b的任一解，因是其一特解，故 x 为其导出组 Ax 0 的解，

必可由 Ax 0 的基础解系 1 2, , , n r    线性表出： 

1 1 2 2 1 2, , , ,n r n r n rk k k k k k R          x    

移项即得。 

二、求解方法 

增广矩阵行初等变换 行最简矩阵通解向量向量分解 解的结构 

例 1：解方程组： 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 1

3 3 4 4

5 9 8 0

x x x x

x x x x

x x x x

   

   

    

 

解：

1 1 3 1 1 1 0 3/ 2 3/ 4 5 / 4

3 1 3 4 4 0 1 3/ 2 7 / 4 1/ 4

1 5 9 8 0 0 0 0 0 0

row row

B

     
          
   
       

  

   
   

1 3 4

2 3 4
3 4

3 3

4 4

1 1 2 2 1 2

3 / 2 3/ 4 5 / 43 / 2 3/ 4 5 / 4

3 / 2 7 / 4 1/ 43 / 2 7 / 4 1/ 4

1 0 0

0 1 0

       , ,

x x x

x x x
x x

x x

x x

k k k k R  

         
                    
        
        

        

   

 



例 2：解方程组： 

1

2

3

4

5

1 3 3 2 1 3

2 6 1 3 0 2

1 3 2 1 1 1

3 9 4 5 1 5

x

x

x

x

x

 
    

    
     
       
         

 

解：

1 3 3 2 1 3 1 3 0 3/ 5 1/ 5 3 / 5

2 6 1 3 0 2 0 0 1 1/ 5 2 / 5 4 / 5

1 3 2 1 1 1 0 0 0 0 0 0

3 9 4 5 1 5 0 0 0 0 0 0

row row

B

     
         
      
   

   

  

 

1 2 4 5

2 2

3 4 5 2 4 5

4 4

5 5

3 3/ 5 1/ 5 3 / 5 3 3/ 5 1/ 5 3 / 5

1 0 0 0

1/ 5 2 / 5 4 / 5 0 1/ 5 2 / 5 4 / 5

0 1 0 0

0 0 1 0

        

x x x x

x x

x x x x x x

x x

x x

               
           
           
                 
           
           
                     

1 2 3 1 2 3

3 3 / 5 1/ 5 3/ 5

1 0 0 0

                                                , , ,0 1/ 5 2 / 5 4 / 5

0 1 0 0

0 0 1 0

k k k k k k R

       
       
       
           
       
       
              

 

[注]：注意此题中自由变量的选择。 

例 3：已知： 

1 2 3

1 2 0 3

4 7 1 10
, , ,

0 1 1

2 3 4

b

a

   

       
       
          
       
       
       

 

问：（1） ,a b为何值时，不能由 1 2 3, ,   线性表出？ 

   （2） ,a b为何值时，能由 1 2 3, ,   唯一线性表出？ 

   （3） ,a b为何值时，能由 1 2 3, ,   线性表出但不唯一？写出其表达式. 

解：实质为方程组问题，为此令： 1 1 2 2 3 3x x x      ，讨论其解的存在性。 



   1 2 3

1 2 0 3 1 2 0 3

4 7 1 10 0 1 1 2

0 1 1 0 0 1 0

2 3 4 0 0 0 2

row row

B A
b a

a b

    

   
           
    
   

   

  

（1） 当 2b  时，    R B R A ，无解。即不能由 , ,  1 2 3线性表出。 

（2） 当 2b  ，且 1a  时，     3R A R B n   ，有唯一解。即可唯一由 , ,  1 2 3线

性表出。 

（3） 当 2b  ，且 1a  时，     2 3R A R B n    ，有多解。即的表示不唯一，且 

   1, 2

1 2 0 3 1 2 0 3 1 0 2 1

0 1 1 2 0 1 1 2 0 1 1 2

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0

a b

a

b

 

     
               
     
     

     

 

 
1 3

2 3 3

3 3

2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 ,

1 0 1 0

x x

x x x k k R

x x

                
                 
           
                      

 

 即 1 2 3(2 1) ( 2) ,         Rk k k k  

（1，2 版）习题四：26，31，37 


