
第三章 n 维向量空间 

本章编排：§3.1  向量及其运算；§3.2 向量组的线性相关性； 

§3.3 向量组的秩；§3.4 n 维向量空间；§3.5 欧氏空间； 

 

§3.1  向量及其运算 

一、向量 

定义：由 n个数 1 2, , , na a a 构成的有序数组,记作 1 2( , , , )na a a   ,称为 n维

向量． ia 称为 的第 i个分量。 

[注]：（1）也可写成列的形式。 

（2） Ria  :实向量（主要讨论） ； Cia  :复向量 

（3）零向量： (0,0, ,0)O    

（4）负向量： 1 2( , , , )na a a      

例、熟悉的 2维 3维几何空间上的向量： 

    , , , ,x y x y z   画图表示 

二、向量的运算： 设 1 2( , , , )na a a   , 1 2( , , , )nb b b     

1、相等：若 ( 1, 2, , )i ia b i n   , 称  ． 

2、加法：
Δ

1 1 2 2( , , , )n na b a b a b      ；(R2 几何空间上等效平行四边形法则合成) 

3、数乘：
Δ

1 2( , , , )nk ka ka ka    

4、运算：满足代数运算规则 

[注]：（1）向量看作矩阵时可转置：
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（2）向量看作矩阵时可与自身的转置相乘： ,T T   ，乘积结果为数或方阵 

例、已知      1 2 32,3, 4,5 , 1,0,1, 2 , 3,3,3,0       求满足下列关系式的 x： 



   1 2 32 2 5 0      x x  

解：看作一般的方程解之： 

       1 2 32 5 2 2,3, 4,5 5 1,0,1, 2 3,3,3,0 6,9,6,0x             

§3.2 向量组的线性相关性 

向量组：同类向量的集合。 

一、线性组合： 

给定向量 1 2, , , m   和一组数 1 2, , , mk k k ，称 1 1 2 2 m mk k k    

为向量 1 2, , , m   的线性组合。 

二、线性表示 

给 定 向 量 1 2, , , , m    ， 若 存 一 组 数 1 2, , , mk k k 使 得

1 1 2 2 m mk k k       ，称 可由 1 2, , , m   线性表示（出）。 

例 1：任一 n 维向量 可由单位向量组  1 1 , 0 , , 0 ,    2 0 ,1 , , 0 ,    

 , 0 , 0 , ,1n   表示。 

解：令 
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, 1 , 2 , ,i ik a i n    ，即 1 1 2 2 n na a a        

例 2：将线性方程组表示为向量形式：



















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa









2211

22222121

11212111

 

解：令： 
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有 

1 1 2 2 n nx x x        



方程组有无解的含义为：给定的 能否由给定的 1 2, , , n   线性表出；解方程

组的含义为将给定的 由给定的 1 2, , , n   线性表出。 

例 3：试将向量  3, 2  用    1 21,0 , 1,1   线性表出。 

解：令  1 1 2 2 1 2 2,x x x x x      有 1 2
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1 22      

三、向量组的线性相关性 

定义 a：对 n维向量组 1, , m  , 若存在不全为 0的数组 1, , mk k , 使得 

1 1 m mk k O     

称向量组 1, , m  线性相关, 否则称为线性无关（线性独立）． 

[注]：○1 线性无关：对 n维向量组 1, , m  , 当且仅当数组 1, , mk k 全为 0

时, 才有 

1 1 m mk k O     

称向量组 1, , m  线性无关, 否则称为线性相关． 

○2 对于单个向量 ：若 O  , 则 线性相关；  

                          若 O  , 则 线性无关． 

定义 b： 若向量组  1 2, , , 2m m    中至少有一个向量可由其余 1m 个向量

线性表示，称向量组 1, , m  线性相关, 否则称为线性无关（线性独立）． 

证 ab．已知 1 2, , , m   线性相关, 则存在 1 2, , , mk k k 不全为零, 使得 

1 1 2 2 m mk k k O       

不妨设 1 0k  , 则有 2
1 2

1 1

( ) ( )m m

kk

k k
       ．即 1 可由其余线性表示。 

  ab．不妨设 1 2 2 m mk k     , 则有 

1 2 2( 1) m mk k O        



因为 21, , , mk k  不全为零, 所以 1 2, , , m   线性相关． 

例 1、已知向量组 1 2 3, ,   线性无关, 证明向量组 

1 1 2 2 2 3 3 3 1, ,              线性无关． 

证：  令 1 1 2 2 3 3k k k O     , 则有 

     1 3 1 1 2 2 2 3 3k k k k k k O         

因为 1 2 3, ,   线性无关, 所以 

1 3

1 2

2 3

0

0

0

k k

k k

k k

 


 
  

 , 即 
1

2

3

1 0 1 0

1 1 0 0

0 1 1 0

k

k

k

     
     
     
          

 

其系数行列式 

1 0 1

1 1 0 2 0

0 1 1

  , 该方程组只有唯一零解． 

故 1 2 3, ,   线性无关． 

思考：若 1 2 3, ,   线性相关，则 1 2 3, ,   线性相关，试证之。 

例 2、 判断单位向量组 

1 (1,0,0, ,0)   , 2 (0,1,0, ,0)   , …, (0,0, ,0,1)n    

的线性相关性． 

解： 令 1 1 2 2 n nk k k O      , 则有 

1 2( , , , )nk k k O ，有 1 20, 0, , 0nk k k    

故 1 2, , , n   线性无关． 

例 3、证明任何含有零向量的向量组线性相关。 

 证：设向量组为 1 2, , , , mO    ，显然： 

10 0 , 0m kO O k       

例 4、两个向量线性相关的充要条件是其分量成比例。 

 证： 1 2,  线性相关，则有非全 0常数 1 2,k k 使 1 1 2 2k k O   。设 1 0k  有 
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即其分量成比例。 

*例 5：设 1 2,  线性无关，且 与 1 2,  的任意非 0 线性组合都线性无关，证

1 2, ,   线性无关。 

 证：令 1 1 2 2 3 0k k k     ，若 3 0k  则  1 1 2 2

3

1
k k

k
     ，即 可由 1 2, 

的非 0线性组合表出（因 0  ），与题设矛盾，故 3 0k  ，因而 1 1 2 2 0k k   。

又因 1 2,  线性无关，故 1 2 0k k  。从而 1 2, ,   线性无关。 

四、线性相关的判别定理 

定理 1  若向量组 1 2, , , m   线性无关, 而 1 2, , , ,m    线性相关, 

则 可由 1 2, , , m   唯一地线性表示． 

证明： 因为 1, , ,m   线性相关, 所以存在数组 1, , ,mk k k 不全为零,  

使得 1 1 m mk k k O      ，其中 k一定不为 0，因为 

若 0k  , 则有 1 1 m mk k O    且 1 2, , , mk k k 不全为 0，从而 

有 1 2, , , m   线性相关，与条件矛盾!从而有 
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唯一性：  

设有两种表示： 1 1 m mk k     ,  1 1 m ml l      

相减有    1 1 1( ) ( )m m mk l k l O       

因为 1 2, , , m   线性无关, 所以 

1 1 0, , 0m mk l k l     1 1, , m mk l k l   

即 的表示式唯一． 

定理 2 若一个向量组的一个部分组线性相关，则该向量组线性相关。 



证：不妨设 1 1, , , , ,s s m     中 1, , s  线性相关,则存在不全为零的数组

1, , sk k , 使得 1 1 s sk k O    从而有 1 1 10 0s s s mk k O           

因数组 1, , ,0, ,0sk k  不全为零, 故 1 1, , , , ,s s m     线性相关． 

推论（逆否）： 若一向量组线性无关，则其任意的部分组线性无关．  

 画图说明。 

定理 3：若一组向量线性无关，则其每个向量在相同位置增加若干任意分量后的

向量组也线性无关。 

推论：若一组向量线性相关，则其每个向量在相同位置减少若干分量后的向量组

也线性相关。 

习题四（1，2版）：2，3，5，6，7*，9 

§3.3 向量组的秩 

一、向量组的等价 

定义：设有二向量组： 1 2 1 2: , , , ; : , , ,m mA B       ， 

若 A组中每个向量均可由B组线性表出，称向量组 A 可由向量组 B 线性表出。 

若 A 组与 B 组可以相互线性表出，称 A 向量组与 B 向量组等价。记为： ~A B。 

性质：1、反身性： ~A A  

    2、对称性： ~ ~A B B A  

    3、传递性： ~ , ~ ~A B B C A C  

例如： ( , ) , ( , ) ; ( , ) , ( , )      1 2 1 21 0 0 1 1 1 1 2 二向量组等价。R2 画图说明。 
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其每行可看作一 n 维行向量，A 可看作由 m 个行向量构成。称为 A 的行向量组。 

其每列可看作一 m 维列向量，A 可看作由 n 个列向量构成。称为 A 的列向量组。 

例 1：证明，若C AB ，则 

（1） C 的列向量组可由 A 的列向量组线性表示。 



（2） C 的行向量组可由 B 的行向量组线性表示。 

证明：设 m n m s s nC A B    

（1） 令    1 2 1 2,n sC A        ，由C AB 有： 

   

11 12 1

21 22 2

1 2 1 2

1 2

n

n

n s

s s sn

b b b

b b b

b b b

     

 
 
 
 
 
 




 

   



 

  即C的列向量组可由 A的列向量组线性表出。 

（2） 令
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即C的行向量组可由B的列向量组线性表出。 

[注]：（2）也可由（1）的到：两边转置： T T TC B A 。 

例 2：证明，设C AB ，则 

（1） 如果 B 可逆，则 C 的列向量组与 A 的列向量组等价。 

（2） 如果 A 可逆，则 C 的行向量组与 B 的行向量组等价。 

证明：由例 1 的结论，并注意到 

（1）若 B 可逆，则 1A CB ，即 A 的列组也可由 C 的列组线性表示。 

 （2）若 A 可逆，则 1B A C ，即 B 的行组也可由 C 的行组线性表示。 

二、向量组的秩 

定义 1：设 1 2, , , r   是向量组 A的一个部分组，如果： 

 （1） 1 2, , , r   线性无关。 

 （2）向量组 A中每个向量都可由 1 2, , , r   线性表出。（或 A中任意 r＋1

个向量都线性相关） 



  则称 1 2, , , r   是向量组 A的一个最（极）大线性无关组。 

[注]：○1 最大无关组为该向量组含有向量个数最多的线性无关组。 

   ○2 最大无关组一般不唯一。 

   （2）中两种描述等价性证明： 

左<—右： A  ，向量组 1 2, , , ,r    线性相关，因 1 2, , , r   线

性无关，故 可由 1 2, , , r   现行表出。 

左 — > 右 ： 设 1 2 1, , , ,r r A      ， 由 左 ： , 1 ~ 1i i r   都 可 由

1 2, , , r   表出，即有    1 2 1 1 2 1, , , , , , ,r r r r rP          。令各自线

性组合：    1 2 1 1 2 1, , , , , , , 0r r r r rX P X           ，因 1 2, , , r   无

关，故有 1 0r rP X   。该方程有非 0解，故 1 2 1, , , ,r r     相关。 

例 1：已知向量组      1 2 31,0 , 0,1 , 1,1     ,求其一个最大无关组。 

解： 1 无关，但不能表示组中所有向量。 

 1 2,  无关，且 3 1 2    ，可表示组中所有向量。故是其一个最大无关组。 

[注]：实际上 1 3,  、 2 3,  均是其一个最大无关组。 

例 2：已知向量组      1 2 31, 2 ,3 , 0,1, 2 , 0,0,1     ,求其一个最大无关组。 

解：显然任意 2个都无关；令 1 1 2 2 3 3 0ik k k O k       ，最大组为自身。 

定理 1：向量组与其最大无关组等价。 

推论：一向量组的不同最大无关组等价。 

定理 2：设向量组 1 2: , , , mA    可由向量组 1 2: , , , sB    线性表出， 

若向量组 A线性无关，则m s  

证明：设 BT 是向量组 B之一最大无关组，因 A可由 B表出，而 B可由 BT 表出，

故 A可由 BT 表出。构造向量组 : , BC A T ,显然 BT 也是C之最大无关组，而 A只是C

之一无关组，因此 A中向量个数 Bm T 中向量个数 B中向量个数 s，即m s  



推论 1（逆否）：设向量组 1 2: , , , mA    可由向量组 1 2: , , , sB    线性表出， 

若m s ，则向量组 A线性相关。 

推论 2：若一向量组的向量个数大于其向量的维数，则该向量组线性相关。 

 证：因任一 n维向量均可由 n维单位向量组 1 2, , , n   线性表出。 

推论 3：等价的线性无关向量组包含向量个数相同。 

 证：设 ,A B是两个等价线性无关向量组，分别含有 ,m s个向量，因 

  A可由B表出，且 A线性无关，故m s  

  B可由 A表出，且B线性无关，故 s m  

 因此m s  

由此可知：一向量组的不同最大线性无关组包含向量个数都相同。 

定义 2：向量组 1 2, , , m   的最大线性无关组包含的向量个数称为该向量组的

秩，记为  1 2, , , mR    。 

例如：n维单位向量组的秩为  1 2, , , nR n    ，其最大线性无关组为其本身。 

推论 4：等价向量组具有相同的秩。 

推论 5：若 A向量组可由B向量组线性表出，则    R A R B  

定理 3：若  1 2, , , mR m    ，则 1 2, , , m   线性相关。 

       若  1 2, , , mR m    ，则 1 2, , , m   线性无关。 

三、矩阵秩与向量组秩的关系 

1、矩阵的行秩与列秩 

设有m n 阶矩阵：  

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

n

n

n

m m mn m

a a a

a a a
A

a a a




  



   
   
     
   
   
   






   



 

行秩：矩阵的行向量组的秩  1 2, , , mR     

列秩：矩阵的列向量组的秩  1 2, , , nR     

2、关系 



定理 1：若矩阵 A经有限次初等行变换变为矩阵B则： 

  （1） A的行向量组与B的行向量组等价。 

  （2） A的任意 k个列向量与B中的对应 k个列向量有相同的线性相关性。 

[注]：该定理对列也有。 

证明：（1）A 经行变换变为 B： PA B ， P可逆， A P B  1 。故 A，B 行

向量组可互相线性表出，即等价。 

   （2）设 ( ) , ( )n nA B      1 2 1 2  ，由 PA B 有 

( ) ( )n nP      1 2 1 2  即 

( ) ( )n nP P P     1 2 1 2  则 

k k k kl P l P l P l l l             1 1 2 2 1 1 2 20 0  即 

 k k k kP l l l l l l             1 1 2 2 1 1 2 20 0  即 

k k k kl l l l l l             1 1 2 2 1 1 2 20 0   

推论 1：矩阵 A的秩＝ A的行秩＝ A的列秩 

证明：
row

A行阶梯形B , ( ) ( )R A R B B  中非 0行数＝ B行组秩＝ A行组秩 

 
colum

A  列阶梯形C , ( ) ( )R A R C C  中非 0列数＝C列组秩＝ A列组秩 

 A行组秩＝ ( )R A ＝ A列组秩 

推论 2：行向量组 1 2, , , m   的秩＝矩阵

1

2

m







 
 
 
 
 
 


的秩。 

       列向量组 1 2, , , m   的秩＝矩阵 1 2 m   的秩。 

且当  R A m 时， 1 2, , , m   线性相关。 

  当  R A m 时， 1 2, , , m   线性无关。 

[注]：但为了求向量组的线性关系或最大线性无关组，通常将向量组的每个

向量排成矩阵的一列进行初等行变换。 

例 1、已知        1 2 3 41, 2, 2,3 , 2, 4, 1,3 , 1, 2,0,3 , 0,6,2,3           求： 



（1） 该向量组的秩，是否线性相关。 

（2） 求其一个最大线性无关组。 

（3） 若其线性相关，求其一个线性关系。 

解：由于（2）（3）的要求，宜将向量组排成矩阵的列组进行初等行变换 

（1） 1 2 3 4

1 2 1 0 1 2 1 0

2 4 2 6 0 3 2 2

2 1 0 2 0 0 0 3

3 3 3 3 0 0 0 0

row row
T T T TA B   

      
                 
   
   

  

   3 4R A   ，原向量组线性相关。 

（2）由（1）的结果知， B的 1，2，4 列为其列向量组的一个最大无关组，故

1 2 4, ,   为原向量组的一个最大无关组。（1，3，4列也是） 

（3）对B进一步化为行最简形： 

1 2 1 0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 0 1/ 3 0

0 3 2 2 0 3 2 0 0 1 2 / 3 0 0 1 2 / 3 0

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

row

B C

            
       
           
       
       
       

因C中 1，2，3列有线性关系 1 2 3

1 2

3 3
c c c  ，故原向量组的线性关系为： 

1 2 3

1 2

3 3
    ，或 1 2 3 42 3 0 O        

例 2、已知    1 22,0, 1,3 , 3, 2,1, 1      ；    1 25,6, 5,9 , 4, 4,3, 5       ，

证明向量组 1 2,  与 1 2,  等价。 

证明：构造矩阵 1 1

2 2

,A B
 

 

   
    
   

只要证明 ,A B具有相同的行最简形即可 

1 1

2 2

2 0 1 3 1 0 1/ 2 3/ 2 1 0 1/ 2 3/ 2

3 2 1 1 0 2 5 / 2 11/ 2 0 1 5 / 4 11/ 4

row row

A
 

 

          
                        

1 1

2 2

5 6 5 9 1 2 2 4 1 0 1/ 2 3 / 2

4 4 3 5 4 4 3 5 0 1 5 / 4 11/ 4

row row

B
 

 

            
                        

 

1 2,  与 1 2,  均与 1 2,  等价，由等价的传递性， 1 2,  与 1 2,  等价 

例 3、 ,A B为二矩阵，证明       min ,R AB R A R B  



证明：由等价部分的例 1有 

（1） AB的列向量组可由 A的列向量组线性表出。    R AB R A   

（2） AB的行向量组可由B的行向量组线性表出。    R AB R B   

 因此有       min ,R AB R A R B  

四、小节：线性相关性的判别 

（1） 定义（最常用） 

（2） 定理 

（3） 矩阵求秩（分量已知） 

习题四（1、2版）：10，11，12，13，15* 

§3.4 n 维向量空间 

一、向量空间 

定义 1：设 V 为 n 维向量构成的非空集合，若 

（1）对任意的 , V   , 有 V      （加法封闭） 

（2）对任意的 V  , k R , 有 k V  ． （数乘封闭） 

    称集合V 为一向量空间．  

例 1： 1 2R { ( , , , ), R}n
n ia a a a     是向量空间 

   n＝1时，一维数轴 

   n＝2时，二维几何平面 

   n＝3时，三维几何空间 

例 2： 0 1 1{ ( , , ,0), }n iV a a a R      是向量空间 

  n＝2：X－Y平面上的 X轴 

  n＝3：X－Y－Z空间上的 X－Y平面 

例 3： 1 1{ ( , , ,1), }n iV a a a R      不是向量空间 

1 10 ( , , ,1) (0,0, ,0 )na a V     , 即数乘运算不封闭． 

[注]：表明向量空间必须含有 O 向量。只含 O向量的空间称为零空间。 

例 4：任给 n维向量组 1, , ( 1)m m   , 

1 1{ , }m m iV k k k R         

是向量空间．称之为由向量组 1, , m  生成的向量空间, 记作 



1( , , )mL    或者 1span{ , , }m   

 证：设 , V   , 则 1 1 m mk k     , 1 1 m mt t     , 于是有 

         1 1 1( ) ( )m m mk t k t V           

         1 1( ) ( )m mk k k k k V         Rk   

         故V 是向量空间． 

二、子空间 

定义 2：设 1V 和 2V 都是向量空间, 且 1 2V V , 称 1V 为 2V 的子空间． 

例 5：前面例 2中的 0V 是R n的子空间．例 4中的 1( , , )mL   也是R n的子空间． 

三、向量空间的基与维数 

定义 3：设V 是向量空间, 1, , m V   ，若  

    (1) 1, , m  线性无关； 

    (2) V  ， 可由 1, , m  线性表示． 

    称 1, , m  为V 的一组基(基组), 称m为V 的维数, 记作dimV m ． 

[注]：（1）零空间没有基，其维数为 0． 

（2）基组不唯一。若dimV m , 则V 中任意m个线性无关的向量都可作

为V 的基。 

（3） 1( , , )mV L    ，即空间本身可由其基组生成。 

因为 V  ， 1 1 m mk k L      ， V L   

L  ， 1 1 m mk k V      ， L V   

（4）向量空间的维数与向量的分量个数一般不相等。 

例 6：R n上的单位向量：  1 1 , 0 , , 0 ,    2 0 ,1 , , 0 ,     , 0 , 0 , ,1n  

线性无关。 R n  ， 可由 1 2, , , n   线性表出，所以 1 2, , , n   是R n的

一个基组，dimR n n 。且 

   
1 2

1 1 2 2 1 2

R { ( , , , ), R}

    | , R , , ,

n
n i

n n i n

a a a a

a a a a L

 

       

  

      



 
 

四 向量在基组下的坐标 

定义 4：设 1 2, , , m   是向量空间V 的一组基, V  ,有  



 

1

2

1 1 2 2 1 2, , ,m m m

m

x

x
x x x

x

      

 
 
     
 
 
 

 


 

称 T
1 2( , , , )mx x x 为 在基组 1 2, , , m   下的坐标． 

[注]：  为 n维向量,  在V 的基 1 2, , , m   下的坐标为m维列向量，且唯一． 

例 7  设向量空间 0V 的基为 T T T
1 2 3(1,1,1,0) , (1,1, 1,0) , (1, 1, 1,0)         

求 T(1,2,1,0 )  在该基下的坐标． 

 解  设 1 1 2 2 3 3x x x      , 比较等式两端的对应分量可得： 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1

2

1

  


  
   

x x x

x x x

x x x

，解之 

1 1 1 1 1 0 0 1

1 1 1 2 0 1 0 1/ 2

1 1 1 1 0 0 1 1/ 2

   
    
   
        

 ,   
1

2

3

1

1 2

1 2

x

x

x

   
   
   
      

 

五、基组的过渡矩阵及坐标变换 

1、基组变换 

 设 1 2, , , m   与 1 2, , , m   是 m维向量空间V 的两个基组，则此二基组

等价，可互相线性表出。设 

1 11 1 21 2 1

2 12 1 22 2 2

1 1 2 2

m m

m m

m m m mm m

a a a

a a a

a a a

   

   

   

  
   


   









 

用矩阵表示为： 

   1 2 1 2, , , , , ,m m A        

11 12 1

21 22 2

1 2

m

m

m m mm

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 





  



 

定义5：称上式的矩阵A为由基组 1 2, , , m   到基组 1 2, , , m   的过渡矩阵。 



[注]：（1）注意 A 的元素的排列与系数的排列不同（转置关系） 

     （2）因两组基可相互唯一表示，故 A 可逆，即有 

    1
1 2 1 2, , , , , ,m m A         

     即 1A 是由基组 1 2, , , m   到基组 1 2, , , m   的过渡矩阵。 

例： 2R 上的坐标轴逆时针旋转 角，旋转前后的基组分别为 1 2,  及 1 2,  。求

由 1 2,  到 1 2,  的过渡矩阵。 

解：由题意， 1 2,  分别用 1 2,  表示为 

1 1 2

2 1 2

cos sin

sin cos

  

  

 

  
 

即，    1 2 1 2

cos sin
, ,

sin cos

 
   

 

 
  

 
 

所以，所求过渡矩阵为
cos sin

sin cos
A

 

 

 
  
 

 

  2、坐标变换 

 设 A 是空间 V 上基组 1 2, , , m   到基组 1 2, , , m   的过渡矩阵，

V  ， 必可由二基组表示,设表示式分别为： 

 

1

2

1 1 2 2 1 2, , ,m m m

m

x

x
x x x

x

      

 
 
     
 
 
 

 


 

 

1

2

1 1 2 2 1 2, , ,m m m

m

y

y
y y y

y

      

 
 
     
 
 
 

 


 

因    1 2 1 2, , , , , ,m m A       ，代入第二式有 

   

1 1

2 2

1 2 1 2, , , , , ,m m

m m

y y

y y
A

y y

      

   
   
    
   
   
   

 
 

 





1

2

1

2



因同一基组下坐标的唯一性，故有： 

1 1

2 2

m m

x y

x y
A

x y

   
   
   
   
   
   

 
，或

1 1

2 21

m m

y x

y x
A

y x



   
   
   
   
   
   

 
 

称为同一向量在不同基组下的坐标变换公式。 

例：上例中，若已知向量 在基组 1 2,  下的坐标为  1 2,
T

x x ，求 在基组 1 2, 

下的坐标为  1 2,
T

y y 。 

解： 1 1 1 1 21

2 2 2 1 2

cos sincos sin

sin cos sin cos

y x x x x
A

y x x x x

  

   


        
                    

，即转轴公式 

例 8：设 3R 的两组基为： 

     

     

1 2 3

1 2 3

1,0, 1 , 2,1,1 , 1,1,1

0,1,1 , 1,1,0 , 1, 2,1

T T T

T T T

  

  

   

   
 

（1） 求由基组 1 2 3, ,   到基组 1 2 3, ,   的过渡矩阵 A 

（2） 求向量 1 2 33 2      在基组 1 2 3, ,   下的坐标。 

解：（1）将已知代入    1 2 3 1 2 3, , , , A       

0 1 1 1 2 1

1 1 2 0 1 1

1 0 1 1 1 1

A

   
      
      

 

所以， 

1
1 2 1 0 1 1 0 1 1

0 1 1 1 1 2 1 3 2

1 1 1 1 0 1 2 4 4

A


     

              
          

 

（2）已知  1 2 3 1 2 3

1

3 2 , , 3

2

      

 
     
 
  

 

1

1 1

1
2 2

3 3

0 1 1 1 1

1 3 2 3 2

2 4 4 2 1

y x

y A x

y x





         
                        
                  

 



习题四（1，2版）： 18，19，20 

§3.5 欧氏空间 

一、向量的内积 

定义 1：设实向量 1 2( , , , )na a a   , 1 2( , , , )nb b b V   ,称实数 

1 1 2 2, T T
n na b a b a b           

为向量 与 的内积． 

称定义了内积的向量空间 nR 为欧几里德（Euclid）空间，简称欧氏空间。 

性质：设 , , V    , k R  

    (1) , ,       

    (2) , ,k k          

    (3) , , ,              

    (4) , 0   ；当且仅当 O  时, , 0   ． 

(5) 
2

, , ,      ，当且仅当 k  时，等号成立。 

称为柯西－施瓦茨（Cauchy－Schwarz）不等式。 

证(5)  Rt  , 由 , 0t t      可得 

2, 2 , , 0t t         

2
4 , 4 , , 0         ，  0   

2
, , ,       

二、向量的长度（范数） 

定义 2：设实向量  1 2, , , na a a   ,称实数 

2 2 2
1 2, na a a          

为向量 的长度或范数． 

向量的单位化（标准化）：若 O  , 称 0





 为与 同方向的单位向量． 

例 1：画图说明 2R 上向量长度的几何意义。 



性质：(1) 0  ；当且仅当 O  时, 0  ． 

          (2) k k       ( R)k   

          (3)          三角不等式（画图说明） 

          (4)*        

    证(3) 
2

, , 2 , ,                       

 
22 2

2           

    证(4)     有 

       

              有 

       

三、向量间的夹角 

由柯西－施瓦茨（Cauchy－Schwarz）不等式：
2 2 2

,     有： 

,
1

 

 



 

1、定义 3：设 ,  为非 0实向量, 称 
,

arccos
 


 

 
 ，为向量 与  之

间的夹角。记为  ,   

定义 4：若 , 0   , 称向量 与  正交, 记作  ． 

性质：若  ，则有勾股定理：
2 2 2

        （画图说明） 

[注]:  (1) 
2


     ； 

     (2) O 向量与任意向量正交，但 无意义． 

例 2： 2R 上向量夹角的几何意义： 

 设    1 1 1 2 2 2, , ,x y x y   ，则 



 

1 2 1 2 1 2
1 2 2 2 2 2

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2

2 1

,
cos( , )

                 

                 cos cos sin sin

                 cos cos

x x y y

x y x y

x x y y

x y x y x y x y

 
 

 

   

  

   
 

 

 
   

 

  

2

1

12



1x

1y

2x

2y

 

 2． 2R 上向量内积的几何意义： 

 由夹角公式有 
1 2 1 2 1 2, cos( , )        ，下图，如做功问题。 

2

1


1

2

 
四、正交向量组 

定义 5：若一组非零向量 1 2, , , m   两两正交，即 ,i j i j   ，称

1 2, , , m   为一正交向量组。 

定理：正交向量组线性无关。 

 证明：令 1 1 2 2 m mk k k O      ，两边与 i 取内积： 

1 1 2 2 1 1 2 2

2

, , , ,

                                               , 0 , 1 , 2 , ,

i m m i i m i m

i i i i i

k k k k k k

k k i m

         

  

             

    

 


 

 因 0 , 0i i   ，故 0 , 1 , 2 , ,ik i m    

[注]：（1）反过来不成立。 



（2）不能含 0 向量。 

（3）约定单个非 0 向量为一正交组 

定义 6：设 1 2, , , m   为向量空间V的一组基且两两正交，则称 1 2, , , m   为

V的正交基；若还有 1 ( 1, 2, , )i i m    ,称 1 2, , , m   为V的标准正交基． 

    例如： nR 的一个标准正交基为 1 2, , , n   ． 

[注]：特点，当 1 2, , , m   为正交基时, 对于 V  , 有 

  1 1 2 2 2

,
, ( 1, 2, , )

 
   



 
      i

m m i

i

x x x x i m ： 

          当 1 2, , , m   为标准正交基时, 有 

1 1 2 2 , , ( 1, 2, , )m m i ix x x x i m              

五、施密特（Schmidt）正交化 

1
1

2

1

2

21P

3

1

2

3

31P

32P

 

设 1 2, , , m   为一线性无关向量组，令 

    1 1   

2 1
2 2 1

1 1

,

,

 
  

 

 
 

 
，图解 2 1 1 1

2 2 1 2 22
1 11

,
,

   
    

 

 
       

3 1 3 2
3 3 1 2

1 1 2 2

, ,

, ,

   
   

   

   
  

   
 

……………… 

1 2 1
1 2 1

1 1 2 2 1 1

, , ,

, , ,
m m m m

m m m

m m

     
    

     




 

     
    

     
  

则 1 2, , , m   为一正交向量组，且与 1 2, , , m   等价 

进一步令：
1

j j

j

 


 , 则 1 2, , , m   是一标准正交向量组。 



例 3：已知线性无关向量组 

1 (1,1,0,0)  , 2 (1,0,1,0)  , 3 ( 1,0,0,1)    

试将其标准正交化． 

 解  1 1 (1,1,0,0 )    

     2 1
2 2 1 2 1

1 1

, 1 1 1
( , ,1,0 )

, 2 2 2

 
    

 

 
     

 
 

     3 1 3 2
3 3 1 2 2 1 2

1 1 2 2

, , 1 1 1 1 1
( , , ,1)

, , 2 3 3 3 3

   
      

   

   
       

   
 

1 2 3, ,   为一正交向量组。 

  令                  1
1

1

1 1
( , ,0,0 )

2 2





   

2
2

2

1 1 2
( , , ,0)

6 6 6





    

3
3

3

3 3 3 3
( , , , )

6 6 6 2





    

1 2 3, ,   为一标准（单位）正交向量组。 

注：正交化顺序不同，其结果一般不同 

六、正交矩阵 

 定义 7：如果 n阶实方阵 A满足 TA A E ，则称 A为正交矩阵。 

 性质：（1） T TA A AA E  ， 1 TA A   

（2） 1 1A or    

      （3） 1 *, ,TA A A 也是正交阵 

      （4）若 ,A B都是正交矩阵，则 AB也是正交矩阵 

      （5）A的行、列向量组均为标准正交向量组。 

 证（5）设  1 2, , , nA     则 



 

1 1 1 1 2 1

2 2 1 2 2 2
1 2

1 2

, , ,

T T T T
n

T T T T
T n

n

T T T T
n n n n n

A A

      

      
  

      

   
   
    
   
   
      






    



 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

, , ,

, , ,
       

, , ,

n

n

n n n n

E

     

     

     

      
      
  
 
 
      





   



 

  所以
1,

,
0 ,

i j ij

i j

i j
  


  


 ，故 A的列向量组为标准正交组。 

 同理，由 TAA E 可证 A的行向量组为标准正交组。 

定理：设 ,  为 n维列向量，A 为 n阶正交矩阵，则 

 （1） A   

 （2） , ,A A       

 （3）    , ,A A   
 

  

证：（1）  
2 2

,
T T T TA A A A A A A               

 （2）（3）同理。 

注：在 2R 上， A相当于将 旋转一个角度。其中 A为二阶正交阵。 

习题四（1、2版）：22，23，24 


