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三. 有限维分布函数族 

1 

定义2.3.1 设                      是定义在概率空间        上取实 

值的随机过程.对任意的自然数     及任意的 

和实数              称n维随机变量             的联合 

分布函数 

tX X ,t T  

1 2 nt ,t , ,t T

,F,P（ ）

0n ,

1 2 nx ,x , ,x R,
1 2 nt t tX ,X , ,X（ ）

1 1 1n 1 nt , ,t n t t nF x , ,x P X x X x ,  ( ) ( , , )

为随机过程X的n维分布函数。 

1 1 1 2 1 2nt , ,t n n n= F x , ,x n t ,t , ,t T x ,x , ,x R     F N( )： ， ，

将随机过程X的所有有限维分布函数的全体记为 

则称函数集F为随机过程X的n维分布函数族。 
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有限维分布函数族具有以下相容性条件 

1 11
1n k k nn

1 n

t , ,t n t , ,t k k

1 2 ,n k , ,k

                   F x , ,x F x , ,x





（）对（，， ）的任一个排列（ ）,有 

( ) ( )

1 1 11 1m m m nt , ,t m t , ,t ,,t , ,t m

  m<n,  

               F x , ,x F x , ,x + ,




  

若自然数 则有

( ) ( , , + )
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补例1.设随机过程                ,  其中   为常数， 

       随机变量V服从[0,1]上的均匀分布.分别计算当 

                    时,随机过程X的一维分布函数. 

tX= X Vcos t ,t R   

3 



3

4
t t

2

 

 
 和

3

4
 t




解：   时，

3 2
cos

4 2
tX V V





  

2

2

2

2

x V  

V h( x ) x,

h ( x ) ,

 

  

  

由于函数 的反函数为 

        

其导数为 
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3

4

( ( )) ( )
            ( )

0

Vf h x h x
f x




 


利用随机变量的函数的概率密度计算公式，得

其它

1)(0  xh






0

2

其它

120  x






0

2

其它

0
2

2
 x
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3

4

3 X
-

4

X

            F ( ) ( )
x

x f t dt









 

则 的一维分布函数为

- 2 2

0

- 2 2

2
0   

2

2
2 0

2

2 0            

                       

x

x

dt x

dt x


 




   

 







，       

， 

， 

0 2 2   

2( 2 2) 2 2 0

1 0                 

                       

x

x x

x

  


    
 


，            

， 

，             
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2

cos 0,
2 2

,

tt X V

X 



 


 
  当 时，

此时 服从单点分布 则

2 2

( ) { }F x P X x 

 

 






0

1

0

0





x

x
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补例2. 其中随机变量A有分布律： 

1
1 2 3

3
P( A i ) ,  i , , .  

试求 (1)随机过程X的一维分布函数 
4

( )F x

(2)随机过程X的二维分布函数 1 2
0

3
,

F x ,x  

解 
4

2
1 cos ,

4 2



 （） X A A

2 3
2 2

2 2

1 1 1

3 3 3

 
 
 
 
 
 

分布律为 

7 

0tX= X Acost ,t   设随机过程 ，
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0,

1
,

3

2
,

3

1,

x






 





4

分布函数为 F ( ）

2

2

2
2

2

3
2 2

2

3
2

2

x

x

x

x



 

 



1 2 0 1 2
0,

3 3

2 ( , ) ( , )F x x P X x X x   （ ）

1 2( , )
2

A
P A x x  

1 2( , 2 )P A x A x  
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0,

1
,

3

2
,

3

1,






 





1

2

( )

( 2 )

P A x

P A x


 



1 2

1 2

2

2

x x

x x





1

1

1

1

1

1 2

2 3

3

x

x

x

x



 

 



1 2( 2 )x x

2

2

2

2

2 1

1 2 2

2 2 3

2 3

x

x

x

x



 

 



或 1 2( 2 )x x

9 



 
随机过程引论                                  Introduction to Stochastic  Process 

   

 
 

西安电子科技大学 —数学与统计学院  冯海林 
 School of Mathematics and Statistics   Xidian University 

1 2, ,..., 1 2( , ,..., )
nt t t nu u u

1 2, , ..., nu u u R 

为随机过程X的n维特征函数. 

定义2.3.3 设                      是定义在概率空间        上取实 

值的随机过程.对任意的自然数     及任意的 

称 

tX= X ,t T   ,F,P 

0n  1 2 nt ,t , ,t T ,

1 1
( )

E[ ]t n tn
j u X u X

e
 



1 2, ,..., 1 2    { ( , ,..., ), , , , 1, 2,.., }
nt t t n i iu u u n t T u R i n     N

称函数集合：

为随机过程X的有限维特征函数族. 
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( ) E[ ]juXu e  u     

定义 设随机变量X的分布函数F(x),则称 

为随机变量X的特征函数. 

关于随机变量的特征函数的回顾 
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对任意实数u,有|ejux|=1.故E[ejux]总存在. 

(1) 特征函数总是存在的. 

特征函数的几点说明 
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（2） 若X与Y相互独立,Z=X+Y,则   

( ) ( ) ( )Z X Yu u u  

(可推广到n个相互独立随机变量) 
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（3）设随机变量X的n阶原点矩(即E[Xn])存在, 

         则 ( )u 存在k (k≤n) 阶导数, 且有 

( ) ( 0 ) E X ,k k kj k n  

( ) (0)
EX ,

k
k

k
k n

j
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(4)一些重要分布的特征函数计算 

单点分布 P(X=c)=1, c常数.则 

( ) [ ]j u X j u cu E e e  
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二项分布 ,C)X(P knkk

n qpk  k=0,1,…,n.0<p<1,q=1-p. 

0

( ) [ ] ( )
n

ju X ju k k k n k ju n

n

k

u E e e C p q p e q 



   

则特征函数 ( )ju ke p
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泊松分布 ,
!

)(XP   e
k

k
k

k=0,1,2,…, λ >0 

则特征函数 

0

( ) [ ]
!

k
juX juk

k

u E e e e
k









  

( 1)

0

( )

!

ju ju
ju k

e e

k

e
e e e e

k
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均匀分布 r.v.X～U(a,b],密度函数为 

其它

bxa
abxf












,0

,
1

)(

则特征函数 

X( ) E [ ] ( )ju ju xu e e f x d x



  

1 1
( )

( )

b
ju x jb u ju a

a
e d x e e

b a jt b a
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正态分布 X～N(µ, σ2),密度函数为 

常数)0(,,,
2

1
)(

2

2

2

)(













xexf

x
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则特征函数 

X( ) E [ ] ( )ju ju xu e e f x d x



  

2 2

2

( )

( )2 2
1 1

2 2

x v

jux ju ve e dx e e dv



 

  


  



 
  

2
2 2 2 21 ( ) 1

2 2 2
1

2

v ju
j u u j u u

e e dv e
   




  


 

x
v






令

特别X～N(0,1)时 2

2)
u

u e


（
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指数分布 

r.v.X服从参数为λ (>0)的指数分布, 概率密度为 

0

0

,0

,
)(












x

xe
xf

x

则特征函数 

X( ) E [ ] ( )ju ju xu e e f x d x



  

( )

0 0

ju x x ju xe e d x e d x  
 

   

ju
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(5)  随机变量的分布函数与其特征函数 

       相互唯一确定. 
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n维随机变量X=(X1,X2,…,Xn)的特征函数 

1 1 2 2( )

1 2( , , ) E [ ]n nu Xj X u u X

nu u u e   


E [ ]
Tju Xe

也称多元特征函数 
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特征函数应用举例: 
2. EX EX DX补例3设X服从参数为 的泊松分布，求 ， ，

( 1)( )
jueu e 解： 由题意

( 1) 2 2 ( 1)( ) , ( ) ( )
ju juju e ju ju eu j e e u e e e          则

( )(0) EXk k kj 则利用特征函数性质：

(0)
EX

j





 得 2 2

2

(0)
EX

j


 


  

2 2( )DX EX EX    
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2

.

        1 2

1 2 n

k k k

X ,X , ,X

X N k = , , ,n 

补例4 设 相互独立，且

服从正态分布：（ ， ）,


n

k
k=1

用特征函数求随机变量Y= X的概率分布

2 21

2( ) , 1,2,...,
k k

k

j u u

X u e k n
 




 解：由题意

1

( ) ( )
k

n

Y X

k

u u 


 
2 21

2

1

k k
n

j u u

k

e
 




2 2

1 1

1
( ) ( )

2

n n

k k

k k

j u u

e
 

 

 


2

1 1

( , )
n n

k k

k k

N  
 

   
n

k
k=1

Y= X 服从正态分布：
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1( ) E[ ] E[ ]

Nt

n

t n

t

ju Y
juX

Xf u e e 


 

1

1

0

E[E[ ]]

E( ) ( )

Nt

n

n

m

n

n

ju Y

t

ju Y

t t

m

e N

e N m P N m













  

Yn与Nt独立 

例2.3.5（2）设f(u)是Yn(n=1,2,…)的特征函数， 

                     试计算复合泊松过程的一维特征函数. 
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1

0

E( ) ( )

m

n

n

ju Y

t

m

e P N m






 

Yn独立同分布 

!/)())((
0

metuf tmm

m

 






)1)((

0

!/))(( 




   uftm

m

t emutfe  
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补例5   独立增量过程的有限维分布函数由其一维分
布函数和增量分布函数确定． 

 提示：利用特征函数 
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证明 ,1 21 Ttttn n  及对

1 2
( , , , )

nt t tX X X
n维随机变量的 

的特征函数为 

1 2, ,..., 1 2( , ,..., )
nt t t nu u u 1 1

( )
E[ ]t n t n

j u X u X
e

 


令 
1 2 1 11 2, , ,

n nt t t n t tY X Y X X Y X X


    

则 1

2

1

1 2

1 2

,

,

,

n

t

t

t n

X Y

X Y Y

X Y Y Y



 

   

① 

代入①式 

由题意知 Y1,Y2,…,Yn独立 
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1 2, ,..., 1 2( , ,..., )
nt t t nu u u 1 1

( )
E[ ]t n t n

j u X u X
e

 


][E
) )()(( 2121211 nn YYYuYYuYuj

e





][E
))()( ( 232121 nnnn YuYuuuYuuuj

e





][E 232121 )()( nnnn Yj uYuuujYuuuj
eee 

 

]E []E []E [ 232121 )()( nnnn Yj uYuuujYuuuj
eee 

 

由Y1Y2,…,Yn的独立性 

)()()( 3221 21 nYnYnY uuuuuuu
n

  

证毕 



 
随机过程引论                                  Introduction to Stochastic  Process 

   

 
 

西安电子科技大学 —数学与统计学院  冯海林 
 School of Mathematics and Statistics   Xidian University 

例2.3.5（1） 试计算布朗运动的有限维特征函数 

提示：利用独立增量过程的有限维特征函数 
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例2.3.1  验证：等价的两个随机过程具有相同的有限维分布函数. 

t t

t t

2.1.5 X= X ,t T Y= Y ,t T F P

t T

                                       P X =Y

Y.

      



定义  设 ， 均是定义在概率空间（ ， ， ）

上的随机过程，如果对任意的 ,有

（ ）=1

则称随机过程X等价于随机过程
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 1.利用重复掷硬币的试验定义一个随机过程 
cos ,

2 ,t

t
X

t


 


出现正面

出现反面
0 t   

     出现正面与反面的概率相等. 

⑴ 求Xt的一维分布函数F(1/2; x),F(1; x). 

⑵ 求Xt的二维分布函数F(1/2,1; x1,x2). 

2.利用掷一枚硬币的试验定义一个随机过程 
cos ,

2 ,t

t
X

t


 


出现正面

出现反面
0 t   

33 

练习题 


