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摘 ? 要 ? 研 究 一 类 带 M,*:5I<(B(-21 临 界 指 数 的 f0*977(.. 型 方 程
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?? 考虑如下带 M,*:5I<(B(-21临界指数的
f0*977(..型方程
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!##
其中$/:!是一个有界开区域且边界 5$光滑"
%$$"."F’ %且 . EFC%")C%"% BPB#"
%#2B#3 " @$2是M,*:5I<(B(-21临界指数3

$%#$年"R0)和 <)+%#&研究如下问题
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其中$ D B%B" @$2"% BPB#"."F")C%3 当
)C%充分小时"结合变分方法和@27,*0方法"他
们获得问题!$#的 $ 个正解的存在性3 随后"他
们继续研究问题!$#"当 @# BPB% 时"结合变
分方法和@27,*0方法也获得 $ 个正解"详见文献
%$&3 文献%!&研究一类奇异非线性 f0*977(..型
问题"结合H[2-,+:变分原理和一些分析技巧"获
得正解的存在唯一性结果3

一个自然的问题$问题!##是否也存在正解4
事实上"当2A%时"<)+ 和R0) 在文献%D&中获得
问题!##正解的存在性"并提出一个公开问题$如
何证明第 $ 个正解的存在性4 据查阅文献所知"
这个开问题至今尚未解决3 本文利用变分方法获
得问题!##的一个正局部极小解3 在一定程度
上"推广文献%#"D&的结果3

问题!##对应的能量泛函为
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根据文献%K&"能量泛函 I在 R#%!$# 空间中是 $
#

泛函3 因此"问题!##的解与能量泛函I在R#%!$#
空间中的临界点是一一对应的3

记72为M,*:5I<(B(-21常数
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空间 V%!$#!% B%Ba# 中的标准范数3

CN主要定理
首先"给出如下一个重要的引理3
引理 CPCN假设 ."F’ %且 . EFC%"% BP

B#"%#2B#"则存在)" C%和="*C%使得
对任意的)$ !%")"# 都有
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从而"根据式!K#和式!"#"可得
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其中 ’=$ A)W$R#%!$# m;W; A=$*3
因此"对任意的 ."F’ %且 . EFC%"综合式

!_# 和式!&#"则存在)" C%和="*C%使得对
任意的)$ !%")"#使得I!W#?W$’=’*成立3 进
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故"当;W;充分小时"有
"A0+.
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从而式!E#成立3 引理 #X#证毕3
下面"给出本文的主要结果及其证明3
定理 CPCN假设 ."F’ %且 . EFC%"% BP

B#"%#2B#"则对一切的 % B)B)"!)"为引
理 #X#中所定义#问题!##都存在一个正解 W" $
R#%!$# 使得I!W"# B%3

证明?根据引理 #X#"只需证明存在 W" $
9=!9=为引理 #X# 中所定义# 使得 I!W"# A"B
%3 由引理 #X# 的证明过程和式!##"可推得 6W
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其中*和 ’=均为引理#X#中所定义3 任取)W&*/
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若 W" A%"可得M& AW&"这就意味着M&$9=3 若
W" ( %"由式!#!#"当 &充分大时有M&$9=3 从
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故"由式!#$#p式!#"#"有
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这就意味着I!W"#A"B%且 W" - %"即 W"能量
泛函 I的一个局部极小值点3 因此"W" 是问题
!## 的非零解3 由I!?W ?#AI!W#"不失一般性"
可以假设 W" ’ %3 根据强极大值原理"可得在$
中 W" C%3 故"W"是问题!##的正解且I!W"# B
%3 定理 #X#证毕3

注记 CPCN一方面"将文献%#&中所研究的问
题推广至带M,*:5I<(B(-21临界指数的情形"并获
得问题!##的正解的存在性’另一方面"当 2A%
时"定理 #X# 结果包含文献%D&的主要结果"而且
我们的方法比文献%D&的方法简单3 此外"定理
#X#对于 . A%"FC%或者 . C%"FA%的情况同
样成立3 当 . A%"FC%时"问题!##被称为退化
的f0*977(..型方程’当 . C%"FA%时"问题!##退
化为经典的奇异半线性椭圆方程3

注记 CPAN特别地"当 . A#"FA% 时"文
献%E&研究问题!##并获得 $ 个正解的存在性3
对于这类带 M,*:5I<(B(-21临界指数的奇异椭圆
方程的更多结果"可参见文献%E&的参考文献及
其引用文献3 这里提出一个公开问题$如何获得
问题!##的第 $个正解4
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