
§9-5 图乘法 位移计算举例
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①∑表示对各杆和各杆段分别图乘再相加。

②图乘法的应用条件：a）EI=常数；b）直杆；c）两个弯矩图

至少有一个是直线。

③竖标y0取在直线图形中，对应另一图形的形心处。

④面积ω与竖标y0在杆的同侧， ω y0 取正号，否则取负号。



⑤几种常见图形的面积和形心的位置：
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⑥当图乘法的适用条件不满足时的处理方法：

a）曲杆或 EI=EI（x）时，只能用积分法求位移；

b）当EI分段为常数或
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例：求梁B点转角位移。 例：求梁B点竖向线位移。

3l/4

M、MP 均非直线时，应分段图乘再叠加。
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例：求图示梁中点的挠度。
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⑦非标准图形乘直线形

a）直线形乘直线形
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各种直线形乘直线形，都可以用该公式处理。如竖标在基线同侧乘积取

正，否则取负。
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E=3.3 ×1010 N/ m2        I=1/12 ×100×2.53cm4=1.3 ×10-6 m4

折减抗弯刚度 0.85EI=0.85 ×1.30×10-6×3.3×1010

= 3.6465 ×104 N m2

b)非标准抛物线乘直线形

例： 预应力钢筋混凝土墙板单

点起吊过程中的计算简图。

已知：板宽1m，厚2.5cm，混凝土

容重为25000N/m3，求C点的挠

度。
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解：q=25000×1×0.025＝625 N/ m



折减抗弯刚度

0.85EI=3.6465 ×104Nm2
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求AB两点的相对水平位移。

36
18

9

MP P=1

P=1

6 3

M

)

( )→←=
EI

-756
⎠
⎞

××
×

+ 3
3
2

2
318

⎜
⎝
⎛

××××−+
EI

6
4
3636

3
11

⎠
⎞+

×××−
2

6396
3
2(⎜

⎝
⎛

×+×−××+××−=Δ
EI

61833631826362
6
61

→
→
→
→
→
→
→
→
→
→
→

↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓

6kN

2k
N

/m

2kN/m

6m

3m
3m

A

B

ΕΙ=常数

9999

99
9



4kN 4kN.m
↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓

2kN/m12kN.m

4m4m EI
A

B

求θB

5kN

12

8

4

4

MP kN.m

1
M kN.m

ql
↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓

lEI B

1

EI
qllqllllql

EIBV 24
11

283
2

3
2

2
3

2
11 422

=⎥⎦
⎤−⎢⎣

⎡=Δ

ql2/8
3ql2/2

MP

l M

求B点竖向位移。

( )5.04181425.082
6
4

×+×−××+××−+( )5.085.0122
6
41

×−××⎢⎣
⎡=

EIBθ

⎥⎦
⎤•××− 75.044

3
2

EI3
20

−=



5m 5m
5m

5m
5m2kN/m

7kN

10kN

A

B

G
C

D

E

F

15kN

50kN.m

25

35
10

20
1kN

2kN

10

10

10

20

Δ AH EI
= × × • ×⎡

⎣⎢
1 1

2
5 50 5

6
10+ × × • × − × × • ×

1
2

5 50 2
3

10 2
3

5 25
4

1
2

10

+ × × • ×
1
2

5 25 2
3

10

− × × • + ×⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ × × • + ×⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎤

⎦
⎥

1
2

10 10 10 1
3

10 1
2

10 20 10 2
3

10

=
3187 5.

EI = × −1594 10 2. m

求A点水平位移。



P=1

MP

ql2/2 

l

l/2

A 
B

2EI EI
l/2

M

求B点的竖向位移。

EI
ql

256
17 4

=lllql
EI 2

5.0
2323

2
2

1 2 +
•−

lqllqllqllqll
EI 82228

2
2

2
6
5.0

2
1 2222

⎥⎦
⎤++⎢⎣

⎡ ++

lql
EI

l

B 4
3

283
11 2

2 •
•=Δ

EI
qlllql

EIB 84
3

23
11 42

=•=Δ

ylql
EIB 28

3
3
1

2
1

0

2

+•=Δ

q
↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓

？
ql2/8

l/2？

ql2/32

y0



求ΔDV

P P P

4m×3=12m
3m

A

B

D

C

5P

－8P

P=1

5/3

－4/3

0

0 0

0

0

0

0

0

0

0

EA
PPPP

EADV 3
2804

3
485

3
553131

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++••=Δ

－
1

－
3P



例：试求等截面简支梁C截面的转角。

↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓

q

l/5 4l/5
2ql2/25 ql2/8

MP

11/5

4/5

1

qllqll 1
25853

2
25

2
52

1 22

⎥
⎦

⎤
•

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
•

••+••−

lql
EIC 2

1
83

21 2

⎢
⎣

⎡
•••=θ

EI
ql

100
33 3

=
M



2-1、图示虚拟的广义单位力状态，可求什么位移。
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§9-6 静定结构由于温度改变而产生的位移计算

1）温度改变对静定结构不产生内力，变形和位移是材料自由膨胀、收缩的结

果。

2）假设：温度沿截面高度为线性分布。
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3）微段的变形

ds

dθ
at0ds

= aΔt/h
γ=0      

åå D
±Δit= MN h

tt wawa 0

å ò å òD
±= dsM

h
tdsNt

aa 0

å òå ò D
±=Dit ds

h
tMdstN

aa 0

e=at0

at1ds

at2ds

该公式仅适用于静定结构
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例9-11 求图示刚架C点的竖向位移。各杆截面为矩形。
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§9-7 静定结构由于支座移动而产生的位移计算

静定结构由于支座移动不会产生内力和变形，所以ε=0，κ=0，γ=0。代入

得到： ∑ •−=Δ KKic cR 仅用于静定结构
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应用条件：1)应力与应变成正比;

2)变形是微小的。

即:线性变形体系。
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功的互等定理：在任一线性变形体系中，状态①的外力在状态②的位移上作

的功W12等于状态②的外力在状态①的位移上作的功W21。即： W12= W21

§9-7 互等定理



二、位移互等定理
P1

①

P2 ②

位移互等定理：在任一线性变形体系中，由荷载P1所引起的与荷载P2相

应的位移影响系数δ21 等于由荷载P2所引起的与荷载P1相应的位移影响系数

δ12 。或者说,由单位荷载P1=1所引起的与荷载P2相应的位移δ21等于由单位

荷载P2=1所引起的与荷载P1相应的位移δ12 。
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称为位移影响系数，等于Pj=1所引起的与Pi相应的位移。

注意：1）这里荷载可以是广义荷载，位移是相应的广义位移。

2）δ12与δ21不仅数值相等，量纲也相同。

2112 δδ =



三、反力互等定理 c 1

c 2
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称为反力影响系数，等于cj=1所引起的与ci相应的反力。

反力互等定理：在任一线性变形体系中，由位移c1所引起的与位移c2相

应的反力影响系数r21 等于由位移c2所引起的与位移c1相应的反力影响系数

r12 。或者说,由单位位移c1=1所引起的与位移c2相应的反力r21等于由单位位

移c2=1所引起的与位移c1相应的反力r12 。

注意：1）这里支座位移可以是广义位移，反力是相应的广义力。

2）反力互等定理仅用于超静定结构。
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例：已知图①结构的弯矩图

求同一结构②由于支座A的转动

引起C点的挠度。

解：W12=W21

∵ T21=0
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例：图示同一结构的两种状态，
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已知图a梁支座C上升0.02m引起的ΔD=0.03m/16，试绘图b的M图.
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小结

一、虚功原理We=Wi

力：满足平衡
位移：变形连续

虚设位移
虚位移原理（求未知力）
虚功方程等价于平衡条件

虚力原理（求未知位移）
虚功方程等价于位移条件

虚设力系

∑∫ ∑+ l
EA
NNds

EI
MM PP ∑ •− KK cR二、Δ=

刚架、梁 桁架 支座移动

组合结构、拱
•各项含义

•虚设广义单位荷载的方法

三、图乘法求位移 ∑∫ ∑==Δ P

EI
ydx

EI
MM 0ω

•图乘法求位移的适用条件

•y0的取法



•标准图形的面积和形心位置

•非标准图形乘直线形的处理方法

四、互等定理

•适用条件

•内容 W12= W21
2112 δδ =

r12=r21


