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柔轮凸齿廓半径对双圆弧谐波齿轮传动摩擦学性能的影响 
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摘要：基于改进的运动学法，利用啮合不变矩阵建立公切线双圆弧柔轮齿廓弧长参数方程和理论啮合方程，可求

得理论共轭啮合区以及刚轮齿廓参数。综合考虑真实表面粗糙度、载荷、轮齿几何接触、卷吸速度等，建立双圆

弧齿廓谐波减速器柔轮与刚轮在共轭啮合区域的混合润滑数学模型。分析啮合区域不同齿廓参数对于谐波传动装

置润滑性能的影响。研究结果表明：在设计柔轮齿廓的时候，合理增加凸圆弧齿廓的半径有利于改善接触区域润

滑状态。在工况不变的情况下特别是在中高速的工况下，加大柔轮凸圆弧齿廓半径可以增加接触区油膜厚度，增

大膜厚比，且改善的效果随着转速的增加而增大，但当凸齿廓半径增大到很接近凹齿廓半径时，继续增加几乎不

改善润滑条件。 
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Influence of convex tooth radius of flexspline on tribology of 
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Abstract: By using the meshing invariant matrix to establish the parameter equation and theoretical meshing equation, 

the theoretical conjugate meshing region and the circular-spine-tooth profile parameters could be worked out based on 

improved kinematics. Taking into account the real surface roughness, load, geometric contact teeth, the suction speed, a 

mixed lubrication mathematical model of flex-spline and soft-spline in meshing area of double circular arc tooth profile 

harmonic reducer was established. The influence of different tooth profile parameters on the lubrication performance of 

the harmonic transmission was analyzed. The results show that in the design of soft-spline tooth profile, reasonable 

increase of the radius of convex arc tooth profile is conducive to the improvement of the contact area lubrication state. 

Under constant conditions, especially high-speed conditions, increasing the radius of the convex circular arc tooth profile 

can the film thickness of the contact zone and increase the film thickness ratio, and the improvement effect increases with 

the increase of the rotational speed. However, when the radius of the convex tooth is increased to be very close to the 

radius of the crown, the continued increase does not improve the lubrication conditions. 
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谐波齿轮传动装置具有传动比大、传动精度高、

可以通过密封壁传递运动、真空条件下工作性能好、

回差小等特点，使得其在航空航天、机器人、原子反

应堆等领域得到了广泛的应用。然而，在谐波齿轮传

动装置的失效中，大部分为润滑不良引起的轮齿接触

失效，如磨损、裂纹、点蚀、发热等，因此，对双圆

弧谐波齿轮传动装置轮齿接触区域的润滑特性进行研

究，对于提高谐波减速器性能具有十分重要的工程价

值。现在广泛应用的双圆弧齿形是由 ISHIKAWA[1]提

出并获得专利，后来 ISHIKAWA[2]又在已有的柔轮齿

形上进行了改进。辛洪兵等[3]引入了改进的运动学法

简化了共轭齿廓的求解过程，并给出了双圆弧谐波齿

轮传动柔轮和刚轮基本齿廓的设计过程。张有枕等[4]

指出工程实际中双圆弧齿轮的油膜形成能力比渐开线

型齿轮好，并且用多元线回归的方法整理出了某一型

号双圆弧齿轮最小膜厚及中心膜厚的经验计算公式。

ZHU 等[5]考虑了真实表面接触情况，发表了滚子真实

几何形状与表面粗糙度接触的有限长线接触混合润滑

模型建立方法。为几何体的复杂接触润滑分析提供了

手段。杨勇等[6]基于改进的运动学法，从缩小共轭齿

廓差异增大啮合区间的角度，提出了一种“双共轭”的

齿廓优化方法，但是由于决定谐波齿廓的参数较多，

在满足“双共轭”的情况下，齿廓参数依然有足够的优

化空间。吴继强等[7]对比分析了渐开线型与双圆弧齿

形谐波齿轮传动共轭啮合区的润滑性能，指出双圆弧

齿廓对于油膜厚度，压力峰等有明显改善，但没有对

双圆弧齿廓具体参数对润滑效果的影响进行深入分

析。目前关于双圆弧齿轮传动装置混合润滑分析的研

究较少，因此，本文作者针对公切线双圆弧齿廓谐波

齿轮传动装置，基于改进的运动学原理，利用啮合不

变矩阵建立公切线双圆弧柔轮齿廓弧长参数方程和理

论啮合方程，求得理论共轭啮合区以及刚轮齿廓参数，

并用拟合的方法得到刚轮齿廓的近似曲率；在这些基

础上，建立综合考虑真实表面粗糙度、载荷、轮齿几

何接触、卷吸速度等因素的谐波齿轮柔轮−刚轮轮齿

啮合区域混合润滑模型；探讨不同参数下柔轮与修形

后的刚轮对润滑性能的影响，对于提高谐波减速器性

能具有十分重要的工程意义。 

 

1  双圆弧谐波齿轮传动原理 

 

1.1  柔轮齿廓模型 

本文中的谐波齿轮使用公切线式双圆弧齿廓基本

齿形主要由圆弧与直线段构成；如图 1 所示。其中：

ha为齿顶高；hf 为齿根高；h 为全齿高；ρa为凸圆弧齿

廓半径；ρf 为凹圆弧齿廓半径；hl为公切线纵向长度；

γ为公切线倾角；t 为齿根圆与中性层距离；Xa为凸齿

圆心移距量；la 为凸齿圆心偏移量；Xf 为凹齿圆心移

距量；lf 为凹齿圆心偏移量。 

 

 

图 1  双圆弧齿的齿形结构 

Fig. 1  Tooth structure of double circular arc teeth 

 

根据图 1 中齿廓的分段特征，其曲线方程的坐标

形式如下。 

AB 段为凸圆弧齿廓： 
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CD 段为凹圆弧齿廓： 
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式(1)为齿顶圆弧 AB 段的曲线方程，式(2)为连接

齿顶和齿根圆弧的直线 BC 段的曲线方程，式(3)为齿

根圆弧 CD 段的曲线方程。本文中双圆弧齿廓的基本

参数是根据公切线双圆弧标准 ГОСТ15023－69 确定

的。本文中谐波柔轮模数为 0.396 mm，根据齿廓齿形

结构图可以看出，谐波的齿形参数可以由以下 6 个参

数确定：凸圆弧圆心坐标、凹圆弧圆心坐标、凸圆弧

半径 ρa、凹圆弧半径 ρf、公切线纵向长度和公切线   

倾角。 

1.2  共轭坐标系及 r矩阵的建立 

柔轮与刚轮的相对运动可以由图 2 所示的坐标系

求出。 

 

 

图 2  谐波齿轮传动坐标系[6] 

Fig. 2  Harmonic gear drive coordinates[6] 

 

根据相对运动可以假定刚轮不动，波发生器旋转

从而带动柔轮转动。该坐标系分为 1 个全局坐标系与

1 个局部坐标系，其中坐标系 S2为与刚轮固连，静止

不动，S1 与柔轮轮齿固连，随波发生器转动。根据谐

波齿轮传动的运动关系[8]有 

h h= / i   ； Δ    ； h m/ ( /i v r      

基于改进的运动学法[9]可以建立啮合不变 B 矩

阵： 
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利用 B矩阵的啮合不变特性，对谐波柔轮齿廓的

3 段齿廓建立统一的啮合基本方程组[10]。 

(1) T (1)

(2) (1)
21

( ) 0, 1,  2,  3

, 1,  2,  3

i i

i i

i

M i

  


 

n Br

r r
         (5) 

以柔轮齿廓参数作为已知变量可以求出共轭齿廓

参数，选用椭圆凸轮波发生器，表 1 所示为初始柔轮

齿廓参数。 

 

表 1  柔轮齿廓参数 

Table 1  Profile data of flexspline 

参数 数值 参数 数值 参数 数值 

ha/mm 0.240 0 t/mm 0.522 8 γ/(°) 12 

h/mm 0.611 0 hl/mm 0.064 4 Zr 160 

Xa/mm 0.127 1 ρa/mm 0.720 0 Zg 162 

la/mm 0.520 3 ρf/mm 0.820 0   

 

图 3 和图 4 所示分别为柔轮齿廓共轭区域共轭啮

合角度，柔轮齿廓各段的理论共轭齿廓。 

图 4 和图 5 中，线段 a 和 b 为柔轮 AB 段理论共

轭曲线，c 和 d 为柔轮 BC 段理论共轭曲线，e 和 f 为

CD 段理论共轭曲线。可以看出若刚轮的齿形中包含

共轭齿廓 d，e 和 f，当波发生器带动柔轮转动时，柔 
 

 

图 3  柔轮共轭啮合角度 

Fig. 3  Flexspline conjugate meshing angel 

 

 

图 4  柔轮齿廓理论共轭齿廓 

Fig. 4  Theory conjugate tooth profile of flexspline 
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轮理论上会与齿廓 b 啮合，从而发生干涉。因此，实

际发生共轭的区域为 a，b 和 c 3 处。根据杨勇等[6]提

出的齿廓控制优化算法，调整柔轮参数，使得 b 和 e   

2 处共轭齿廓差异最小化，使柔轮与刚轮的 1 次啮合

中，柔轮的凸齿廓与刚轮的凹齿廓、柔轮的凹齿廓与

刚轮的凸齿廓同时发生共轭(双共轭)。 

 

2  混合润滑模型 

 

谐波齿轮传动装置中柔轮与刚轮为有限长线接 

触[11−12]。由于柔轮与刚轮的啮合具有周期性，虽然同

一时刻不同啮合点的相对速度与润滑情况不同，但是

在整个齿圈上，所有齿对的运动性质是不断重复的。

因此，对柔轮的润滑分析可以简化为对其中某一齿对

的啮合情况进行分析。柔轮弧长与刚轮共轭齿廓啮合

可以简化为 2 个圆弧面接触。简化模型如图 5 所示。

图中：r1 为柔轮啮合点曲率半径；r2 为刚轮啮合点曲

率半径；a 为赫兹接触半宽；d 为接触长度。 
 

 

图 5  柔轮−刚轮接触几何模型 

Fig. 5  Flexspline−circular spline contact geometry model 

 

赫兹接触区域的载荷根据文献[13−14]建立参与

齿数啮合满足的变形协调方程及传递力矩平衡方程计

算得出。齿面上切向力与径向力的计算公式如下： 

1
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π( )π
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         (6) 

r t tanf f                 (7) 

式中：T 为输出扭矩；dg为分度圆直径；φ2为 40°；φ1

为啮合点相对于波发生器长轴的角度位置。 

2.1  基本方程组 

假设柔轮相对刚轮切线运动方向为 x 方向，切线

所在平面为{x，o，y}坐标系，建立混合润滑方程组[15]。 

Reynolds 方程为 
3 3
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( ) ( )
12 12 2 t
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考虑真实表面粗糙度的油膜厚度方程为 

2 2
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式中：δ1和 δ2分别为两接触体赫兹接触区域真实表面

粗糙度；Ve(x，y，t)为表面弹性变形。 
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润滑油的黏度为 

0e p                 (11) 

润滑油的密度方程为 
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系统平衡方程为 

π

( ) ( , , t)d dw t p x y x y             (13) 

2.2  接触区域运动学关系 

图 6 所示为柔轮−刚轮接触区域啮合点的速度示

意图。图 6 中，ω为输入端角速度；vek为柔轮啮合点

牵引速度；vrk为柔轮啮合点径向变形速度；vtk为柔轮

啮合点切向变形速度。 

 

 

图 6  柔轮−刚轮啮合示意图 

Fig. 6  Flexspline−circular spline meshing schematic 

 

在输入转速 ω一定的情况下，赫兹接触区域的相

对运动速度为 v=vek+vrk+vtk。计算润滑时，使用的相对

滑滚速度即为该相对运动速度沿着齿廓方向的切向   

分量。 

    通过柔轮齿廓参数计算得到刚轮的齿廓的离散

点。通过拟合的方法[16]求出刚轮凸齿廓近似半径 ρ1 
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(a) 局部形貌；(b) 接触区形貌 

图 7  柔轮齿面形貌 

Fig. 7  Tooth surface morphology of flexspline 

 

 

(a) 局部形貌；(b) 接触区形貌 

图 8  刚轮齿面形貌 

Fig. 8  Tooth surface morphology of circular spine 

与凹齿廓近似半径 ρ2。 

柔轮传动过程中存在 2 次共轭现象。 

第 1 次共轭：柔轮齿顶与刚轮凸齿廓接触。 

r1=ρa，r2=ρ1 

第 2 次共轭：柔轮齿顶与刚轮凹齿廓接触。 

r1=ρa，r2=ρ2 

2.3  接触区域真实形貌模型 

为了建立考虑表面粗糙度的油膜厚度方程需要先

建立真实表面粗糙度模型。 

传统的粗糙度模型通常使用计算机仿真的方式建

模。如张生光等[17]基于快速傅里叶变换模拟生成三维

非高斯粗糙表面。本文利用光学轮廓仪测得同种型号

谐波减速器柔轮与刚轮表面真实形貌，获取离散的坐

标点。光学轮廓仪视野区域为 5.12 mm×5.12 mm。其

中柔轮表面均方根粗糙度为 0.353 5 μm，刚轮表面均

方根粗糙度为 0.362 7 μm。 

2.4  数值计算 

根据式(1)~(5)计算并选取合适的刚轮齿廓，在

Mathematica 中拟合出刚轮近似齿廓的曲率半径 ρ1 和

ρ2。将弹性变形方程、润滑油的黏度压力方程、润滑

油的密度压力方程与Reynold方程合并为 1个方程组，

并且使用复合迭代法求解[18]，为了求解的效率[19−20]，

使用快速傅里叶算法计算接触区域表面的弹性变形，

采用 Gauss−Siedel 迭代方法重复计算压力分布，膜厚

和弹性变形直至满足压力与载荷的收敛精度。为保证

结果的准确性，采用收敛精度为 1×10−5。 
400 400

1 1
err

0 0

/ 0.000 01m m m
j j j

j j

p p p  

 
       (14) 

 

3  结果分析与讨论 

 

3.1  基本输入参数 

根据建立的混合润滑模型，对不同齿廓参数的齿

廓啮合进行仿真分析。减速器基本参数如下：额定输

入转速为 3 000 r/min，额定输出转矩 T=90 N∙m，齿宽

为 9 mm。材料属性如表 2 所示。 

润滑剂的基本参数如下：初始黏度为 0.093 Pa∙s, 

 

表 2  接触模型材料参数 

Table 2  Material parameters of contact model 

部件 材料 
密度/ 

(g∙cm−3) 

弹性模量/ 

GPa 
泊松比 

柔轮 40CrMoSiA 7.85 206 0.29 

钢轮 40CrMo 7.85 206 0.28 
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黏压系数为 1.82 GPa−1。 

由于制造加工等问题，柔轮齿廓的凸圆弧齿廓半

径通常小于凹齿廓圆弧半径。表 3 所示为保持柔轮凹

圆弧齿廓半径不变，调整凸圆弧齿廓参数，公切线角

度和长度参数使共轭齿廓 b 与 e 重合，得到的共轭齿

廓曲率半径。表 3 中 ρ1为刚轮凸齿廓拟合半径，ρ2为

凹齿廓拟合半径。 

 

表 3  接触区域曲率半径 

Table 3  Fitted radius of curvature on contact area 

编号 
柔轮凸齿廓 

半径 ρa/mm 

刚轮凸齿廓 

半径 ρ1/mm 

刚轮凹齿廓 

半径 ρ2/mm 

1 0.5 0.590 683 0.765 108 

2 0.6 0.652 248 0.662 512 

3 0.7 0.677 232 0.626 742 

4 0.8 0.690 683 0.609 836 

 

3.2  不同曲率齿廓对润滑的分析 

由于在实际的工程应用中，减速器的工作转速通

常与额定转速不同，对不同输入转速下的齿廓接触区

膜厚比、接触载荷比以及摩擦因数进行分析具有十分

重要的意义。 

3.2.1  不同转速下曲率半径对膜厚比的影响 

定义柔轮凸齿廓−刚轮凸齿廓第 1 次共轭接触区

为 a、柔轮凸齿廓−刚轮凹齿廓第 2 次共轭接触区为 b。

图 9 和图 10 所示分别为 a 和 b 接触区膜厚比随着波发

生器输入转速变化的曲线。由图 9 和图 10 可以看出膜

厚比均随着波发生器输入转速的增加不断增大。 

从图 9 和图 10 还可以看出：在低速区，润滑效果

较差，齿廓参数对润滑的效果影响较小，增大凸齿廓 

 

 

1—1 号；2—2 号；3—3 号；4—4 号。 

图 9  接触区 a 膜厚比 

Fig. 9  Film thickness ratio of contact area a 

 

 

1—1 号；2—2 号；3—3 号；4—4 号。 

图 10  接触区 b 膜厚比 

Fig. 10  Film thickness ratio of contact area b 

 

半径能轻微改善接触区润滑情况。波发生器输入转速

为 200 r/min 时，凸齿廓半径由 0.5 mm 增加到 0.7 mm，

接触区 a 的膜厚比由 0.011 增加到 0.025，虽然有明显

增加，但是数值依然偏低，此时主要以干接触为主，

转速对于润滑效果的影响最大。在高转速下，大尺寸

的柔轮凸齿廓能有效增大接触区域膜厚比。在额定   

3 000 r/min 的转速下，柔轮凸齿廓设计半径为 0.7 mm

比 0.5 mm 时能提高“凸−凸”接触时的膜厚比 0.06，提

高“凸−凹”接触的膜厚比 0.052。但是随着 ρa增大，润

滑改善的效果也会随之降低，虽然 0.7 mm 相对于 0.5 

mm 时能有效增加接触区域的膜厚比，但增加的趋势

在变缓。转速为 1 200 r/min 时，ρa由 0.7 mm 增加到

0.8 mm，“凸−凸”接触时的膜厚比有较小增加(约

0.03)，但是当转速增加到 2 000 r/min 以上时 3 号与 4

号的膜厚比几乎相同。 

3.2.2  不同转速下曲率半径对接触载荷比的影响 

图 11 和图 12 所示分别为柔轮凸齿廓−刚轮凸齿

廓、柔轮凸齿廓−刚轮凹齿廓接触区域接触载荷比随

着波发生器输入转速变化的曲线。由图 11 和图 12 可

以看出：2 个接触区域均具有相似的曲线：接触载荷

比均随着转速的增加而减小。在接触区 a 中，增大柔

轮凸齿廓半径可以有效减少同转速下接触区的接触载

荷比：接触区域 a 中，在 1 600 r/min 转速下，凸圆弧

齿廓半径由 0.5 mm 增加到 0.7 mm，接触载荷比由

10.94%减少到 6.68%；由 0.7 mm 增加到 0.8 mm 时，

接触载荷比由 6.68%降低到 6.03%。在 3 000 r/min 时，

凸齿廓半径为 0.7 mm 与 0.5 mm 时的接触载荷比相差

较小(0.8%)。说明随着凸齿廓曲率半径的增加，接触
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区的接触载荷比在降低但降低趋势在变缓。在转速为

200~2 000 r/min 之间，增大凸齿廓半径对于改善接触

载荷比有明显的效果。 

 

 

1—1 号；2—2 号；3—3 号；4—4 号。 

图 11  接触区 a 接触载荷比 

Fig. 11  Contact load ratio of contact area a 

 

 

1—1 号；2—2 号；3—3 号；4—4 号。 

图 12  接触区 b 接触载荷比 

Fig. 12  Contact load ratio of contact area b 

 

3.2.3  不同转速下曲率半径对摩擦系数的影响 

图 13 和图 14 所示分别为柔轮凸齿廓−刚轮凸齿

廓、柔轮凸齿廓−刚轮凹齿廓接触区域摩擦因数随着

波发生器输入转速变化的曲线。从图 13 和图 14 可以

看出：摩擦因数随着转速的增加呈现出减小的趋势，

其中在 500 r/min 以内，随着转速的增加，摩擦因数迅

速减小。当转速增加到 1 000 r/min 以上时，随着转速

增加，摩擦因数减小的趋势变缓。4 组数据在 2 500 

r/min 以上转速的摩擦因数几乎相同。在波发生器输入

转速为 800~2 000 r/min 时，两图中的 4 组数据在空间

上几乎呈现出由上到下 1—2—3—4 号排列，说明在此

转速区间，提高柔轮凸齿廓半径可以有效减少接触区

a 和 b 的摩擦因数。 

 

 

1—1 号；2—2 号；3—3 号；4—4 号。 

图 13  接触区 a 摩擦因数 

Fig. 13  Friction coefficient of contact area a 

 

 

1—1 号；2—2 号；3—3 号；4—4 号。 

图 14  接触区 b 摩擦因数 

Fig. 14  Friction coefficient of contact area b 

 

4  结论 

 

1) 把柔轮与刚轮的啮合主要分为 2 个区域，“凸−

凸”接触与“凸−凹”接触。随着波发生器输入转速的增

加，各个啮合点的平均油膜厚度不断增加，改变齿廓

参数对中高速下的润滑状态有较大的影响。 

2) 在中高速同一工况下，保持柔轮凹齿廓参数不

变，增大凸齿廓半径，2 个接触区域润滑效果可以得

到明显提高。随着柔轮凸齿廓半径与柔轮凹齿廓半径

的接近，改善效果逐渐降低。且改善的效果在中转速
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下最明显。 

3) 在低速同一工况下，润滑条件较差，此时速度

对润滑效果的影响较大。增加波发生器输入转速，齿

廓间润滑效果可以得到明显提升；保持柔轮凹齿廓参

数不变，增大凸齿廓半径可以轻微改善润滑状态。 
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