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摘要：从分析后张曲线预应力钢束微段的切向平衡条件出发，导出计算锚固损失的精确公式。通过比较在反摩阻

影响长度范围内钢束应力相对于端部应力的增量与摩阻损失之间的大小，揭示摩阻作用与反摩阻作用之间的差

别。结合数值算例，评价我国现行桥梁设计规范中锚固损失计算方法的近似程度。研究结果表明：反摩阻作用小

于摩阻作用；我国现行铁路桥梁设计规范中的锚固损失计算方法具有较高的精度，求得的钢束端部锚固损失计算

值大于精确值，但不超过 10%；我国现行公路桥梁设计规范中的锚固损失计算方法会导致偏差过大，求得的反摩

阻影响长度可超过精确值 50%以上。 
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Abstract: The rigorous formula for calculating the anchorage loss of post-tensioned curved prestressing tendon was 

derived by analyzing the tangential equilibrium condition of micro segment of tendon. The difference between friction 

effect and reverse-friction effect was revealed by comparing the magnitudes between the tendon stress increment and the 

friction loss in the length of reverse-friction effect. The approximation of the method for calculating anchorage loss in 

current bridge design codes in China was commented through numerical examples. The results show that the 

reverse-friction effect is smaller than the friction effect. The method for calculating anchorage loss in current railway 

bridge design code in China has higher precision, and the calculated value of the anchorage loss at ends of tendon is 

larger than the exact value. However, the calculated value does not exceed 10% of the exact value. The method for 

calculating anchorage loss in current highway bridge design code in China can cause excessive deviation and the 

calculated length of reverse-friction effect may exceed the exact value by more than 50%. 
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后张预应力混凝土梁广泛应用于现代桥梁工程

中。预应力钢束从开始张拉至锚固完毕，会产生孔壁

摩阻损失、弹性压缩损失、锚固损失等瞬时预应力损

失，锚固后还会产生因混凝土收缩徐变及钢筋松弛引

起的长期损失。在结构设计时，若对预应力损失估计

过小，将无法保证结构的抗裂性，若预应力损失估计 
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过大，将不利于控制结构反拱变形等，因此，合理计

算各项预应力损失是非常重要的。我国现行公路和铁

路桥梁设计规范对各项预应力损失的计算都制定了相

关条文，但现行规范中对后张梁曲线预应力钢筋(钢束)
考虑反摩阻作用的锚固损失计算规定相差很大而且存

在一定缺陷[1−3]，深入研究锚固损失的合理计算方法是

非常必要的。近年来，不少学者在后张梁钢束锚固损

失方面开展了大量研究工作。张元海等[4−6]在假设钢束

张拉时的摩阻作用与锚固时的反摩阻作用完全相同的

条件下，推导了考虑反摩阻影响的锚固损失近似计算

公式。刘彦等[7−9]在忽略摩阻作用与反摩阻作用之间差

别的基础上，进一步假设钢束有效预应力在张拉端和

锚固端之间按同一条直线分布，推导了锚固损失的简

化计算公式。邵旭东等[10−11]从分析钢束微段的平衡条

件出发，建立了计算曲线钢束锚固损失的一般公式。

周小勇等[12]利用空间曲线预应力钢筋的非均匀B样条

曲线参数方程，建立了预应力钢筋锚固损失的数值计

算公式，可用于任意空间曲线型预应力钢筋，并适合

编程计算。张海义等[13]对采用塑料波纹管与金属波纹

管时的摩阻损失和锚固损失试验研究表明，采用预埋

塑料波纹管时锚固损失可减小约 20%，摩阻损失可减

小约 30%，并对孔道偏差系数和摩阻系数进行了回归

分析。在数值模拟方面，AYOUB 等[14−16]提出了在有

限元分析中模拟锚固损失和摩阻损失的处理方法，通

过在预应力钢筋端部设置弹簧单元来考虑预应力钢筋

的锚固、摩阻及黏结作用。BHARGAVA 等[15]还介绍

了一种间接估算预应力损失的近似方法。张善稳    
等[17−18]研究了曲线桥预应力钢筋张拉阶段的摩阻损

失。SHAO 等[19]提出了一种新型竖向预应力锚固系统，

并对竖向预应力损失进行了实测分析。钟新谷等[20]提

出了一种操作简便且传感器可重复使用的竖向预应力

锚固损失测量方法，并测试了 6 座实桥的竖向预应力

锚固损失，共获得 239 个实测样本，样本检验表明竖

向预应力锚固损失服从皮尔逊 III 型曲线分布，并得到

可靠度为 0.95 的竖向预应力锚固损失具体数值。本文

作者旨在从理论上澄清钢束张拉时的摩阻作用与锚固

时的反摩阻作用之间的差别，从而揭示目前众多文献

在计算锚固损失时所用方法的不合理性，并针对现行

桥梁设计规范中锚固损失计算存在的不足提出改进 
建议。 

 

1  锚固损失的精确分析 

 
图 1(a)所示为两端张拉且对称布置的钢束的左半

部分。端部 AB 段为斜直线，长度为 sz；CD 段为水平

线；BC 段为圆弧线，长度为 sc，对应的圆心角为 α，
半径为 r；钢束不动点 F 至 B 的长度为 sf。在钢束每

一段上设置局部坐标 si(i=1，2，3)，原点位于每段的

起始端处。整体坐标 s 的原点位于端部 A 处。图 1(b)
所示为钢束锚固前和锚固后的应力分布曲线。其中

A'B'C'D'为锚固前的应力分布曲线，它与过 A'点的水

平虚线之间的差值为摩阻损失 σL1，A''B''F'C'D'为锚固

后的应力分布曲线；曲线 A'B'F'与 A''B''F'之间的差值

即为锚固损失 σL2；σ 为钢束中的拉应力；σcon 为锚下

控制应力； B
L1σ 为 B 点的摩阻损失； B

L2σ 为 B 点的锚

固损失； 0
2Lσ 为钢束端部 A 点的锚固损失。与上述 2

条应力分布曲线交点 F'相应的 F 点即为钢束的不动

点，AF 为反摩阻影响长度。为了使理论分析更具一般

性，图 1(b)中绘制的 A'B'F'与 A''B''F'并不具有关于水

平线 F'F''的对称性，这与已有文献中惯用的近似处理

方法不同。 
 

 

(a) 钢束线型简图；(b) 钢束应力分布曲线 

图 1  钢束线型及应力分布曲线 

Fig. 1  Arrangement and stress curve of tendon 

 
为了分析钢束锚固后所受反摩阻作用，首先在钢

束曲线段上 G 点处取微段 ds2，对应的圆心角为 dθ。
图 2 所示为分析微段反摩阻作用的受力简图，图中微

段所受反摩阻力 dF 由 2 部分组成，即由于孔道弯曲

和孔道设计位置偏差引起的摩阻力。dF 的表达式为[1] 
)dd(d 2skNF ⋅+⋅= θμ          (1) 

式中：N 为钢束中的拉力；μ 为钢束与孔壁之间的摩

擦因数；k 为孔道每米局部偏差影响系数。 
由微段的切向平衡条件可知，dF=dN，由式(1)   
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可得 

σ
σθμ ddd 2 =⋅+⋅ sk            (2) 

对式(2)2 边积分，可得 
Cks +=+ σμθ ln2             (3) 

 

 
图 2  钢束微段受力简图 

Fig. 2  Force diagram of micro segment of tendon 

 
式中：C 为积分常数，可由边界条件确定。 

在 圆 弧 段 起 始 点 B 处 ， s2=0 ， θ=0 ，
BB
L2L1con σσσσ −−= ， ])exp(1[ zconL1 ksB −−= σσ 。将上

述边界条件代入式(3)确定积分常数 C 后，可求得圆弧

段上任一点处的锚固损失 σL2(s2)为 
⋅++−= ])(exp[)( z2con2L2 kskss μθσσ  
)exp(}])(2exp[1{ 2L22 ksks B +++− μθσμθ     (4) 

在钢束端部直线段上任一点处取微段 ds1，采用同

样的推演过程，可得钢束端部直线段上任一点处的锚

固损失 σL2(s1)为 
)exp(])2exp([)( 11concon

0
L21L2 kskss −+−= σσσσ  

    (5) 
在式(5)中令 s1=sz，即得 B

L2σ ，再代入式(4)后，可

得 
⋅+−= exp{)( concon

0
2L2L2 σσσσ s  

)exp(}])(2[ z2z2 ksksksks ++++− μθμθ    (6) 
在式(6)中，令 s2=sf，θ=θf(θf 为钢束不动点 F 至圆

弧段起始端 B 相应的圆心角，sf=rθf)，利用钢束在不

动点处的无锚固损失的条件，可将式(5)和式(6)分别改

写为： 
−−= )2exp({)exp()( 11con1L2 kskss σσ  

}])(2exp[ zff ksks ++− μθ          (7) 
⋅++= )exp()( z2con2L2 kskss μθσσ  

}])(2exp[])(2{exp[ zffz2 ksksksks ++−−++− μθμθ  
(8) 

式(7)和式(8)即为当钢束不动点位于圆弧段上时

的锚固损失计算公式，其中只包含了未知量 sf。由于

在上述推演过程中未采用任何假设，故它们为精确  
公式。 

由钢束的变形协调条件可知： 

∫∫ +=⋅ fz  

0 22L2
 

0 11L2p d)(d)(Δ
ss

sssslE σσ     (9) 

式中：Ep为弹性模量；Δl 为锚具变形及钢筋回缩值。 
将式(7)和式(8)代入式(9)，可求得 sf为 

⎥
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(10) 

式中：
rk

ks
k

ks
/

)exp()exp(1 zz

μ
ξ

+
+

−
= ； +

−−
=

k
ks )exp(1 zη  

con

pz Δ
/

)exp(
σμ

lE
rk

ks ⋅
−

+
−

。 

同理，可推导出当钢束不动点位于端部直线段和

中部水平段上时的锚固损失计算公式及不动点位置计

算公式，因篇幅所限，本文只列出最后结果。 
当钢束不动点位于端部直线段时，锚固损失 σL2

及不动点至端部 A 的长度 sf的计算公式为： 
}])(2exp[1{)exp()( 1f1con1L2 sskkss −−−−= σσ   (11) 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ⋅⋅
−−=

con

p
f

Δ
1ln1

σ
klE

k
s          (12) 

当钢束不动点位于中部水平段时，锚固损失 σL2

及不动点至水平段起点 C 的长度 sf的计算公式为： 
−−= )2exp({)exp()( 11con1L2 kskss σσ  

}])(2exp[ fzc ksksks +++− μα        (13) 
⋅−+= ])/(exp[)( z2con2L2 kssrks μσσ  

}])(2exp[])/(2[exp{ fc2 kskssrk ++−−+− μαμ  
        (14) 

⋅−−−= )exp()( zc3con3L2 kskskss μασσ  
)]2exp()2exp([ f3 ksks −−−         (15) 

λ

λζ
μα

−−
−−−−=

2

czf

11

ln1 kk
kk

sss    (16) 

式中： 

+
+++−

=
k

ksksks )exp()exp(1 zcz μα
λ  

rk
ksksks

/
)exp()exp( zcz

μ
μα

+
++−

；  

+
−−−+−−

=
k

ksksks )exp()exp(1 zcz μαζ  
 

con

pzcz Δ
/

)exp()exp(
σμ

μα lE
rk

ksksks ⋅
−

+
−−−−−

。 

 
钢束张拉时所受的摩阻作用表现为摩阻损失，端

部直线段和圆弧段上任一点处的摩阻损失可分别表 
达为： 
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=−−= ])exp(1[)( 1con1L1 kss σσ  
]1)exp([)exp( 11con −− ksksσ         (17) 

=++−−= }])(exp[1{)( z2con2L1 kskss μθσσ  
]1)exp([])(exp[ z2z2con −++⋅++− ksksksks μθμθσ  

      (18) 
钢束锚固后的反摩阻作用表现为在反摩阻影响长

度范围内钢束应力相对于端部应力的增加。为了与张

拉时的摩阻损失相对应，本文将这种反摩阻作用称为

反摩阻损失，用 σLT 表示。由图 1(b)可知端部直线段

和圆弧段上的反摩阻损失可表达为： 
)()()( 1L21L1

0
2L1LT sss σσσσ −−=       (19) 

)()()( 2L22L1
0

2L2LT sss σσσσ −−=       (20) 

式中：0≤s2≤sf，
0
L2σ 可通过令式(7)中的 s1=0 求得，

即 
}])(2exp[1{ zffcon

0
2L ksks ++−−= μθσσ     (21) 

将式(7)，(8)，(17)，(18)和(21)代入式(19)~(20)，
可得反摩阻损失为： 

]1)exp([])(2exp[)( 1zffcon1LT −++−= kskskss μθσσ  
     (22) 
⋅++−= ])(2exp[)( zffcon2LT kskss μθσσ  

]1)exp([ z2 −++ ksksμθ         (23) 
比较式(17)~(18)与式(22)~(23)可知：反摩阻损失

小于摩阻损失，即图 1(b)中的曲线 A'B'F'与 A''B''F'并
不对称于水平线 F'F''，曲线 A''B''F'比 A'B'F'更靠近水

平线 F'F''。当钢束不动点位于端部直线段或中部直线

段时，亦有相同的结论。目前，许多文献在计算锚固

损失时，均假定摩阻作用与反摩阻作用完全相同，这

显然是不合理的。 
 

2  桥梁设计规范中的简化分析方法 
 

我国现行“铁路桥涵钢筋混凝土和预应力混凝土

结构设计规范”(以下简称铁路桥规)[2]附录 D 中给出

了后张法预应力混凝土梁曲线预应力钢筋反向摩阻计

算规定，其基本原理可通过图 3 进行说明。两端张拉

且对称布置的钢束的左半部分如图 3(a)所示，设钢束

不动点 F 位于圆弧段上，不动点 F 至端部 A 点的水平

投影长度为 lm。图 3(b)所示为钢束应力分布曲线，为

了简化计算，将钢束锚固前、后的应力分布曲线分别

用折线 A'B'C'D'和 A''B''F'C'D'近似表达，并假设 A'B'F'
与 A''B''F'对称于水平线 F'F''。采用纵向水平坐标 x 统

一描述钢束任一计算点的位置，则钢束变形协调条件

可近似表达为 

∫=⋅ m 

0 L2p d)(Δ
l

xxlE σ           (24) 

 

 

(a) 钢束线型简图；(b) 钢束应力分布曲线 

图 3  铁路桥规中的钢束简图及应力分布曲线 

Fig. 3  Tendon sketch and stress curve in railway code 

 
由图 3(b)可知： 

))((2d)( L1L11mL11L1m
 

0 L2
m FBBFl

xlxlxx σσσσσ +−−−=∫  

(25) 
式中： F

L1σ 为钢束在 F 点的摩阻损失； 

1con1conL1 ])exp(1[ kxkxB σσσ =−−=  

=+−−= )]}(exp[1{ mmconL1 klF μθσσ  
]/)([ m1mcon klrxl +−μσ  

将式(25)代入式(24)，可求得 lm为 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⋅
=

r
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r
lE

l μμ
σ

2
1

con

p
m

Δ
      (26) 

由图 3(b)可以看出：当钢束锚固后，端部的有效

预应力 0σ 及距端部 x 处的有效预应力 xσ 计算公式分

别为 
=−= F

L1con0 2σσσ  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−− )(221 1mmcon xl

r
kl μσ        (27) 

当 0≤x≤x1时， 
kxxx con0L10 )( σσσσσ +=+=       (28) 

当 x1≤x≤lm时， 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−+=+= kxxx

r
xx )()( 1con0L10

μσσσσσ   (29) 
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当钢束锚固后，端部的锚固损失 0
L2σ 及距离端部

x 处的锚固损失 )(2L xσ 计算公式分别为 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+= )(2 1mmcon

0
L2 xl

r
kl μσσ        (30) 

当 0≤x≤x1时， 
=−= )(2)( L1

0
2LL2 xx σσσ  
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当 x1≤x≤lm时， 
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2LL2 xl
r

kxx −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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μσσσσ  (32) 

式(26)~(29)即为铁路桥规附录 D 中给出的当钢束

不动点位于圆弧段上时的相关公式，而锚固损失计算

式(30)~(32)并未给出。值得注意的是，在铁路桥规附

录 D 中给出的有效预应力 xσ 的公式中，已将锚固损

失 2Lσ 及摩阻损失 1Lσ 扣除，且是将摩阻损失 1Lσ 按照

分段线性分布近似扣除的，这是应用铁路桥规附录 D
中的有效预应力公式时容易忽视的地方。钢束不动点

位于端部直线段和中部水平段上时的锚固损失公式也

容易求得。 
我国现行“公路钢筋混凝土及预应力混凝土桥涵

设计规范”(以下简称公路桥规)[3]附录 D 中给出了预

应力曲线钢筋由锚具变形、钢筋回缩和接缝压缩引起

的考虑反摩阻后的预应力损失简化计算规定。如图 4
所示，将钢束张拉后锚固前的有效预应力分布曲线近

似用直线 AB 表示，其斜率为 l/)( Lcond σσσ −= 。图

4 中， Lσ 为钢束扣除沿程摩阻损失后锚固端的有效预

应力；l 为钢束张拉端至锚固端的水平距离；lf 表示钢

束不动点至端部的水平距离，即沿水平方向度量的反

摩阻影响长度。钢束锚固后在反摩阻影响长度 lf 范围

内的应力分布曲线近似用直线 A'F 表示，并假设直线

FA′ 与 AF 对称于过 F 点的水平线，则钢束在张拉端 
 

 
图 4  公路桥规中的钢束锚固损失计算简图 

Fig. 4  Diagram of tendon anchorage loss in highway code 

的锚固损失为 

df
0
L2 2 σσ l=              (33) 

由钢束的变形协调条件可知： 

2/d)(Δ f
0

2L
 

0 L2p
f lxxlE

l
σσ ==⋅ ∫      (34) 

将式(33)代入式(34)，可得 

d

p
f

Δ
σ

lE
l

⋅
=              (35) 

钢束在反摩阻影响长度范围内任意位置的锚固损

失 )(2L xσ 可按下式计算： 

f

f0
2L2L )(

l
xlx −

⋅= σσ            (36) 

式(33)~(36)即为公路桥规附录 D 中给出的锚固损

失计算公式。 
将现行桥梁设计规范中的钢束锚固损失计算方法

与本文提出的锚固损失精确计算方法进行对比可知，

现行桥梁设计规范中锚固损失计算方法的不合理性和

近似性主要表现在以下 3 个方面：1) 忽视钢束锚固后

的反摩阻作用小于张拉时的摩阻作用，认为摩阻作用

与反摩阻作用完全相同；2) 铁路桥规中将钢束锚固前

和锚固后实际按指数函数分布的应力曲线近似用折线

代替，而公路桥规中甚至将钢束锚固前自张拉端至锚

固端全长范围内的应力分布用同一条直线代替；3) 无
论钢束曲线的弯曲程度如何，一律用沿梁轴方向的钢

束投影长度代替其实际长度，这会影响到按钢束变形

协调条件计算不动点位置时的准确性，从而使锚固损

失计算结果具有近似性。 
 

3  数值算例 
 

作为数值算例，选取小凌河特大桥 32 m 预应力混

凝土简支箱梁的 N4 钢束[5]，用本文方法和桥梁设计规

范中的方法对其锚固损失进行计算比较。钢束 N4 的

线型布置如图 5 所示，由于左右对称，故图 5 中只画

出了左半部分。钢束采用两端同时张拉，弹性模量

Ep=195 GPa，锚下控制应力 σcon=1 250 MPa，一端的

锚具变形及钢筋回缩值 Δ l=6.8  mm，摩擦因数

μ=0.265，孔道每米局部偏差影响系数 k=0.003。表 1 
 

 
图 5  钢束布置简图(单位：m) 

Fig. 5  Arrangement diagram of tendon 
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表 1  按不同方法计算的锚固损失结果比较 

Table 1  Comparison of calculated anchorage loss by different methods 

计算方法 
lf  σL2(A) σL2(B)  σL2(C) 

计算值/m 相对误差/%  计算值/MPa 相对误差/% 计算值/MPa 相对误差/%  计算值/MPa 相对误差/%

本文方法 6.97 0  300.77 0 285.12 0  3.92 0 

铁路桥规 6.33 −9.2  324.63 7.9 308.50 8.2  0 −100 

公路桥规 10.51 50.7  252.39 −16.1 200.72 −29.6  99.21 2 430.9 

 

所示为按 3 种方法计算的锚固损失结果。钢束的 3 个

计算点以 A，B 和 C 表示，依次代表钢束端部、端部

斜直线段与圆弧段的分界点及圆弧段与中部水平直线

段分界点，相应的锚固损失分别以 σL2(A)，σL2(B)和
σL2(C)表示。表中的相对误差为比较项与本文方法计

算值之差再与本文方法计算值之比。 
由表 1 可以看出：按铁路桥规的计算结果与本文

精确方法计算结果总体上较接近，而按公路桥规的计

算结果与本文计算结果之间有很大的偏差，反摩阻影

响长度计算值的偏差甚至超过了 50%。按铁路桥规计

算的钢束端部及斜直线段与圆弧段交界处的锚固损失

都大于本文方法计算值，但均未超过 10%。按公路桥

规求得上述 2 个计算点处的锚固损失都小于本文方法

计算值，尤其在钢束斜直线段与圆弧段交界处的锚固

损失偏小约 30%。显然，按公路桥规方法计算锚固损

失将导致严重偏差，尤其在梁体的抗裂性验算方面会

带来很大隐患。由于铁路桥规中的锚固损失计算方法

具有相对较高的计算精度，且应用方便，建议在公路

预应力混凝土桥梁设计中采用。为使按铁路桥规方法

计算的锚固损失更接近于精确值，可在铁路桥规中的

锚固损失计算公式基础上引入小于 1.0 的修正系数。

至于修正系数的具体数值，尚需进一步研究。 
 

4  结论 
 

1) 从分析曲线预应力钢束微段的平衡条件出发，

建立了锚固损失的精确计算公式，在此基础上，进一

步分析了摩阻作用与反摩阻作用之间的差别，得出反

摩阻作用小于摩阻作用。 
2) 中国现行“铁路桥涵钢筋混凝土及预应力混凝

土结构设计规范”中给出的后张预应力混凝土梁曲线

钢束反向摩阻计算方法具有较高的计算精度，而现行

“公路钢筋混凝土及预应力混凝土桥涵设计规范”中

给出的计算方法会导致锚固损失计算结果偏差很大。 
3) 按现行铁路桥规中的方法求得的预应力钢束

端部附近的锚固损失计算值大于精确值，可通过乘以

小于 1.0 的修正系数进行修正，但修正系数的具体数

值尚需进一步研究。 
4) 按现行公路桥规中给出的简化公式计算的反

摩阻影响长度可超过精确值 50%以上，在目前尚无更

成熟的简化计算方法的情况下设计公路桥梁时，建议

参照现行铁路桥梁设计规范计算预应力钢束的锚固 
损失。 
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