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Chapter 3 复变函数级数 

Abstract：简介解析函数的性质，尤其是解析函数最重要的表达形式之一的

幂级数(power series) 的重要性质。重点讲述解析函数在常点附近展开为 Taylor

级数和在孤立奇点附近展开为 Laurent 级数。最后讨论单值函数孤立奇点的分类。 

Motivation：引论中讲过，一方面，物理学家力求 ( )k

k

k

a z b （将此 sum

表达为一个简单的函数）；但另一方面，有些物理上的表示（例如求解方程和方

程的解等）相当复杂，人们不得不反过来做级数展开。有趣的是，大部分情况下

级数的前一、二项就解决问题了（物理误差范围以内）。这不但对收敛快的级数

是如此，况且对发散级数尤要 cut off！--多项式展开。更有趣的是，这样便构成

了本征函数系—早已存在的数学理论，物理理论和实验的核心目标，see part II）。 
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 三角函数级数。 

一般级数：…… 

 

解析项级数：1.一般级数，2.幂级数。 

问题：设有序列
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1, , , ,
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  ，Key：divergence 发散. 
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    这是 log 发散。

而
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convergence，且  
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 绝对收敛。  p  称为

Riemann zeta function. 1p  ：
1 1

pn n
 ，而

1
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n n





 发散（调和级数，和谐级数？）。 
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 发散 ( 1)p  . 但是 1p  为何收敛呢？ 
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此几何级数收敛  1p  ，
1

1
p

n n





 收敛  1p  。 

再问一致收敛呢？要有  , N  学说，而非 N [See (Sub. 1.3) below]. 

在C平面
 

Re Im ,p p i p  Re 1p  有无穷多个奇点。 2 ( 1,2, )p n n  是  p

的零点，其它零点落在0 Re 1.p  Riemann 假设：上述零点全部在Re 1/ 2.p 
 

一、 级数的基本概念与性质 (Basic concepts and properties of series) 

1. 复数序列 

（1） 定义：按照一定顺序排列的复数 nnn ibaz  ， ,2,1n ，称为复

数序列，记为 nz 。 

一个复数序列完全等价于两个实数序列。 

（2） 聚点：给定复数序列 nz ，若存在复数 z ，对于 0 ，恒有无

穷多个 nz 满足  zzn ，则称 z 为 nz 的一个聚点（或极限点）。

一个序列可以有不止一个聚点，例如序列 ,
7

6
,

6

5
,

5

4
,

4

3
,

3

2
,

2

1
 就有两

个聚点， 1 。 

（3） 有界序列和无界序列：给定复数序列 nz ，若存在一个正数M ，

对所有的 n 都有 Mzn  ，称为序列有界；否则称为序列无界。 

（4） 极限：给定复数序列 nz ，如果对 0 ，自然数 N ，使得只

要 Nn  ，就有  Azn ，则称 nz 收敛于 A，记为 Azn
n




lim 。 

一个序列的极限必然是这个序列的聚点，而且是唯一的聚点。 
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显然，如果写成 nnn ibaz  ， ibaA  ，则 
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例如，对于点列 n ，有 
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且不存在

n
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（5）序列极限存在（序列收敛）的 Cauchy 充要条件：任给 0 ，存在

正整数 N ，使对于任意正整数 p ，有  NpN zz . 

    一个无界序列不可能是收敛的。 

   2． 复数项级数 

复数项级数的收敛：一个复数级数，
1 2

1

k k
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z z z z




    ，如果它的

部分和 



n

k

kn zS
1

所构成的序列 nS 收敛，即有极限 SSn
n




lim ，则称

级数


1k

kz 收敛，而序列 nS 的极限 S 称为级数


1k

kz 的和；如果级数

n
n

S


lim 不存在（无穷或不定），则称


1k

kz 发散。 

注： 
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k zizz ，因此，一个复数级数完全等价于两个实

数级数。若


1

Re
k

kz ，


1

Im
k

kz 都收敛，则


1k

kz 收敛；若


1

Re
k

kz ，




1

Im
k

kz 至少有一个发散，则


1k

kz 发散。 




1k

kz 收敛的充要条件（Cauchy 收敛判据）：任给 0 ，存在正整数 N ，

使对于任意正整数 1,p   有 




pN

Nk

kz
1

. 

    特别是，令 1p ，则得到级数收敛的必要条件： 0lim 


k
k

z . 
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绝对收敛：如果


1k

kz 收敛，则称


1k

kz 绝对收敛。 

  绝对收敛的性质： 

 绝对收敛的级数一定收敛（因为：  








pn

nk

k

pn

nk

k zz
11

），反之不定。 

 绝对收敛的级数可以改换求和次序。特别是，可

以把一个收敛级数拆成几个子级数，每个子级数

仍绝对收敛。 

 两个绝对收敛级数的积仍然绝对收敛。 

例如， 





0

1

n

naS ， 





0

2

l

lbS 是绝对收敛的，则

[注意最后一步的 l k n  及 n 的取值范围] 

1 2

0 0 0 0 0 0

.
k

n l n l n k n

n l n l k n

S S a b a b a b
    



     

       | |( 0)lb  因为 | |na 和 | |lb

构成的实数级数收敛，所以 | |n k na b  构成的实数级数也收敛。 

由于


1k

kz 是一个实数级数，而且是一个正项级数，因此高等数学中任何一种

正项级数的收敛判别法都可用来判别一个复数项级数是否绝对收敛。 

下面列出了一些常用的收敛判别法（自证或者查资料证明之） 

比较判别法：若 kk vu  ，而


1k

kv 收敛，则


1k

ku 收敛； 

若 kk vu  ，而


1k

kv 发散，则


1k

ku 发散； 

比值判别法（D’Alembert 判别法）：若 1lim
1





l

u

u

k

k

k
，则



1k

ku 收敛； 

            若 1lim
1





l

u

u

k

k

k
，则



1k

ku 发散； 

若 1lim
1





l

u

u

k

k

k
， 



1k

ku 可能收敛，也可能发散； 
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根值判别法（Cauchy 判别法）：若 1lim
1




k
k

k
u ，则



1k

ku 收敛； 

            若 1lim
1




k
k

k
u ，则



1k

ku 发散； 

若 1lim
1




k
k

k
u ， 



1k

ku 可能收敛，也可能发散； 

Gauss 判别法：如果（至少 n 充分大） 
2

1

1
1n

n

u
O

u n n





 
    

 
，则当 1 时，




1n

nu 收敛（相当于 1 1n

n

u

u

  ）；而当 1 时，


1n

nu 发散。 

   3． 复变函数级数（设 )(zuk 为域 D 中的连续函数， 1,2,k  ） 

      函数级数的收敛：如果对于 D 中的一点 0z ，级数  


1

0

k

k zu 收敛，则称级数

 


1k

k zu 在 0z 点收敛；反之  


1

0

k

k zu 发散，则称  


1k

k zu 在 0z 点发散。 

              如果级数  


1k

k zu 在D中的每一点都收敛，则称级数在D内收敛。

其和函数 )(zS 是 D 内的单值函数。 

一致收敛：如果对于任意给定的 0 ，存在一个与 z 无关的 )(N ，使当

)(Nn  时，对于任意正整数 1,p  




pn

nk

k zu
1

)( 对 D 中每一点 z 均成

立，则称级数  


1k

k zu 在 D 内一致收敛。 

（X）一致收敛级数的性质： 

 一致收敛的概念总是和一定区域联系在一起的，级数的一致收敛性质是它在一定区域内

的性质。 

 （*）若在区域 D 内满足 kk azu )( ， ka 与 z 无关 ( 1,2, ),k  且


1k

ka 收敛，则
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1k

k zu 绝对且一致收敛。（Weierstrass 的 M 判别法） 

 连续性：如果 ( ) 1,2,ku z k （ ）在 D 内连续，级数  


1k

k zu 在 D 内一致收敛，则其和

函数  





1

)(
k

k zuzS 也在 D 内连续。 

 这个性质告诉我们，如果级数的每一项都是连续函数，则一致连续级数可以逐项求极限，

或者说“求极限”与“求级数和”可以交换次序。即， 











11

)(lim)(lim
00 k

k
zz

k

k
zz

zuzu . 

 逐项求积分：设 C 是区域 D 内一条分段光滑曲线，如果 ( ) 1,2,ku z k （ ）在 C 上连

续， 则对于 C 上一致收敛级数  


1k

k zu 可以逐项积分，
1 1

( )d ( )d .k k
C C

k k

u z z u z z
 

 

    

 逐项求导数（Weierstrass 定理）：设 ( ) 1,2,ku z k （ ）在 D 中单值解析，  


1k

k zu 在D

中一致收敛，则此级数之和  





1

)(
k

k zuzf 是 D 内的解析函数， )(zf 可逐项求导，

求导后的级数在 D 中的任意闭区域中一致收敛。 ( ) ( )

1

( ) ( ).m m

k

k

f z u z




  

       [上面这些性质的证明见《数学物理方法》，北大 吴崇试，高等教育出版社。] 

函数 ( )f x 在 0x 处连续即
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 可表述为：对任意给定的 0  ，总存在

0  ，当
2 1x x   时，使得

2 1( ) ( )f x f x   成立。 

一致连续： 不依赖于 x . 例如：
1

( )f x
x

 ， (0,1)x ，
2 1x x x     ， f   . 

对任意小的正数 ，
2 1 1 2

1 1 x
f

x x x x



     ， 1 2( , )x x  ，所以连续，但并非一致连续。 

因为当 1 2,x x     时，
( )

f



 

  
.若   ，则连续; 若  ，则

1
1f 


. 

康托尔(Couter)定理：在有界闭区域上有意义的连续函数在此闭区间上一致连续。 
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二、 幂级数( Power series) 

1．定义：以幂函数  kbz  为一般项的级数  





0

)(
k

k

k bzazf 称为以b 为中

心的幂级数。反之，函数 ( )f z 在 z b 附近的 Taylor 级数展开，其系数为

0,1,2,ka k （ ）. 

2．幂级数的收敛性： 

Abel 定理：如果级数  





0k

k

k bza 在某点 0z 收敛，则

该级数在圆域 bzbz  0 内绝对收敛，而且在

)(  0 bzrrbz  内一致收敛。 

证明：因为  





0k

k

k bza 在 0z 点收敛，故一定满足必

要条件，   0lim 0 


k

k
k

bza . 

因此存在正数 M，使得，   Mbza
k

k 0 ),2,1,0( k ，于是， 

   
kk

k

k

k

k
bz

bz
M

bz

bz
bzabza











00

0 . 

当
0

| | 1
z b

Z
z b


 


，即 bzbz  0 时，几何级数



 



0 0k

k

bz

bz
收敛，故  






0k

k

k bza

在圆 bzbz  0 内绝对收敛。 

而当 bzrbz  0 时，  
k

k
k

k

bz

r
Mbza




0

，而常数项级数


 0 0k
k

k

bz

r
收

敛，故根据 Weierstrass 的 M 判别法，  





0k

k

k bza 在圆 )(  0 bzrrbz  内

一致收敛。 

推论一：如果级数  





0k

k

k bza 在某点 0z 发散，则该级数在圆域

bzbz  0 外处处发散。 
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当 1z  时 ，
0

1

1

n

n

z
z








 ( 1z  外 处 处 发 散 ） ; 当 1z  时 ，

1
0 0

1 1 1 1 1 1

11
1

n n
n nz z z z z

z

 


 

     



  ( 1z  内处处发散）。 

推论二：对于幂级数  





0k

k

k bza ，必存在一个实数 0R ，使得在圆

Rbz  内级数处处收敛，同时在圆 Rbz  外级数处处发散。 

*  这个圆 Rbz  称为  





0k

k

k bza 的收敛圆，而半径R称为收敛半径。 

** 收敛半径的求法，虽然有紧接着下面的常规方法，但是见 p.11 的第二

个菱形的非常规方法更有效。 

3．幂级数的收敛圆和收敛半径： 

在讨论幂级数的性质时，首先应当求出收敛圆及其收敛半径： 

（1）
1

lim





n

n

n a

a
R ，这是因为，根据 D’Alembert 判别法，有 

 
 

1limlim 1

1

1 


 








n

n

nn

n

n

n

n a

a
bz

bza

bza
时级数收敛。因此得 

1

lim





n

n

n a

a
Rbz . 

（2）
n

n
n a

R
1

lim


 ，这是因为，根据 Cauchy 判别法，有 

  1limlim 


n
n

n

n
n

n
n

abzbza 时级数收敛。因此得 

n
n

n a
Rbz

1
lim


 . 

4．幂级数  





0k

k

k bza 在收敛区域内的性质： 

 在收敛圆内绝对收敛，在收敛圆内的任何闭圆域上一致收敛。[Abel theorem]. 

 和函数在收敛圆内解析。[因幂级数的每一项都是解析函数，由 Abel 定理知幂
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级数在其收敛域的任一闭区域中一致收敛，再由 Weierstrass 定理知其解析] 

 和函数在收敛圆内可逐项积分、逐项求导任意次。[同上证明] 
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 积分和求导后级数的收敛半径不变。[直接求出收敛半径即可] 

   例：设幂级数


0n

n

nzc 的收敛半径为R，求下列幂级数的收敛半径。 

（1）


0n

n

n

k zcn （ k 为实数）； （2）  





0

12
n

n

n

n zc . 

解： （1） n

k

n cna  ， 

 
1

1 1 11

lim lim lim lim
11

kk

n n n n

k
n n n n

n n nn

a n c c cn
R R

a n c cn c   
  

 
     

 
. 

（2）  2 1 ,n

n na c   

    

   
2

1 1 1 1
lim lim lim .

22 12 1
n n n nnn nnnn nn

R R
a cc

  
   



 

 

注：幂级数在收敛圆内的任何闭区域内是绝对且一致收敛的，因此， 

①� 逐次求积分和导数任意次； 

②� 收敛圆内是解析函数，因而可求收敛半径。（即，p.11 的第二个菱形） 

 

三、解析函数的 Taylor 级数展开(Expand to the Taylor series) 

前面我们看到，一个幂级数在它的收敛圆内代表一个解析函数（虽然我

们的课程目标是关注函数的非解析性）。现在，我们要提一个相反的问题

（inversion problem）：如何把一个解析函数表示成幂级数？ 

1. 解析函数的 Taylor 级数:（有限远常点附近的级数展开） 
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Cauchy-Taylor 定理： 设函数 )(zf 在圆域 D： Rbz  内是解析的，则 )(zf

可以在 D 内展开为绝对收敛且一致收敛的幂级数  





0

)(
k

k

k bzazf ，其中

 

( )

1

1 ( ) ( )
d 0,1,2,

2 !

k

k kC

f f b
a k

i kb




 


  


 （ ），并且这样的展开是唯一的。 

证明：我们要证明对任何 RR 1
（D 内任 

意一闭区域），所展开的幂级数在闭圆域  

D1： 1Rbz  上是绝对且一致收敛的。 

在 1R 和R之间取一圆
1RC  ： 

1Rb  ，根据 Cauchy 积分公式，有 

    





1

d
)(

2

1
)(

RC
z

f

i
zf 






， 

其中 z 是闭圆域 1Rbz  内的任一点。 

因为
0

1
(| | 1)

1

k

k

Z Z
Z





 
   
  

    0

1 1 1 1 1
,

1

k

k

z b

z bz b z b b b b

b

    







 
           



  

其中 1
1

1 







R

R

b

bz


，即级数













0 1

1

k

k

R

R
是收敛的。根据 Weierstrass 的 M 判别法，

级数
















0k

k

b

bz


是绝对且一致收敛的。那么

 
 

)(
0

1



f

b

bz

k
k

k



















也是一致收敛

的 [一致收敛级数的每一项乘以同一有界函数仍为一致收敛级数]，因此可以

逐项积分，于是 

 

 

 
   

1 1

1

1
0

1
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1 ( ) 1
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2 2
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f z f

i z i b

f
z b a z b

i b
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其中        
  !

)(
d

)(

2

1 )(

1

1

k

bf

b

f

i
a

k

C

kk

R




 










 

(最后一步用到了 k 阶导数的 Cauchy 积分式, 0,1,2,k  , see Chapt 2. P.11)。由于

)(f 是解析的，它必是连续的，因此 Mf )( ，利用 Cauchy 不等式(see Chapt  

2. P.13)，有 
 k

k

R

Mk
bf

1

)( !
)(


 ，所以 

( )

1

1

( )
( ) 0,1,2,

!

k
k

k Rf b
z b M k

k R

 
   

 
（ ）. 

因为级数












0 1

1

k

k

R

R
是收敛的，所以幂级数






0

)(

)(
!

)(

k

k
k

bz
k

bf
在闭圆域

1Rbz  上是绝对且一致收敛的。 

下面证明展开的唯一性： 

假设两个级数在区域 1Rbz  都收敛到 )(zf ， 

   









00

)(
k

k

k

k

k

k bzcbzazf ， 

取极限 bz  ，由于级数在收敛域内是一致收敛的，故有 

0 0 ( ).a c f b   

逐项微商，再取极限 bz  ，又得 )(11 bfca  . 

如此继续，即可证得，
!

)()(

k

bf
ca

k

kk  （展开了且用中心值 z b 确定）. 

 Cauchy-Taylor 定理的唯一性告诉我们： 

（1）可以用任何方便的方法来求其展开系数。 

（2）如果在同一点展开的两个 Taylor 级数，则可以逐项比较系数。 

 因为 Taylor 级数在其收敛圆内是一个解析函数，所以被展开的函数如果有奇

点的话，只能在收敛圆上或收敛圆外。因此，函数展开为 Taylor 级数，其

最大收敛半径必等于展开中心到被展开函数最近的奇点的距离。 

例1. 





 0

2

2
)1(

1

1

n

nn z
z

，奇点为 iz  ，因此收敛半径 1 iR . 

而在实数范围内，就不能理解收敛半径为何是 1 了， 因为函数 )1(1 2x  
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在整个实轴上都是连续可导、并且任意阶导数都是存在的。 

例2. 函数 ( )
1

tz

z

ze
f z

e



的幂级数为

0

( ) ( )
!

n

n

n

z
f z B t

n





 ，其中 ( )nB t 为

Bernoulli 多项式（虽然它已知，但是写不出其通项，更写不出末项）。 

由 1 0ze   解得 2 ( 0, 1, 2, )kz i k k    。所以 2 .R  （分子有 z ） 

推论：假如 Taylor 级数展开的函数 ( )f z 在 z b

邻 域 为 零 ， 则 ( ) 0,f z  即

0 ( 0,1,2, ).ka k  解析函数一致性定理 

证明：  

 
1

1 ( ')
d ' 0 [ ( ') 0],

2 '
b

k k

C

f
a f

i b


 

 


  


  

           而
 

1

1 ( )
d .

2
k k

C

f
a I

i b




 


 


  

因为 ( )f z 在D 内解析，函数 ( ) /( )f z b   

除 b  点外解析，所以 C 内函数 ( ) /( )f z b  解析。由于边界值 ( ') 0f    

决定了其内部值，所以 0 0 ( ) 0.kI a f z      

根据 Taylor 级数公式，容易求得常见的几个函数的 Taylor 级数： 







0 !n

n
z

n

z
e ，（ z ） 











0

12

)!12(
)1(sin

n

n
n

n

z
z ，（ z ） 







0

2

)!2(
)1(cos

n

n
n

n

z
z ，（ z ） 







 01

1

n

nz
z

，（ 1z ）. 

例：证明 zizeiz sincos  . 

证明： 
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2 2 1

0 0 0

2 2 1

0 0

! 2 ! 2 1 !

1 1
cos sin .

2 ! 2 1 !

n k k

iz

n k k

k k

k k

k k

iz iz iz
e

n k k

z i z z i z
k k


  

  

 


 

  


 
   



  

 

 

2. 多值函数的 Taylor 级数（有限远常点附近的级数展开）： 

     对于多值函数，在确定单值分支后，可以象单值函数一样展开。 

例 1：在 0z 的邻域展开 )1ln( z . 

解： )1ln( z 的支点为 1z 和 z ，由 1z 沿负实轴到 z 作割线 

（当然有其它作法，只是这样作割线，其收敛半径最大）。 

取单值分支：规定上岸   )1arg( z ，

则下岸   )1arg( z . 因此， 

 iez  1  )(   ，那么 

0110 iez  . 于是 

0)1ln()1ln( 0

0




i

z
ez . 

又  
 

 

1

0 0

1
1

0

d ( 1) ( 1)!
ln(1 )

d 1

( 1) ( 1)!
( 1) ( 1)!

1 1 1

n n

nn

z z

n
n

n
i

n
z

z z

n
n

e



 




 
 



 
   

  

 

于是， 








 





1

1

1

1 )1(

!

)!1()1(
)1ln(

n

n
n

n

n
n

z
n

z
n

n
z  [ 1, 1( 0 1)z R z    ]. 

自证：若取另一单值分支：规定上岸  3)1arg(  z ，则下岸

arg(1 )z     .因此，  iez  1  )3(   . 那么， 2110 iez  （此

2 是因为再加上 就有上岸的3 ）. 于是 iez i

z
 2)1ln()1ln( 2

0



. 

又 
   

)!1()1(
111

)!1()1(

1

)!1()1(
)1ln(

d

d 1

2

1

0

1

0










 









n
e

n

z

n
z

z

n

ni

n

z

n

n

z

n

n
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于是 








 





1

1

1

1 )1(
2

!

)!1()1(
2)1ln(

n

n
n

n

n
n

z
n

iz
n

n
iz   （ 1z ） 

还可取其他分支: 







1

1)1(
2)1ln(

n

n
n

z
n

ikz  . 

（X）例 2：在 0z 的邻域展开 )1( z （ 为非整数）。 

解： )1( z 的支点为 1z 和 z ，由 1z 沿负实轴到 z 作割线（当然有

其它作法，只是这样作割线，其收敛半径最大）。 

取单值分支：规定上岸   )1arg( z ，则下岸   )1arg( z . 因此，

 iez  1  )(   . 那么， 0110 iez  . 于是 

1)1()1( 0

0




 i

z
ez , 

    
 








10

11

1

0

1111)1(
d

d
0

i

ez
z

ezz
z i

, 

     

 

0

2
22 0

2
1 1

0

d
(1 ) 1 1 1 1 1 1

d

1 ,

i

i

z e
z

z z e
z

    

 



  


         

 

 

… … 

    

   

01 1
0

d
(1 ) 1 1 1

d

1 1 .

i

n
n

n
z e

z

z n z
z

n

   

  



  


     

   

 

因此，
 









1 !

)1(1
1)1(

n

nz
n

n
z

 
  ( 1).z   

若取另一单值分支：规定上岸  3)1arg(  z ，则下岸   )1arg( z .

因此  iez  1  )3(   . 那么 2110 iez  . 于是 





22

1
)1()1(

2

ii

ez
eez

i



， 

    

   

21 1
0

2

d
(1 ) 1 1 1

d

1 1 .

i

n
n

n
z e

z

i

z n z
z

n e
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因此，
 








 
 



1

2

!

)1(1
1)1(

n

ni z
n

n
ez

 
  ( 1).z   

3. 在无穷远点的 Taylor 展开（解析函数的 Taylor 级数展开）： 

如果 )(zf 在 z 解析，则也可以在 z 展开成 Taylor 级数。 

作变换
t

z
1

 ，则 








t
f

1
在 0t 点解析，将 









t
f

1
在 0t 点展开成 Taylor

级数，故 













0

1

k

k

kta
t

f ， rt  .  

则   





0k

k

k

z

a
zf ，

r
z

1
 . 

)(zf 在点的 Taylor 级数只有常数项和负幂项。 

例：
1

0 0

1 1 1 1 1 1
(| | 1).

1 1 1/ k k
k k

z
z z z z z z

 


 

 
    

 
   

四． 解析函数的 Laurent 级数展开 (Expand to the Laurent series) 

Review： , ( ) ( , ) ( , )z x iy f z u x y iv x y    . 

CRCs： , .x y y xu v u v    

CI: ( )d 0.
l

f z z


  CIF: ( )

1

1 ( ) ! ( )
( ) d , ( ) d .

2 2 ( )

n

nl l

f n f
f z f z

i z i z

 
 

   
  

 
    

1,

d
2 ;

( )
nnl

z
i

z a
 




 1( ) d 2 ;n

nl
n

c z a z ic







   （留数 1c ） 

0 , lim( ) ( ) :
z a

z a R z a f z A


     ( )d 2 .
l

f z z iA


  

[大圆弧引理 ]：如果 )(zf 在区域 D：  azR ，

21 )arg(   az 上连续，且当 ( D)z z 时， )()( zfaz  一致地趋于 K ，

则  12d)(lim  
iKzzf

RCR
，其中， RC 是以 a 为圆心，R为半径，夹角为 12  

的圆弧: 21 )arg(,   azRaz . 

习题 2.2. 求积分 2

| | 1

1 d
( ) ( 0,1,2, ).n

z

z
I z n

z z
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解：
2 2

2| | 1

(1 ) d
.

n

nz

z z
I

z z



   

令 2 2, , ,i iz Z z e Z e    则
d dZ

,
2

z

z Z
  

2

1| | 1

(1 )
2 dZ ,

2

n

nZ

Z
I

Z
 


  其中前因子 2是

因为 z 的幅角转动一圈时 Z 的幅角转动二圈，而其积分将仅转动一圈。因为

2(1 ) nZ 的 n 次幂的系数为 2 2

(2 )!
,

( !)

n

n

n
c

n
 所以 

( )
2

20

2 (2 )!
(1 ) 2 .

! ( !)

n
n

Z

i n
I Z i

n n





      

 

一个函数除了可以在解析点作 Taylor（圆域内单连通、无奇点）展开外，有

时还需要将它在奇点附近展开成幂级数（环域内解析），此即 Laurent 展开。 

1．Laurent 定理：设函数 )(zf 在环形区域 Rbzr  内是单值解析的，则

)(zf 可 以 在 此 环 形 区 域 内 展 开 为 绝 对 收 敛 且 一 致 收 敛 的 幂 级 数

 





k

k

k bzazf )( ，其中
  



l kk

b

f

i
a 






d

)(

2

1
1

 

[ l 是环域内围绕 bz  一周的任何闭曲线(详见证明

过程，只要 2 1  并且遍及全解析区域—只能围绕

bz  一周)，积分沿逆时针方向]，并且这样的展开

是唯一的。 

证明：这里所谓的在环域 Rbzr  内一致收敛，

意即在任何一个外半径 R2 ，内半径 r1 （点

画线）的闭环域 21   bz 上一致收敛。设 z 是环域 Rbzr  内任一点，

且 21   bz （ 粗 实 线 附 近 ） . 再 取 两 个 圆 ， 1bz ( )z  和

2bz ( )z  （虚线），并满足 11  r 和 R 22  . 

根据复连通 Cauchy 积分公式，有(天衣无缝的手术刀，且两者积分方向相同) 

 





12

d
)(

2

1
d

)(

2

1
)(















 z

f

iz

f

i
zf . 



Methods of Mathematical Physics (2016.09)     Chapter 3 Series of complex variable functions       YLMa@Phys.FDU 

 17 

当 在
1 上时，因为 1

1

| | 1
b

Z
z b






  


，则 






























 0

1

1

111

l

l

bz

b

bz

bz

bbzz




，（内区域出现负幂次！） 

级数在
1 上一致收敛，并且随着

1 的减小，这种收敛愈加增快。 

当 在
2 上时，因为 2

2

| | 1
z b

Z
b



 


  


，则 





























 0

1

1

111

k

k

b

bz

b

b

bzbz 




，（外区域仍然是正幂次！）  

级数在
2 上一致收敛，并且随着 2 的增大，这种收敛愈加增快。 

于是 
 

    



























 00
1

2

2

d
)(

2

1
d

)(

2

1

k

k

k

k

k

k
bzabz

b

f

iz

f

i

















， 

其中
  




2

d
)(

2

1
1








 kk
b

f

i
a ，这是外环线贡献，呈现正幂次。而 

 
 

 
   

1

1

1

( 1)

0

1
1 1

1 ( ) 1 ( )
d d

2 2

1 ( )
d ,

2

l

l
l

k k

kk
k k

f f
z b

i z i b

f
z b a z b

i b






 
 

   




 


 




 


 

 
   

   

 
    

  

 

 

 

上 述 第 一 等 式 用 了 ( )( ) ,    第 二 等 式 用 了 ( 1) ,l k   其 中

  




1

d
)(

2

1
1








 kk
b

f

i
a ，这是内环线贡献，呈现负幂次。把两部分合并起来有 

 





k

k

k bzazf )( 1 2( ),r z b R        
  



l

kk
b

f

i
a 






d

)(

2

1
1

. 

* l 是 1 2( , )  之间即 ( , )r R 之间绕 z b 一周的任意一个正向闭合曲线。 

** 类似 Taylor 级数收敛性的证明，可以证明正幂部分在区域 2bz 上是绝对

且一致收敛的： l 是区域 l r 并且 2 以内走向为规定的正方向。 
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在 l r 区间，设（引进）展开系数回路积分（表达式）中的被积函数为

| | 1( ) ( ) / ( ) k

kF f b     ，则其留数为 | |.ka  这是因为，直观地 

  | || | 1 | | 1( ) ( ) / ( ) / ( ) .
n kk k

k n

n

a
F f b a b b

b
    




 



      


  

虽然 )(zf 在环形区域 Rbzr  内单值解析，但是 ( )kF z 在区域 l r 包括

2 以外以及至 z b 无穷大内，最多有有限阶奇点甚至单值解析。对于外区

域的 ka ，当 0k  时，被积函数 ( )kF  在区域 l r 最多有有限阶奇点。这一点

在下面的例子中要用到[并且 ( )kF  是单值解析的]。 

*** 负幂部分在区域 bz 1 上是绝对且一致收敛的： l 是区域 l R 并且 1 以 

外走向为规定的正方向。 

在 l R 区间，引进函数 | | 1( ) ( )( ) k

kF f z b    ，它的留数为 | |.ka  这是因为 

  | || | 1 | | 1( ) ( )( ) ( ) .
n kk k

k n

n

a
F f b a b b

b
    




 



      


  

( )kF z 在区域 l R 包括 1 以内以及 z b 至零内，最多有有限阶奇点，从而

就可计算了。对于内区域的 ka ，当 0k  时，被积函数 ( )kF  在区域 l R 最多

有有限阶奇点。（内外辩证！）。 

**** 因此 Laurent 级数在环域 21   bz 内绝对且一致收敛。 

下面证明展开的唯一性：设有  





k

k

k bzczf )( （ 21   bz ），以

  1
2




n
bzi 除上式两端，并关于 z 在 l 上积分，有 

 
 

1

1

1 ( ) 1 1
d d 2 ,

2 2 2

k n

k n nnl l
k

f z
z c z b z ic c

i i iz b


  


 




   


   

 
1

1 ( )
d .

2
n nnl

f z
c z a

i z b 
 


 ,

0 ( )

1 ( )
k n

k n

k n



 


为 Kronecker 符号。 

有关 Laurent 级数的几点说明： 

1） Laurent 级数有负幂项（当 z b 不是 )(zf 的奇点时，负幂项系数全部为0 ）。 
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2） 在圆域 rbz  内有奇点。奇点一般在圆 rbz  上，此时
( ) ( )nf b 存在，但是 Cauchy

导数公式不成立。当然，如果 z b 是 ( )f z 的奇点，则
( ) ( )nf b 牙根儿不存在。 

3） b 点不一定是 )(zf 的奇点。如果 r 内部无奇点，则变成 Taylor 级数了。 

4） 级数的收敛域为环。 

5） 系数（即使是正幂项系数） ka 不能写为
!

)()(

k

bf k

. 证明展开的唯一性只能用积分方法，

而 Taylor 级数展开的唯一性既可用微分方法又可用积分方法来证明。 

6） 同一函数在不同环域上的 Laurent 展开有不同形式。 

7） 正幂次项：  
0

k

k

k

a z b




 叫正则部，在 2bz 内部绝对且一致收敛。 

8） 负幂次项：  
1

k

k

k

a z b




 叫主部（表征函数奇异特性时起主要作用的部分），在

1z b   外部绝对且一致收敛。 

例：求函数
  12

52
)(

2

2






zz

zz
zf 在区域 

（1）  z2 ；（2） 21  z  的 Laurent 展式。 

解：
   1

2

2

1

12

52
)(

22

2












zzzz

zz
zf . 

It needs to focus on 2, .z i   根据定义:  

1

1 ( )
( ) ,( 0), d .

2

n

n n nl
n

f z
f z c z b c z

i z






     

(1) 当  z2 时，
  

2

1 2

1 2 5
d

2 2 1R
n nC

z z
c z

i z z z 

 


 
 ， 

其中被积函数 
  

2

1 21 2

2 5 1 1 2
( ) =

2 12 1
n nn

z z
F z

z z zz z z


   
  

    
发生了变化： 

对于 | |nc 即当 0n 时，这个被积函数在 0z  以外的全域是单值解析的。当 0n
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时，求 nc 就简单了。这是因为
  

2

1 2

2 5
lim 0,

2 1nz

z z
z

z z z

 
 

 
 根据大圆弧引理，所以有 

  

2

1 2

2 5
lim d 0,

2 1R
nCR

z z
z

z z z

 


 
  即  ,2,1,0  ,0  ncn .  

由于 l 任意的缘故， l 内部 0z  为 1n 阶奇异，过于复杂（当然本例要求

2 | |z ），其中 RC 最简单。  ,2,1,0  ,0  ncn  表明此级数并无正则部分。 

对于 | |nc 即当 1n   时，这个被积函数在 0z  非奇点，而 2,z i  是 l 内部

( 0 z  )的三个一阶奇点。当 1n   时，求 nc 就简单了。令 1 nm ，则 

11 1 2
d .

2 2 ( )( )

m

m n
l

c c z z
i z z i z i





 
   

   
 挖去三个一阶奇点形成多通区域，由 

 
2

0,
i iC l    

         （see Chapter 2） 

得到（这里先用了留数定理，see Chapter 5，p. 2） 

 

2

2

1

( 2) ( ) | ( ) ( ) | ( ) ( ) |

2 1 .

i il

n z n z i n z i

mm m m

z F z z i F z z i F z

i i

   

  



  

     

   

   
故  

 
 

2

2 1

2                      ( 2 1)
0,1,2, .

2 2 1     ( 2 )

k

m kk

m k
c k

m k
 

  
 

  

 

（2）当 21  z 时， 

1

1 ( ) 1
d (z)d

2 2
n nnl l

f z
c z F z

i z i  
   . 

对 0n ，1 z ， 由复连通区域 Cauchy 定理， 

2

1 1
(z)d (z)d ,

2 2R
n n n

C
c F z F z

i i  
    

其 中 首 项 是 2z  以 外 ， 当 R 时 ，

1
(z)d 0,

2 R
n

C
F z

i
 次项是 2z  以内（相反的方向，

当然 1z  以外），
1 2

1 1 2
( )=

2 1
n n

F z
z z z

 
 

  
仅仅 2z  对积分有贡献；如果选择
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1z  以内，则 0z  是 n 阶奇点，计算繁杂。故
 2

1 1

1 1 1
d .

2 2 2
n n n

c z
i z z  


  

  

这是因为仅仅绕 2z  一周， ( )nF z 中末项积分没有贡献，这里仅仅是其首项贡献。 

对 1n ，1 2,z  由复连通区域 Cauchy 定理，  
' '

0.
i iC l   

        

 
 

1 1

1 1

1 1 1
(z)d (z)d (z)d

2 2 2

1 1
d d

2 ( ) 2 ( )

0            ( 2 1)1 1 1 1
 1,2, .

( ) ( ) 2 1   ( 2 )

i i

i i

n n n n
l

n n

kn n n n

c F z F z F z
i i i

i i
z z

i z z i i z z i

n k
i k

i i i i n k

 

 

  

 



 

 

  

 
 

    
      

      

  

       

如果选择 2z  以外，则 z 是 n 阶奇点，计算繁杂。 

Q: 因故未去听课，所以对 Laurent 级数有很多不懂的地方(问题挺多的，又麻烦老师了)： 

第一点，在证明 Laurent 定理时，最后将正幂部分和负幂部分合并起来时，为什么可以把环路积分路

径统一换成 L？既然这个时候可以换成任意的积分路径，为什么一开始还要区分开用 r1,r2? 

第二点，Laurent 系数为什么不可以写成 f(z)的 k 阶导数比上 K 的阶乘？ 

因为由导数定义，只要 f(z)在 z=b 的邻域内解析，则可导；而 b 点又不一定是奇点。应该说 Laurent

系数不一定能写成那样，而不是不能。 

第三点，同一函数在不同邻域内展开为 Laurent 级数不同，是否是因为其在不同邻域收敛半径不同？ 

第四点，对 Laurent 展开的负幂部分，其收敛域是|1/(z-a)|<δ,即|z-a|>1/δ=r,是否存在 r>R 的情况（R

为正幂部分收敛半径）？可否举出例子？ 

五、Taylor 级数和 Laurent 级数展开的几种常用方法(Usual methods) 

1． 利用几何级数公式（这是常用的方法） 

   





 01

1

n

nz
z

（ 1z ）等等。 

例 1：
2

1

1z 
在1 z 的 Laurent 展式。 

解：
2 2 2 2

0
2

1 1 1 1

11
1

n
nz z z

z






 



 ， ( 1).z   

此展式仅仅有主部，并且有无穷多个项。但是 0z  非奇点，而 1z  
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为奇点，这是因为 1.z   

例 2：求函数
2

1 2
( )

2 1
f z

z z
 

 
在区域（1）  z2 ；（2） 21  z  的

Laurent 展式。 

解：（1）当  z2 时， 

   

2 2 2
0 0

2

1

1 2 2 2
0 0 1 1 1

1 1 2 1 1 2 2 1
( )

2 1
1 1

1 12 2
2 2 ,

n n

n n

n nn n
m

mn n n n
n n n n m

f z
z z z z z z

z z

c z
z z z z

 

 

    


 
    

   
      

    

 
    

 

    

 

其中，
 

 
2

2 1

2                   ( 2 1)
0,1,2,

2 2 1  ( 2 )

k

m kk

m k
c k

m k
 

  
 

  

 同前。 

（2）当 21  z 时，简单的有 

 
 

2 2 2
0 0

2

2

1 2 2 1
0 0 0 1

1 1 2 1 1 2 1
( )

12 2 2
1 1

2

1
2 2 1 .

2 2

n k

n n

nn n
k k

n n n
n n n k

z
f z

z z z z

z

z z
z

z

 

 

   


  
   

   
        

    


      

 

   

 

2． 利用其它初等函数的 Taylor 级数展开式 

例3. 





0

1

!

1

n
n

z

zn
e ，收敛域 

z

1
，即 0.z   

3． 已知级数的逐项求导或逐项积分 

例 4：
 

 





















 01

1

00
2

1
d

d

d

d

1

1

d

d

1

1

n

n

n

n

n

n

n

n znnzz
z

z
zzzz

 ( 1z ). 

例 5：
3

1

( 1)z 
在1 z 内的 Laurent 展式。 

解：
2 2

3 2 2 3
0 0

1 1 d 1 1 d 1 1 1 ( 1)( 2)

( 1) 2 d 1 2 d 2n n
n n

n n

z z z z z z z

 


 

 
  

 
   ( 1z  ). 

例 6：求 ln(1 )z 在 0z  的 Taylor 展式，规定 0ln(1 ) | 0.zz    

解：
1

0 00 0

d ( 1)
ln(1 ) d ( ) ( 1).

1 1

z z n n
n

n n

z
z z

n
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4． 已知级数的相乘或相除 

例 7：
2

1 1 1
( ) .

1 3 2 1 1 2
f z

z z z z
  

   
 

   1

0 0 0 0 0 0 0

( ) 2 2 2 2 1
n

lk l k l l n n n

k l k l n l n

f z z z z z z
     

 

      

 
      

 
     

1
( ),

2
z   Note： : , [0, ];k l n k n l l n     

另外    1

0 0 0

2 1
( ) 2 2 2 1 .

1 2 1

k k k k

k k k

f z z z z
z z

  


  

     
 

    

(x)例 8：
1

1( ) zf z e  在 1z  之 Laurent 展式（习题 3.10）。 

解法一：设
1

t
z

 ， 1( ) ( )
t

tf z e t  在 1t  解析，因而可作 Taylor 展式，

0

( ) n

n

n

t a t




 其中 0 1a  ，因为 
(4)0 : ' '' ''' 1, 1,t            


2 3 4

1 1 1 1
( ) 1 ;

2! 3! 4!
f z

z z z z
       

解法二：因为 

2 3

1 1 11
( )

1
2 3 4 2 4

1 1 1 1 1 1
(1 )(1 )( )

2! 3! 4! 2!

zz z ze e
z z z z z z

   
          

 
2 3 4

1 1 1 1
( ) 1 .

2! 3! 4!
f z

z z z z
       

(x)例 9：求 zcot 在 0z 邻域的 Laurent 级数。 

下面我们用级数除法求解： 

3 5 2 4

1 1 1 1
cot .

1 2 1 2tan
1

3 15 3 15

z
z z

z z z z z

  

     

 

设其分母为 2 41 2
1 1 ,

3 15
z z Z     则 

2 3

2 4 3

1 1
cot (1 )

(1 )

1 1 2 1 1 1 1
[1 ( ) ] .

3 15 9 3 45

z Z Z Z
z Z z

z z z z
z z

     



        

 

例 10：试求函数
1

( )
2

x
z

ze


在0 | |z 内的 Laurent 展式[13.2 节，1（2）p.273
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生成函数，参数
2 2 2 2

2
:

2 2

k x
x E

m mL
  ，无量纲动量。 0: Re ; 0: Im .E x x E x i x    ]. 

解： 2

0

( / 2)
(| | ),

!

x l
z

l

l

x
e z z

l





    （1） 

对于固定的 x 此级数绝对收敛，并且随着 | |z 的减小，这种收敛愈加增快。 

1

2

0

( / 2) 1
( ) (0 | |),

!

x l
lz

l

x
e z

l z

 



     （2） 

对于固定的 x 此级数绝对收敛，并且随着 | |z 的增大，这种收敛愈加增快。 

方法一：方程（1）相乘方程（2）得 

1
( )

2

0 0

( 1)
( ) .

! ! 2

x n
z

l n l nz

l n

x
e z

l n

 
 

 


   

因为此级数是 l nz 
次幂的形式，所以令 .m l n  当对 n 求和时，对于固定的

,l m l n  可正可负,即 Laurent 级数。所以 ( , ),m   而 [0, ).n   因此代 l n m  得 

1
( )

22

0

0 1

( 1)
( )

!( )! 2

( ) ( ) .

x n
z

m n mz

m n

m m

m m

m m

x
e z

n n m

J x z J x z

 


 

 




 

 
  

 

 

 

 

 

     即对于某一个m ，遍及所有n ，再对所有m 求和。我们已定义了 

 

 

2

0

1
( ) ( 0);

! ! 2

n n m

m

n

x
J x m

n n m





  
  

  
  

 

 

2
1

( ) ( 1, , 0).
! ! 2

n n m

m

n m

x
J x m l n m n m

n n m







  
      

  
  

它们称为m 阶 Bessel 函数，记为 ( ),mJ x  其母函数为
1

( )
2 .
x

z
ze



 

(x)方法二：为了得到乘积中某一个正m 幂次项 ( 0)mz m  ， 取方程（2）中

第 n 项与方程（1）中 l n m  的项去相乘，这正好得到
1

( )n n m mz z
z

  项，

注意求和变量为 .n  为了得到乘积中某一个负 h 幂次项 ( 1),hz h   取方程

（1）中第 l 项与方程（2）中n l h  的项去相乘，这正好得到
1

( )l l h hz z
z
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项，这里求和变量为 .l 两项相加得 

1
( )

2 22

0 0 1 0

( 1) ( 1)
( ) ( ) ( ) (0 | | ),

!( )! 2 !( )! 2

x n l
z

m n m h l hz

m n h l

x x
e z z z

n n m l l h

   
  

   

    
        

    
   

     其中首项用了上述分析的 l n m  ，末项用了上述分析的 .n l h    

末项再作变换： , ,h m l n   则 

1 1( )
2 2 | |2

0 0 0

( 1) ( 1)
( ) ( 1) ( ) .

!( )! 2 !( | |)! 2

x n n
z

m n m m m n mz

m n m n

x x
e z z

n n m n n m

   
 

   

    
     

    
     

故    
1

( )
2 ( ) ,
x

z
mz

m

m

e J x z




   

其中 

 

 

 

 

2

0

2

0

1
( ) ,

! ! 2

1
( ) ( 1) ( ), ( 0,1,2, ).

! ! 2

n n m

m

n

n m n m

m

m m

n

x
J x

n n m

x
J x J x m

n n m





 





  
  

  

  
    

  





 

5． 待定系数法 

例 11：求 ztan 在 0z 的 Taylor 级数（习题 3.11）。 

解：分析：由于 ztan 是奇函数，故其在 0z 的 Taylor 级数只有奇次幂，

2 1

2 1

0

tan k

k

k

z a z








 ，其中系数 2 1ka  待定。因为
sin

tan ,
cos

z
z

z
 所以

2 1

2 1

0

sin cos .k

k

k

z z a z








   因为sin ,cosz z 的奇、偶级数已知，所以 

     

 

2 1 2 2 1 2 2 1

2 1 2 1

0 0 0 0 0

2 1

2 1

0 0

( 1) ( 1) ( 1)

2 1 ! 2 ! 2 !

( 1)
,

2 2 !

n l l
n l k k l

k k

n l k l k

n kn
n

k

n k

z z a z a z
n l l

a z
n k

    
   

 

    






 

  
  



 
    

   

 

其中最后一步用到了 .k l n   比较方程两边级数的系数，即得 

   
2 1

0

( 1) ( 1)
( 0,1, 2, ).

2 2 ! 2 1 !

n k nn

k

k

a n
n k n







 
 

 
   (RR) 

          具体地 0n ：                       11 a  
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1n ： 
!3

1

!2

1
31  aa         

3

1
3 a  

2n ： 
!5

1

!2

1

!4

1
531  aaa      

15

2
5 a  

… …（此处省去 N 个字） 

所以  53

15

2

3

1
tan zzzz   (

2


z ). 

由于 11 a ，方程（RR）为系数 2 1ka  的递推式(recurrence relation). 

例 12：求 zcot 在 0z 邻域的 Laurent 级数。 

解：分析：用与上面相似的方法可求得 zcot 在 0z 邻域的 Laurent 级数。

注意 zcot 的最低次幂为 1:
2

3

cos 1 / 2
cot .

sin / 6

z z
z

z z z

 
 

 
  

设 2 1

2 1

0

cot ,k

k

k

z a z








  其中 1 2 11, ( 1,2,3, )ka a k   待定。同理可得 

 3

45

1

3

11
cot zz

z
z    (  z0 ). 

 待定系数法只能用于有限个负幂项（正幂项）的情形。 

 对称性分析。 

6． 其它展开法 

例 13： 5 5

5

1 1
sin ( ) (sin 5 5sin 3 10sin ),

(2 ) 16

iz izz e e z z z
i

      再代

2 1

0

( )
sin

(2 1)!

n n

n

z
z

n









 等等即可展开了。 

例 14：求函数
21

sin
( ) d

1
f z

z







 在 1z  上的 Laurant 展开。 

解：

2

2 2 21

2 2 1 1

2 4 4
0 0

1 sin 1
( ) d 2 sin(1/ )

1/

1 ( 1) ( ) ( 1) 1
2 2 .

(2 1)! (2 1)!

n n n

n
n n

f z i z
z z z

z
i i

z n n z




 



 



   


 

 
 



  
  

 



 
 

六、孤立奇点的分类和特性  

(Classications and characteristics of the isolated singular points) 

1. 孤立奇点的定义： 设 )(zf 为单值函数（或多值函数的一个单值分支），
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但b 点是它的奇点，即除 bz  点以外,在 bz  点邻域内 )(zf 处处可导，则

称b 为 )(zf 的孤立奇点。 

例 1： 0z 点是函数
1

1
z
 的孤立奇点。 0z 点不是函数

1

sin(1/ )z
的孤立

奇点：它的数值不定[看下面的 2 c) 本性奇点]， 0z 为本性奇点。 

如果 bz  是 )(zf 的孤立奇点，则一定存在一个环域 Rbz 0 ，在

此环域内， )(zf 可展开成 Laurent 级数： 

       





n

n

n bzazf )( ，  Rbz 0 . 

正幂部分称为解析部分;负幂部分称为主要部分;两者均在环域 Rbz 0

内解析; )(zf 在 bz  点的奇性完全由主要部分决定。 

 2. 孤立奇点的分类： 

a) 可去奇点：级数中无主部（不含负幂项），即  
0

( ) .
n

n

n

f z a z b




    

例 2：
2 4

0 0

sin
lim lim(1 ) 1,

3! 5!z z

z z z

z 
      因此当约定

0

sin
1

z

z

z 

 时， 0z  是

z

zsin
的可去奇点。 

* b 为 )(zf 的可去奇点 0)(lim azf
bz




（ 0a 为有限复数）。 

证：因为 bz  是可能的孤立奇点，又 0)(lim azf
bz




有限，所以在b 的邻

域有， | ( ) | ,f z M  
  nC nC nn

M
z

bz

zf
z

bz

zf

i
a








  

d
)(

2

1
d

)(

2

1
11

. 

曲线 C： bz . 令 0 ，得 0 1, 2,na n   （ ）,不含负幂项。 

** 约定












bzzf

bzzf
zf

bz
     )(lim

          )(
)( ，则 )(zf 在b 点也解析了(去掉了)。只要

有此约定，可去奇点就不是奇点了。 

  b)极点：级数中只有有限个负幂项，即 
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( )

( ) ,
( )

n

n m
n m

z
f z a z b

z b





  


  

其中 1 0( ) ( ) ( )m

m mz a a z b a z b          为 bz  及其邻域的解析

函数。当 0,1  mam 时，则称 bz  为 )(zf 的 m 阶极点(poles of the order 

of m ). 1m 又称为单极点。 

* bz  为 )(zf 的极点 


)(lim zf
bz

. 

证 ： 因 为 bz  是 孤 立 奇 点 ， 又 


)(lim zf
bz

， 所 以 当 bz

时, ( ) 1,f z M
1 1

1
( )f z M

  ，即 0
)(

1
lim 
 zfbz

.因此 bz  是
)(

1

zf
的可去

奇点，令  





mk

k

k bza
zf )(

1
 ( 0)ma  ， 0

)(

1
lim0 
 zf

a
bz

 ， 1m . 因此上

式又可改写为   )(
)(

1
zbz

zf

m
 ,其中

1
( )~

( )
z

z



， 并且 0)(lim 


m

bz
az ，

)(z 在 bz  及其邻域内解析。因此，   0

0

1
= ( 0) ~ ( )

( )

k

k

k

c z b c z
z








  在 bz 

及其邻域内也解析。所以 = , = :k k m n m nc a c a   

         
0 0

1
( ) .

( )

m m k k m n

k k n m

k k n m

f z z b z b c z b c z b c z b
z

  
  



  

          

    ** 若 z b 是 ( )f z 之m 阶极点，则从   














 


mn

mna

mn

zfbz m

n

bz

                0

      0

               

)(lim  

可确定极点的阶数（ n 为自然数），而无需展开 ( )f z 为 Laurent 式。 

例 3：
2sin

z

z
有极点 z n ( 0,1,2......)n  . 但是 

2

( 1)
lim ( )

1 ( 0)sinz n

nz
z n

nz




 
  


0z  为单极点。 

2

2
lim( ) ( 1)

sinz n

z
z n n n z n

z
  


     为二阶极点。 

*** bz  是 )(zf 的m 阶极点，则 bz  一定是 )(1 zf 的m 阶零点。 
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例 4： nz  是 zzf sin1)(  的一阶极点（单极点） ( 0,1,2, ).n   

1z 是  211)(  zzf 的二阶极点。 

c)本性奇点：级数中有无穷多个负幂项，即  





n

n

n bzazf )( . 

* b 为 )(zf 的本性奇点 )(lim zf
bz

不存在[换句话说， bz  的方式

不同， )(zf 趋于不同的值]。 

例 5： 0z 是
1

0

1

!
z

n
n

e
n z





  (  z0 )的本性奇点。 

当 z 沿正实轴趋于 0 时， ze

1

； 

当 z 沿负实轴趋于 0 时， 0

1

ze ； 

当 z 沿虚轴趋于 0 时，   ze

1

不趋于一个确定的数； 

特别是，当 z 以序列  2 1,2,i n n  趋于 0 时，     1

1

ze ； 

当 z 以序列  (2 1) 1,2,i n n   趋于 0 时， 1

1

ze ； 

当 z 以序列  /( 1/ 2) 1,2,i n n   趋于 0 时， ie z 
1

. 

Picard 定理：若 z b 是 ( )f z 的本性奇点，则在b 点的任意小的邻域内， ( )f z  

可以无限次地取任何一个数。 

( 1) 1,( 0, 1, 2, );n n     ，实数空间  

1
2

arg

(2 arg )

| | , ( 1/ 2 : =even );

| | , ( 0, 1, 2, ).

i a

i n a

a e n n
a

a e n



  





 
 

   

，无穷个相位，两类数：+ ，-: =odd

任意实数, ，复数空间

 

还有 e.g., 2( ) 1f z z  ， 复平面上单枝单值解析  

 
1/2 1/2[( 1) -- , ( 1) ]i i     基本定义 . 

d)无穷远点 (Chapter 1:无穷远点只有一个，其模  ，而幅角不定): 

      如果 z 是 )(zf 的孤立奇点，则在环域  bzR 内， )(zf

[ ( )]f z   
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 可展开成 Laurent 级数: 

 





n

n

nzazf )( ，(  bzR )（和 0z 点的形式相同 b 任意） 

 负幂部分称为解析部分; 正幂部分称为主要部分; 两者均在环域

 bzR 内解析;  

 可去奇点：级数中不含正幂项；极点：级数中只有有限个正幂项； 

 本性奇点：级数中有无穷多个正幂项；或者，作代换


1
z ，把 )(zf

化成  1f ，然后讨论 0 点的奇性，即为 z 的奇性。 

例 6: z 是
z

zf



1

1
)( 的可去奇点； z 是 21)( zzf  的二阶极点； 

z 是 zzez cos,sin, 的本性奇点(Laurent 展式含无穷多个正幂项)。 

例 7： z 是多项式 1

1 1 0...... ( 0)n n

n n np z p z p z p p

    的 n 阶极点 

（ n 个正幂项）。 

例 8：设实数 1k  ，试证明 ( 1)

0

1 1
,

cos sin

n i n

i
n

k e
e k k i



  


 



 
  

  即 

2
0

sin
sin[( 1) ]

1 2 cos

n

n

k n
k k










 
 

 和
2

0

cos
cos[( 1) ] .

1 2 cos

n

n

k
k n

k k











 

 
  

证明：设 z k ，则
1

0

1 1 1
.

1

n

n
n

k

kz k z z

z






 



  

再设 iz e （ 1z k  ）= cos sini  ，则 

2 2 2

1 1 cos sin cos sin
.

cos sin (cos ) sin 1 2 cos

k i k i

z k k i k k k

   

    

   
  

      
 

比较得证。 

思考题：枝点是什么类型的奇点？ 

（特别类，因为要割线，非孤立奇点，但是转一圈幅角有变化） 

 

Home work: 3.5; 3.9; 3.12; 3.13: (1), (4). 


