
对称元素和对称操作

群的基本知识

分子点群

对称操作的矩阵表示

群表示及其性质

不可约表示的性质

群论与量子力学

本章主要内容：

第四章 分子的对称性与群论基础



一、对称元素和对称操作

对称操作: 指对物体(分子)施加这样的变换，其最后位置与最初位
置是物理上不可分辨的，同时物体中各对点的距离保持不变。

§4.1 对称元素和对称操作

对称元素:与一定的对称操作相联系的几何元素(对称轴、对称面、
对称中心) 。
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1、 定义



2、对称元素和对称操作的类型

例如BF3有1个三重轴、3个二重对称轴（B－F键）

(1)旋转轴与旋转(真转轴与真转动)
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主旋转轴：阶次最高的旋转轴。
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(2) 对称面和反映操作
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(3)对称中心与反演操作
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（4)象转轴与象转动(非真转轴与非真转动) 

n 次象转轴 :   Sn

n 次象转动 : )ˆˆˆˆ(ˆ
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二、例子

1、NH3  分子

对称元素 对称操作
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2、重叠式乙烷

对称元素 对称操作
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三、对称操作的乘积

1、定义

（1）同轴的转动。

（2）转轴相互垂直的的两个 C2 转动。

（3）转动与反映面垂直于转轴的反映。

（4）反映面相互垂直的两个反映。

（5 ）C2 转动与反映面包含C2转轴的反映。

（6）反演、恒等操作与任何对称操作。
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2、可交换的乘积

从右到左、依次进行。



四、几个关系

（1）若存在 Cn 转轴和一个垂直于该轴的 C2 转轴，则必存在 n 个垂直
于该 Cn 轴的 C2 转轴。

（2）若存在 Cn 转轴和一个包含它的反映面，则必存在 n 个包含 Cn 转
轴的反映面。

（3）若存在一个偶数阶的真转轴和一个垂直于该转轴的反映面，则必
存在反演中心。

（4）若存在两个相交的反映面，则其交线必为一真转轴。
（反映面相交的两个反映，其乘积是绕交线的转动。）

（5）两个真转动的乘积必定是一个真转动。
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I、若存在 Cn 转轴和一个垂直于该轴的 C2 转轴，则必存在 n 个垂直
于该 Cn 轴的 C2 转轴。
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II、反映面相交的两个反映，其乘积是绕交线的转动。
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考虑一组元素的集合G{A，B，C，D，E，…},元素之间可以定义结合
规则（“乘法”）,若满足以下条件,则称该组元素的集合构成一个群:

(1)封闭性
若A和B是该集合的任意两个元素，则它们的积AB也一定是该集合的

元素。

(2)结合性
结合规则满足结合律:    (AB)C=A(BC)  

(4）逆元素
对于该集合的任何元素 A，一定有一个逆元素A-1，它也是该集合的一
个元素，使得： AA-1= A-1A = E 。

(3）恒等元素
该集合必须含有一个元素 E，对于该集合中的任何元素 A，都有：
AE=EA=A

§4.2 群的基本知识

一、定义



* 群元素:数、矩阵、对称操作、算符

* 阶：群元素的数目

* “乘法”：元素间的某种结合规则，须满足结合律。

* 乘积元素的逆：(AB)-1 = B-1A-1 

(B-1A-1)(AB) =B-1 (A-1A)B=E 

* 交换群 (互换群) ：
如果所有的群元素间的乘法全都对易 (即 AB=BA,  AC=CA, …. )，则
称为阿贝尔群(Abelian群)或交换群。

* 交换群的一个特例是循环群（群的所有元素可由某个元素的自身乘

积产生）。

例如： C3群： ECCC ˆˆ,ˆ,ˆ 3
3

2
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二、群的例子

1、全部正、负整数及零的集合,结合规则是数的加法。

说明 ： (1)结合性 ：数的加法具有结合性

(2)封闭性：整数的加和仍为整数

(3）恒等元素： 0

(4）逆元素：相反数 （1 与 -1，2 与 -2，…..）



2、 数组：G = {+1, -1,  i,  -i}  ,  结合规则是数的乘法。

说明 ： (1)结合性 ：满足

(2)封闭性：满足

(3）恒等元素： +1

(4）逆元素：

( i ) -1 = -i ,  ( -1 )-1 = -1

故： 数组 G = {+1, -1,  i,  -i}   构成四阶群

同理：
数组 G = {+1, -1}   构成二阶群

G = {+1 }       构成一阶群



3、 分子全部对称操作的集合构成一个群 ---- 分子点群

(1) 封闭性： 若 是分子的对称操作，

则 必是分子的对称操作。

(3）逆元素：逆操作

(4）结合律：

(2) 单位元：恒等操作
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三、群乘法表

将群元素间的乘法关系按一定顺序列成表格,称群的乘法表(群表)。

群的全部重要性质都包含在它的乘法表中 。



C3V 群 的乘法表

例如:  "ˆˆˆ
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定理1（重排定理）：群的元素在乘法表的每一行或每一列必出现且
只出现一次。

证明（反证法）：

假定群的元素 D 在乘法表的某一行出现两次，例如：

AB = D  ， AC=D 

则有：A-1AB=A-1D  ， A-1AC=A-1D

(A-1A) B=A-1 D  ， (A-1A) C=A-1D

即： B = A-1D  ， C = A-1D   

不合，故原命题成立。



四、子群、类

定义：若一个群的子集合按照与原群相同的结合规则（乘法）构成一个

群，则称该子集合形成原群的子群。

1、子群

平凡子群：（1）群 G 本身、（2）由单位元构成的一阶群。

真子群： 平凡子群以外的其他子群。

定理2：子群的阶必是母群阶的整数因子。

例： C3V  群（6阶）

子群： C3 群（3阶）

Cs  群（2阶）
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2、共轭与类

定义：如果群中的元素 P 和 Q 满足关系：

其中X也是此群的元素，则称 P 是 Q 的共轭变换，或称 P 与 Q 共轭。

令：X-1=Y， 显然 Y 也是该群的一个元素，则：

∴

QXXP 1−=

1−= XPXQ

PYYQ 1−=

若上式左乘 X ，并右乘 X-1，则：

若P与Q共轭，则 P 与 Q 相互共轭。



由定理3，相互共轭的群元素组成一个封闭的子集合，称为一个类（共轭
类）。

从而可以把一个群的元素按共轭类划分，不同的类没有共同元素。

定理3（共轭关系的可传递性）：若群的元素 A 与 B共轭， B 与 C
共轭，则A 与 C 共轭。

证明：B = X-1AX  ， C =Y-1B Y 

则： C =Y-1BY

= Y-1(X-1AX)Y

= (XY)-1A (XY)= Z-1AZ （证毕）



如果群的某个元素与其他元素的乘积都可交换，则该元素自成一类（不

与其他元素共轭）。

若： PA = AP , PB = BP  ,  … ...
必有： A-1PA = P    , B-1PB = P  ,  … …
即:元素 P 不与其他元素共轭。

对于分子点群：
恒等操作自成一类；
反演操作自成一类。

互换群的每个元素都自成一类。



例：利用C3V点群的乘法表，证明C3V点群的对称操作分为如下三个

共轭类： }"ˆ,'ˆ,ˆ{},ˆ,ˆ{},ˆ{ 2
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三、同构与同态

群G与群H同构，则两者的阶相同，且乘法表相同。

1、同构

定义：若群G与群H的元素一一对应，且群G的元素的乘积对应于

群H的相应元素的乘积，则称群G与群H同构。

群G： ….,    Ai  ,   …,  Aj , …., AiAj = Ak , ….

群H： ….,   Bi  ,   …,  Bj , …., BiBj = Bk , ….



CS与Ci 同构：元素一一对应，“乘积对应乘积”：
E – E,   σ – i,     σσ – ii ,   Eσ - Ei

示 例

（1） CS 群

（2） Ci 群

（3） 群 G = { 1, -1} 

所有二阶群都是同构的，所有三阶群也都是同构的。



*  同态的群，其群元素的乘法关系相同。

*  若两个同态的群的阶相同，则两者同构。

2、同态

定义：考虑群G与群H，若G的一组元素对应与H的一个元素，且

群G的元素的乘积对应于群H的相应元素的乘积，则称群H 是群G

的一个同态映像。

群G： ….,    {Aik} ,   …, {Aj l }, …., {AikAjl} , ….

群H： ….,     Bi  ,   …,   Bj ,  ….,   BiBj , ….



群 H 是群G的一个同态映像：

G元素 {1, -1} 对应 H 的 {1} 、{ i, -i } 对应 H的 {-1}, 且 “乘积对应乘积”。

示 例

（2） 群 H = { 1, -1} 

* 由数 { 1 } 构成的一阶群（按数的乘法），是任何群的同态映像。

（1） 群 G = { 1, -1,  i,  -i } 



一、无轴群

1、 点群

§4.3 分子点群

仅有对称操作: 
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------- 无对称元素



----- 仅有一个对称中心3 、 点群

2、 点群

对称操作: iE ˆ,ˆ
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O
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σ̂,Ê对称操作: 
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----- 仅有一个对称面



---- 仅有一个 轴1、 点群

二、单轴群

nC

对称操作（n个） : 
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----- 有一个 轴和n个包含该轴的对称面2、 点群nVC

对称操作（2n个） : 
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----- 有一个 轴和垂直于该轴的对称面nC3、 点群nhC

对称操作（2n个） : 
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----- 仅有一个 轴4、 点群nS2

对称操作（2n个） : 
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有一个 Cn 轴和 n 个垂直于该轴的 C2   轴1、 点群

对称操作（2n个）: 
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三、双面群
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C2

有一个 Cn 轴、n个垂直于该轴的 C2  轴 和一个垂直主轴的对称面

2、 点群nhD

对称操作（4n个）: 
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3、 点群

有一个 Cn 轴、n个垂直于该轴的 C2  轴和 n 个包含该轴的 对称面

对称操作（4n个）: 
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2、 点群

1、 点群

----- 有一个 轴、无穷个包含该轴的对称面、 和对称中心

有一个 轴和无穷个包含该轴的对称面

四、线型分子

对称操作: 
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对称操作: 
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T
Th (i)
Td (6σd)

五、立方群

具有多于一个高次轴(Cn，n>2)的群，对应于凸正 多面体。

4个 C3 轴
3个 C2 轴 {

O

Oh (i)

3个 C4 轴
4个 C3 轴
6个 C2 轴

{
I

Ih (i){6个 C5 轴
10个 C3 轴
15个 C2 轴

(正四面体)

(正八面体/正六面体)

(正二十面体 /正十二面体)



1、 点群dT

C3

C2 (S4)

24个对称操作,分为5个共轭类: 
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CCl4,   NH4
+,  MnO4

-,   Si(CH3)4,     C(CH3)4

对称元素:  4个 C3 轴(顶点和相对面心), 3个 C2 (S4)轴(相对棱心),  
有6个 对称面.



2、 点群

48个对称操作,分为10个共轭类: 
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SF6,   WF6,   UF6,   Fe(CN)6
4-,     Mo(CO)6

对称元素:  3个 C4 轴(相对顶点)、 4个 C3 轴(相对面心)、 6个 C2 轴
(相对棱心)、 对称中心.



3、 点群hI

120个对称操作,分为10个共轭类: 
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[B12H12]2- C60

C60 是截角二十面体,  有12个正五边

形面,    20个正六边形面

对称元素:  6个 C5 轴(相对顶点)、 10个 C3 轴(相对面心)、 15个 C2
轴(相对棱心)、对称中心.
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1、线形分子

2、两个以上高次轴

3、Cn轴

4、无对称轴
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