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自行车上台阶的碰撞模型分析

王禹衡 ∗ 邱信明 †,1)

∗(清华大学机械工程系，北京 100084)
†(清华大学航天航空学院，北京 100084)

摘要 自行车前车轮与台阶发生斜碰撞以后可能落上台阶，也可能弹回地面，后者容易引发侧翻或倾倒的

事故。本文将建立一个基于恢复系数的通用薄车轮台阶碰撞模型，并通过一个实际案例代入具体参数数值，得

出此案例下车轮速度大小与速度方向的安全可行域，并讨论台阶高度对可行域的影响。
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THE COLLISION MODEL OF THE BICYCLE ROLLING UP A STEP
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Abstract In colliding with a step, the front wheel of the bicycle may roll up the step or spring back to the

ground. In the latter case, a rollover or a dumping accident may happen. In this study, a general collision

model based on the coefficient of the restitution (COR) is built. The safe ranges of the wheel speed and the

velocity direction are obtained. Besides, the influence of the step height is also discussed.
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自行车已经成为当代大学生经济而方便的必备

出行工具，中国各大高校校园中自行车随处可见。

由于建筑设计的考虑，校园中很多地方都会有一些

台阶出现，如宿舍楼车库、教学楼人行道等。而大多

数台阶并没有专门为自行车设计的缓坡。

普通的自行车设计时主要只考虑了其在平整路

面上行驶的功能，当骑行者遇到台阶时，出于安全考

虑应下车推行，使其平稳安全地越过台阶。但是，学

生们通常为了方便，选择直接骑行冲上台阶，而这样

的过程实际上存在着安全隐患。

以图 1 清华大学紫荆学生公寓宿舍楼为例，学

生们每天在骑自行车进出宿舍楼时，多次发生车轮

与台阶的碰撞。在一次由于碰撞角度过大而引发的

侧翻事故中，作者意识到，车轮速度方向与正碰撞方

图 1 清华大学紫荆学生公寓
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向夹角越大时，越难安全平稳地越过台阶。

因此，寻找到一个安全的速度大小和角度范围

能够更有效地保障骑行者的安全，使大学生们的学

习和生活更加顺利地进行。

本文将着重分析在指定的轮胎、台阶尺寸下，

自行车速度大小与速度方向的安全可行域，以及台

阶高度对此可行域的影响。

1 碰撞模型

1.1 基本量的定义

当自行车前车轮与台阶发生碰撞并发生小的跳

起以后，通常有两种结果，一种是前轮落到了台阶

上，另一种是前轮落回了地面。将前者定义为安全，

后者则容易引发事故，将其定义为不安全。

在此问题中，主要关心车前轮的运动行为，因此

将此过程抽象为一个质量分布均匀且厚度较薄的车

轮与一个高度均匀的台阶的碰撞模型。

如图 2 所示，以正碰撞方向为 x 轴，台阶延伸

方向为 y 轴，竖直方向为 z 轴，建立三维笛卡尔坐

标系。

图 2 碰撞示意图

如图 3 所示，定义车轮质心速度为 V，大小为

V，与 x 轴负方向夹角为 α。V 可以表示为

V = (−V cos α, V sinα, 0) (1)

图 3 俯视图

碰撞瞬间，车轮与部分台阶沿车轮平面的截面

如图 4所示，定义台阶高度为 h，车轮半径为 R，车

轮质心到台阶的垂直距离为 X，台阶给车轮的冲量

为 S, 碰撞过程的恢复系数为 e。

图 4 车轮平面截面图

如图 5 所示, 定义冲量方向为 Se, Se 为单位向

量, 可以表示为

Se = (sin ϕ cos θ, sinϕ sin θ, cos ϕ) (2)

图 5 冲量方向

1.2 碰后速度

碰撞恢复系数 e 通常有基于速度、冲量、能量

的 3 种定义方式 [1], 在本模型中，取关于速度的定

义方式，即

e =
|Vn0 − Vn2|
|Vn0 − Vn1| (3)

Vn0 为台阶速度, Vn1 为碰前车轮质心速度在冲量方

向上的投影, Vn2 为碰后车轮质心速度在冲量方向上

的投影。
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其中

Vn0 = 0 (4)

Vn1 =
|V · Se|
|Se| (5)

由式 (3) ∼ 式 (5) 可以得到

Vn2 = −eVn1 (6)

设碰撞结束瞬间车轮质心的速度为 V2，则有

V2 = V + (−V0) + Vn2 (7)

1.3 安全可行域

设 V2 = (Vx +Vy +Vz)，碰撞结束瞬间至车轮落

地时间为 t0，重力加速度为 g，则车轮能够安全地落

到台阶上的条件为
∫ t0

0

(Vz − gt)dt = h

−Vxt0 > X





(8)

由式 (8) 可以得到一个关于变量 α 和 V 的不等式

F (α, V ) = −Vx

(
Vz +

√
V 2

z − 2gh
)
− gX > 0 (9)

通过数值方法，可以得到满足不等式的 α与 V 的取

值范围，即得到了车轮质心速度 V 方向和大小的安

全可行域。

2 实例

上文给出了一种通用的薄车轮与台阶碰撞的模

型，下文将利用此模型，以最为常见的山地自行车

700C 轮胎 [2] 与清华大学紫荆学生公寓宿舍楼台阶

碰撞为例 (如图 1)，给出代入式中涉及的各实际参

数后，得到 V 方向和大小的可行域。

2.1 恢复系数的估测

由于恢复系数除了最主要由材料决定以外还和

碰撞体形状有关，因此为了减小误差，不通过查表获

得恢复系数，而是用一个简易的车轮自由下落实验

估测山地自行车 700C 轮胎的恢复系数。

如图 6所示，将车轮从距地面高度为 hmax 处自

由释放，其第一次回弹的最大回弹高度为 h0。设碰

前质心速度为 Va，碰后质心速度为 Vb，则有

Va = −√2ghmax (10)

Vb =
√

2gh0 (11)

图 6 车轮自由下落实验

e = −Vb − 0
Va − 0

(12)

由式 (10) ∼ 式 (12) 得到

e =
√

hmax

h0
(13)

由于直接测量 hmax 与 h0 比较困难，而式 (13)

中又只需要二者的比值，因此用摄像机记录整个过

程，由于轮心、轮底、接触点均在同一平面内，因此

我们认为拍摄视频中缩放后的高度比例即为实际的

hmax 与 h0 二者比例。

据此，进行了 10 组实验，取其中完成质量较好

6 组，记录所测 e 数据如表 1 所示。

表 1 恢复系数测量值

测次 1 2 3 4 5 6

数值 0.527 0.543 0.559 0.550 0.535 0.528

在置信概率 95% 的条件下

e = 0.540± 0.013 (14)

需要指出的是，根据近几年来的一些研究 [3-4]

的发现，碰撞恢复系数除了和碰撞体材料和形状有

关以外，还直接受到法向碰撞速度的影响，但影响的

幅度不大。因此，上述所测恢复系数仅为估测值，与

台阶碰撞过程的恢复系数仍有小范围的偏差。

2.2 冲量方向的估计

有摩擦的斜碰撞问题是一个尚未完全解决的力

学难题 [5-7]。而在本文中，由于切向碰撞冲量对所研

究的碰撞后自行车落地位置问题影响不大，在一定

的误差允许的范围内，将接触瞬间正碰撞冲量的方

向作为冲量方向。

为便于说明，给出如图 7 和图 8 所示两个剖视

图 (剖切位置已在图中互相标出)。
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图 7 A-A 截面剖视图

图 8 B-B 截面剖视图

在车轮与台阶接触的瞬间，从 A-A 截面剖视图

中可以看出，由于车轮前缘的类半圆的弧形形状，

正碰撞冲量的方向应当沿两接触平面的法向 (如图

6 所示)，即冲量方向 Se 中

θ = 0 (15)

从 B-B 截面剖视图中可以看出，正碰撞冲量的

方向应当沿轮接触平面的法向，即过轮心，则冲量方

向 Se 中

ϕ = arccos
R− h

R
(16)

2.3 速度可行域

根据式 (14)，取恢复系数 e = 0.540，根据参考

文献 [2] 中提到的法式轮胎尺寸系统，取 700C 轮

胎半径 R = 0.33m。取重力加速度 g = 9.8m/s。不

同的宿舍楼台阶高度略有差别，范围大致在 [0.10m,

0.13m], 下面以 h = 0.10m 为例进行计算。

利用 MATLAB 进行数值模拟，解出满足不等

式 (9)的 α与 V 可行域如图 9所示。由于本文仅考

虑切向碰撞分量可忽略的小角度碰撞问题，因此图

9 只展示 α ∈ [0, 60◦] 时的情形。图中曲线以上的区

域为安全的取值范围, 曲线以下的区域为不安全的

取值范围。

图 9 速度 V 和角度 α 的可行域

从图 9 中可以看出，随着 α 的增加，V 的最小

安全取值不断增大，并且增长得越来越快。普通自

行车慢速行驶时，速度大小一般在 2m/s∼5m/s 左

右，从图中可以看出骑行冲上台阶时 α 超过 40◦ 以

后就比较危险了，骑行者应尽量减小 α 角以保证安

全。

2.4 台阶高度的影响

进一步考虑，由于不同的宿舍楼台阶高度略

有差别，需要分析台阶高度带来的影响，将 h =

0.10m，0.11m，0.12m，0.13m的数值分别代入不等

式 (9)，得到如图 10 所示 4 条曲线。

图 10 速度 --角度曲线

图 10中由下至上 4条曲线分别对应 h = 0.10m,

0.11m, 0.12 m, 0.13 m。可以看出，当 h不断增大时，

α 与 V 的可行域范围将变得更小，即同一碰撞角度

α 所对应的最小安全速度取值 V 将变得更大。因

此，在轮胎尺寸不变的条件下，越高的台阶所带来
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的危险性越大。

3 结 论

通过上文的分析，可以得出，骑行通过台阶时，

应尽量减小碰撞时的 α 角或下车推行，避免因碰撞

角度过大而引起的车轮回弹甚至侧翻的事故。

本文针对厚度较薄的自行车车轮与高度均匀的

台阶的碰撞问题进行建模，给出了一个基于恢复系

数的通用碰撞模型。并利用此模型，结合一个实例的

具体参数，得到了具体问题中 α 与 V 的可行域。

此碰撞模型利用恢复系数进行讨论，避免了复

杂的受力分析，并简单有效地得到了合理结论，为

其他研究人员对有摩擦的斜碰撞问题及恢复系数的

更加深入的研究提供了参考。
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