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横波引起的转动及其孪生剪切变形
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摘要 弹性介质中局部刚性转动的传播服从波动方程，其速

度取决于介质的剪切模量和密度. 但是刚性转动不是介质的

变形，为什么其速度依赖于表征形状变形恢复能力的剪切模

量？本文证明横波传播过程中局部刚性旋转与剪切变形一一

对应，互为依存. 发生刚性转动与剪切变形之后，微元体凭借

剪切模量恢复其扰动前的形状，同时转回到扰动前的位置，

这是转动可以传播且速度依赖于剪切模量的原因.
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各向同性线性弹性介质中，纵波是无旋的而横

波是有旋的 [1-2]. 在弹性波理论中，旋转指微元体

的刚性转动 [2-4]，而横波速度取决于剪切模量和密

度 [1-2]. 转动不是变形，剪切模量是介质抵抗变形并

企图恢复到零偏应变状态的能力 [3-4]，旋转为什么

能按横波速度传播呢？教材与文献均未解释. 横波

与纵波是最基本的弹性波动形式，导波、面波是以纵

波和横波两种体波复合而成的. 鉴于横波在弹性波

理论 [1-2]、地震学 [5]、地震勘探 [6]、声波测井 [7]、

超声检测 [8] 和爆炸与冲击 [9] 中占有重要地位，有

必要弄清楚横波引起转动的机制.

1 位移场的旋度及转动的传播

弹性力学告诉我们，变形固体中一点的位移可

分解为平移、局部刚性转动和变形 3 个独立的部

分 [1,3-4]. 变形又分为体积变形和形状变形. 剪切

模量反映介质抵抗形状变化的能力. 一点形状变形

的程度，可用偏应变来表征. 一点的切应变不为零，

该点的偏应变就一定不为零；另一方面，只要某点 3

个主应变方向上的线应变不完全相等，该点就存在

偏应变 [10-11]，这种情况下，主方向之外的任意两个

正交方向之间的切应变都不为 0. 因此，一点存在切

应变和存在偏应变在本质上是相同的，以下不再区

分.

微元体上一点 B 绕 A 点转动所产生的位移

du，可用旋转矢量 ω 和从 A 点到 B 点的矢径 dr

表示为 [3-4]

(du)rot = ω × dr (1)

而转动矢量为可用位移场的旋度表示 [3-4]

ω =
1
2
∇× u (2)

与物体的整体刚体转动不同，微元体的转动是局部

的刚性转动，下面简称为转动.

弹性波教材给出了如下转动矢量满足的波动方

程 [2,11]

∇2ω − 1
c2

ω̈ = 0 , c =
√

µ

ρ
(3)

式中 ω̈ 为角加速度.式 (3)表明，转动按横波速度 c

传播，该速度取决于介质的剪切模量 µ 和密度 ρ.

弹性波能在弹性介质中传播，是因为弹性介质

具有两个特点：一是密度不为 0，运动的微元体有继

续运动的惯性；二是具有弹性恢复能力，即微元体有

恢复原有形态的能力. 打个比喻来说明吧,将许多块

砖沿一条直线排列，让每一块砖立起来，砖与砖的

距离小于砖的高度. 现在以一定的水平速度推第一

块砖的顶部，这块砖由于惯性就向前方倾斜，在打

击相邻的砖后倒下；第二块砖也由于惯性而向前方

倾斜，在打击第三块砖后倒下；依次，直到最后一块

砖倾倒. 但这样的多米诺效应不是弹性波，因为这

些砖倾倒后没有能力恢复到直立状态，不能在平衡

位置来回摆动.令人不解的是，剪切模量表征介质抵

抗偏应变 (或切应变) 并企图恢复形状的能力，而转
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动是局部的刚性运动而不是变形，转动的传播速度

为什么依赖于剪切模量呢？

2 平面横波引起的旋转及其孪生的剪切变形

本节针对各向同性线弹性介质中的平面横波，

证明局部转动的传播必然伴生偏应变.或者说，横波

不可能只产生转动而不引起偏应变. 图 1(a) 显示横

波在某点 A附近引起的位移. 按定义，横波传播时，

位移方向与传播方向垂直. 设均匀平面横波沿 x 方

向传播，那么图中各点均只有 y方向位移，且波阵面

(x 等于常数的平面，它与 xy 平面的交线为一条竖

直线)上各点的位移相同.考察闭合路径 ABCDA，

记 ∆x = xB−xA，∆y = yD−yA. 位移沿该路径的环

量为 uB
y ∆y − uA

y ∆y，该路径包围的面积为 ∆x∆y，

其上的位移环量面密度即为该点的旋度，其值为

(∇× u)z = lim
∆x→0,∆y→0

(
uB

y ∆y − uA
y ∆y

)/
(∆x∆y) =

lim
∆x→0

(uB
y − uA

y )/∆x (4)

注意到原来的直角 ∠BAD 变形后成为斜角

∠B′A′D. 按照定义 [10]，这个角度减小量就是切

应变，其值正好等于式 (4) 的右侧表达式. 另一方

面，按式 (2)的定义，式 (4)的左端等于平面内转动

量的 2 倍. 可见

γxy = 2ωz (5)

此式表明：平面横波引起转动时，一定引起切应变.

对于 uB
y < uA

y 的情况，切应变 γxy 将为负值，而转

动量也是负值，式 (5) 仍然成立.

波的传播引起微团振动，前半个周期的位移与

后半个周期的位移指向可以不同. 图 1(b) 显示横波

(a) 向上位移时

(b) 向下位移时

图 1 平面横波引起的位移

在某点 A 附近引起向下的位移. 沿闭合路径

ABCDA，位移的环量仍为 uB
y ∆y − uA

y ∆y，但这里

uB
y 和 uA

y 都是负数. 该路径包围的面积为 ∆x∆y.

计算位移环量面密度，得到该点的旋度，其值仍可

用式 (4) 表达，而图中切应变也为负值. 式 (5) 依然

成立.

以上为图示方便，按均匀平面横波进行了推导.

但式 (5) 对于非均匀平面横波也成立. 事实上, 对

于沿 x 方向传播的横波, 必有 ux = 0, 于是切应变

γxy =
∂uy

∂x
+

∂ux

∂y
=

∂uy

∂x
, 局部刚体转动为 ωz =

1
2

(
∂uy

∂x
− ∂ux

∂y

)
=

1
2

∂uy

∂x
, 即得 γxy = 2ωz, 这正是

式 (5).

式 (5) 是针对平面横波推导出来的，一般的横

波不一定满足该式. 不过，由于任一横波总可以表

达成平面横波的组合，而每个平面横波引起孪生的

切应变与转角，可得出结论：弹性横波一定既引起旋

转又引起剪切变形.

纵波引起切应变，但不引起转动. 因此，式 (5)

揭示了横波特有的一种关系：转动与切应变一一对

应，相互依存.

既然横波引起转动时必然引起切应变，局部转

动发生后，要恢复到转动前的状态，就必须同时将

微元体恢复到零切应变状态，即恢复到原来的形状.

转动是局部的刚性运动，它自身不是变形，介质似

乎没有恢复转动的因素；但转动与剪切变形是孪生

的，介质能否恢复到转动前的状态，就取决于形状能

否恢复，即取决于介质的剪切模量. 这就解释了转动

为什么可以传播，且传播速度依赖于剪切模量.

3 纵波引起的剪切变形

在作者的前一篇文章 [12] 中, 证明并举例说明
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了纵波一定引起偏应变. 而一点出现偏应变就意味

着该点发生了形状的改变，除主应变方向外的其他

任意两个正交方向之间的切应变都不为 0. 在本文的

这个姊妹篇中作者还指出，纵波速度之所以不仅依

赖于体积模量而且依赖于剪切模量，是因为纵波扰

动引起了体积变形和形状改变. 纵波可在弹性固体

介质中传播是因为介质既有恢复体积变形的能力，

又有恢复剪切变形的能力，前者由体积模量表征，

后者由剪切模量表征. 传播速度依赖于介质受扰动

后的恢复能力，所以纵波速度公式中既出现了体积

模量又出现了剪切模量.

体积变形与剪切变形同时发生于纵波. 纵波引

起扰动后，介质必须既恢复体积又恢复形状才能回

复到平衡位置，这就决定了纵波速度公式必须同时

含有体积模量和剪切模量. 即使单独考察体应变的

传播，其速度也等于既依赖于体积模量又依赖于剪

切模量的纵波速度. 类似地，形状变化与刚性转动

都发生于横波.横波引起扰动后，介质必须既恢复形

状又使转角消失，才能回复到平衡位置.因横波引起

的形状变化与刚性转动同步发生也同步消失，横波

速度就依赖于剪切模量了. 即使单独考察转动的传

播，其速度也是依赖于剪切模量的.

偏应变或切应变 (及相应的形状改变)既可由纵

波引起，又可由横波引起. 它伴随体应变 (及相应的

体积改变) 出现于纵波中，伴随转动出现于横波中.

为了方便记忆，打个通俗的比方吧. 偏应变可拥抱

“体应变” 乘快艇 (纵波) 冲浪，也可牵手 “转动” 在

慢速度的游船 (横波) 上游玩.

与剪切既发生于横波又发生于纵波不同，局部

刚性转动只发生于横波.纵波虽然引起剪切，但纵波

是无旋波，位移场的旋度为 0，不引起转动.

4 结 论

(1)横波引起局部刚性转动和剪切变形，且转动

和剪切一一对应，相互依存. 这是横波特有的性质.

(2)既然横波引起的转动与切应变同步发生，那

么要恢复到转动前的状态就必须恢复形状；而形状

的恢复取决于剪切模量. 所以转动以横波速度传播.

(3) 形状改变可由纵波引起，也可由横波引起.

但转动不会出现于纵波.
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