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摘要　基于地震波反射系数近似公式的叠前反演是油气勘探的重要工具．本文在已有研究的基础上，推导了一个

改进的射线参数域地震纵波反射系数近似方程．该方程建立了地震纵波反射系数与纵波阻抗和横波阻抗的非线性

关系，在中、小角度的范围内较现有的反射系数线性近似公式精度更高．另外，由于该方程仅包含纵波和横波阻抗

反射系数项，因此基于新方程的反演能够有效地降低同步反演纵波速度、横波速度、密度三个参数的不适定性．在

此基础上，结合广义线性反演法（ＧＬＩ）理论和贝叶斯理论，相应地发展了一种叠前地震同步反演方法．模型测试和

实际资料的应用表明，基于新方程的反演方法能够利用有限角度（偏移距）的数据稳定地反演纵波和横波阻抗，由

于在反演过程中，不需要假设纵横波速度为常数，因此该方法还能有效地提高反演结果的精度．
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０　引言

叠前同步反演作为计算岩石物性参数的重要技

术，已广泛运用于油气的勘探与开发中．相比于其他

反演方法，如全波形反演等，基于地震振幅随偏移距

变化（ＡＶＯ）关系的叠前反演，能够综合测井、岩石

物理等多尺度资料，在计算速度方面也具有明显

的优势．ＡＶＯ分析和反演为油气的识别和储层的

评价提供了很大的帮助，所以在生产应用中备受

青睐．

叠前ＡＶＯ反演技术经历了长时间的发展，已

经奠定了较为坚实的基础．精确的反射系数公式最

初由Ｚｏｅｐｐｒｉｔｚ（１９１９）提出，之后便作为ＡＶＯ反演

的基础理论．

许多学者通过对Ｚｏｅｐｐｒｉｔｚ方程进行简化，得到

不同形式的反射系数近似公式，并相应地发展了

ＡＶＯ反演方法（Ｂｏｒｔｆｅｌｄ，１９６１；ＲｉｃｈａｒｄｓａｎｄＦｒａｓｉｅｒ，

１９７６；ＡｋｉａｎｄＲｉｃｈａｒｄｓ，１９８０；Ｍａｌｌｉｃｋ，１９９３；Ｗａｎｇ，

１９９９；ＹｉｎａｎｄＺｏｎｇ，２０１３）．Ａｋｉ和 Ｒｉｃｈａｒｄｓ（１９８０）

提出了包含纵波速度反射率，横波速度反射率和密

度反射率的三项线性近似公式，在弱阻抗差的情况

下具有较高的精度，但是基于该公式的 ＡＶＯ反演

具有较大程度的不适定性．很多学者在此基础上进

行了改进研究，并拓展了待反演参数的种类．Ｗｉｇｇｉｎｓ

等（１９８３）对 ＡｋｉＲｉｃｈａｒｄｓ的三项线性近似公式进

行了重新排列，将其写成关于截距（犃），梯度（犅）和

曲率（犆）的三项线性方程．Ｓｈｕｅｙ（１９８５）将横波反射

率项用泊松比来替代，也得到了与 Ｗｉｇｇｉｎｓ类似的

近似方程．Ｓｍｉｔｈ和 Ｇｉｄｌｏｗ（１９８７）以及 Ｆａｔｔｉ等

（１９９４）都得到关于纵、横波阻抗的近似方程，减少了

待求参数的个数，降低了反演的不适定性．

Ｓｍｉｔｈ和Ｇｉｄｌｏｗ（１９８７）通过引入Ｇａｒｄｎｅｒ方程

（Ｇａｒｄｎｅｒｅｔａｌ．，１９７４）来消除密度项，之后Ｓｉｍｍｏｎｓ

和Ｂａｃｋｕｓ（１９９６）同时应用Ｃａｓｔａｇｎａ方程（Ｃａｓｔａｇｎａ

ｅｔａｌ．，１９８５）和Ｇａｒｄｎｅｒ方程（Ｇａｒｄｎｅｒｅｔａｌ．，１９７４）

来改善反演问题的稳定性，进行线性 ＡＶＯ反演．

Ｇｏｏｄｗａｙ等（１９９７）和Ｚｏｎｇ等（２０１２ａ）推导了关于

弹性模量的线性ＡＶＯ近似．Ｇｒａｙ等（１９９９）提出了

两个线性方程，建立了反射系数与体积模量，剪切模

量，以及反射系数与拉梅参数之间的关系．Ｒｕｓｓｅｌｌ

等（２０１１）利用孔隙介质理论，讨论了流体因子与反

射系数之间的关系．Ｚｏｎｇ等（宗兆云等，２０１２；Ｚｏｎｇ

ｅｔａｌ．，２０１２ｂ）以及Ｚｏｎｇ和Ｙｉｎ（２０１６），直接反演了

杨氏模量和泊松比，用于对页岩储层的识别和评价，

以及流体的判定．越来越多的岩石物性参数与反射

系数之间的关系被推导出（Ｚｏｎｇｅｔａｌ．，２０１３；Ｙｉｎ

ａｎｄＺｈａｎｇ，２０１４；Ｙｉｎｅｔａｌ．，２０１４；Ｌｉｅｔａｌ．，２０１４；

Ｚｏｎｇｅｔａｌ．，２０１５）．

但ＡＶＯ反演目前仍存在一些问题，主要包括

以下三个方面：（１）反射系数近似公式在大入射角、

强阻抗差等情况下，与精确公式之间还存在一定误

差；（２）在反演过程中，需要预先估算纵、横波速度

比；（３）在同步反演三个参数（例如纵波速度、横波速

度、密度）时，反演问题病态程度较高，需要合理的正

则化．为解决上述问题，笔者在现有研究的基础上，

提出了一个改进的地震纵波反射系数近似方程，与

现有的反射系数线性近似方程相比，该方程在中、小

角度范围内具有更高的精度，能够很好地表示四种

不同储层类型的ＡＶＯ响应．在进行ＡＶＯ反演时，

不需要假设纵横波速度比是常数，避免了纵横波速

度比误差对反演结果的影响；改进的 ＡＶＯ方程还

降低了反演时灵敏度矩阵条件数的大小，减小了反

演的病态程度．基于改进的近似方程，还发展了相应

的反演方法，模型测试和实际数据应用都体现了本

文方法的稳定性和可靠性．

１　改进的反射系数方程

在相邻的地下两层各向同性介质界面上，纵波

反射系数近似公式以射线参数的形式可表示为包含

犚ｆ（狆）和犚ｇ（狆）的两项关系式（Ｍａｌｌｉｃｋ，１９９３；Ｗａｎｇ，

１９９９）：

犚（狆）＝犚ｆ（狆）＋犚ｇ（狆）． （１）

７７２
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式中，射线参数狆＝ｓｉｎθ犻／α犻＝ｓｉｎφ犻／β犻；犚ｆ（狆（θ犻））＝

ρ犻＋１α犻＋１／ｃｏｓθ犻＋１－ρ犻α犻／ｃｏｓθ犻

ρ犻＋１α犻＋１／ｃｏｓθ犻＋１＋ρ犻α犻／ｃｏｓθ犻
也被称流体项，表示第犻

个反射界面上与孔隙流体相关的反射系数，其中θ犻，

θ犻＋１分别表示纵波入射角和波透射角，α犻，α犻＋１，β犻，

β犻＋１，ρ犻，ρ犻＋１分别为反射面上层和下层的纵波速度、横

波波速度、密度；犚ｇ（狆）＝－２
Δμ

ρ
－狆

２
≈－２

Δρ

ρ
（－ ＋

２
Δβ

β
）－ ｔａｎ

２

φ
－
ｃｏｓ２φ

－ 也被称刚体项，其中Δμ≈β
－２
Δρ＋

２ρ
－

β
－

Δβ是反射介面上下层介质的剪切模量之差，

β
－

＝ （β犻＋１＋β犻）／２，ρ
－
＝ （ρ犻＋１＋ρ犻）／２，Δβ＝β犻＋１－β犻，

Δρ＝ρ犻＋１－ρ犻；φ
－
＝ （φ犻＋１＋φ犻）／２为ＰＳＶ波反射角

φ犻与ＰＳＶ波透射角φ犻＋１的平均．

根据Ｐｏｔｔｅｒ等（１９９８），可将密度与横波速度的

反射系数之比表示为狉＝ （Δρ／ρ
－）／（Δβ／β

－
），同时结

合近似公式Δφ≈
Δβ

β
－ｔａｎφ

－（ＡｋｉａｎｄＲｉｃｈａｒｄｓ，１９８０；

Ｗａｎｇ，１９９９），则犚ｇ（狆）可表示为

　　犚ｇ（狆（φ））≈－２（２＋狉）ｃｏｓ
２

φ
－
ｔａｎ２φ

－Δβ

β
－

≈－２（２＋狉）ｃｏｓ
２

φ
－
ｔａｎφ

－
Δφ． （２）

根据 Ｍａ（２００３）和 Ｗａｎｇ（２００３）可得以下近似：

ｔａｎφ
－
Δφ＝

ｓｉｎφ
－

ｃｏｓφ
－Δφ≈－

Δｃｏｓφ
ｃｏｓφ

≈－ｌｎ
ｃｏｓφ犻＋１
ｃｏｓφ犻

． （３）

式中 Δｃｏｓφ ＝ｃｏｓφ犻＋１ －ｃｏｓφ，ｃｏｓφ ＝ （ｃｏｓφ犻＋１ ＋

ｃｏｓφ犻）／２．将式（３）代入方程（２）中，可得对数形式刚

体项：

　　犚ｇ（狆（φ））≈２（狉＋２）ｃｏｓ
２

φ
－
ｌｎ
ｃｏｓφ犻＋１
ｃｏｓφ犻

≈ （狉＋２）ｌｎ
ｃｏｓ２ｃｏｓ

２
φ
－

φ犻＋１

ｃｏｓ２ｃｏｓ
２
φ
－

φ犻
． （４）

对于某个反射界面上下层介质而言ｃｏｓ２φ
－ 为定

值，因此对数项内的ｃｏｓ２φ
－ 为一常数．为进一步化简

该公式，将对数项内分子中的ｃｏｓ２φ
－ 近似为ｃｏｓ２φ犻＋１，

分母中的ｃｏｓ２φ
－ 近似为ｃｏｓ２φ犻：

犚ｇ（狆（φ））≈ （狉＋２）ｌｎ
ｃｏｓ２ｃｏｓ

２
φ犻＋１φ犻＋１

ｃｏｓ２ｃｏｓ
２
φ犻φ犻

≈２（狉＋２）
ｃｏｓ２ｃｏｓ

２
φ犻＋１φ犻＋１－ｃｏｓ

２ｃｏｓ
２
φ犻φ犻

ｃｏｓ２ｃｏｓ
２
φ犻＋１φ犻＋１＋ｃｏｓ

２ｃｏｓ
２
φ犻φ犻
．

（５）

根据斯奈尔定理：

　ｃｏｓ
２

φ犻＋１ ＝１－ｓｉｎ
２

φ犻＋１ ＝１－
β
２

犻＋１

α
２

犻＋１

ｓｉｎ２θ犻＋１，（６ａ）

　　ｃｏｓ
２

φ犻 ＝１－ｓｉｎ
２

φ犻 ＝１－
β
２

犻

α
２

犻

ｓｉｎ２θ犻． （６ｂ）

再将式（６ａ）和（６ｂ）代入方程（５）中可得：

犚ｇ（狆（θ犻））≈２（狉＋２）
１－
β
２

犻＋１

α
２

犻＋１

ｓｉｎ２θ犻＋（ ）１
１－
β
２

犻＋１

α
２

犻＋１

ｓｉｎ
２
θ犻＋１

－ １－
β
２

犻

α
２

犻

ｓｉｎ２θ（ ）犻
１－
β
２

犻

α
２

犻

ｓｉｎ
２
θ犻

１－
β
２

犻＋１

α
２

犻＋１

ｓｉｎ２θ犻＋（ ）１
１－
β
２

犻＋１

α
２

犻＋１

ｓｉｎ
２
θ犻＋１

＋ １－
β
２

犻

α
２

犻

ｓｉｎ２θ（ ）犻
１－
β
２

犻

α
２

犻

ｓｉｎ
２
θ犻

． （７）

　　最后将式（７）中，横波与纵波速度之比β犻＋１／α犻＋１

和β犻／α犻分别写成横波阻抗犛犐犻＋１（β犻＋１ρ犻＋１）与纵波阻

抗犃犐犻＋１（α犻＋１ρ犻＋１）之比犛犐犻＋１／犃犐犻＋１，以及犛犐犻（β犻ρ犻）与

犃犐犻（α犻ρ犻）之比犛犐犻／犃犐犻 的形式，则第犻个反射界面

的反射系数方程可写作纵波阻抗与横波阻抗的

函数：

　　　　犚ＡＳＩ（狆（θ犻））＝犚ｆ（狆（θ犻））＋犚ｇ（狆（θ犻））＝
犃犐犻＋１／ｃｏｓθ犻＋１－犃犐犻／ｃｏｓθ犻
犃犐犻＋１／ｃｏｓθ犻＋１＋犃犐犻／ｃｏｓθ犻

＋２（狉＋２）
１－

犛犐
２

犻＋１

犃犐
２

犻＋１

ｓｉｎ２θ犻＋（ ）１
１－
犛犐
２

犻＋１

犃犐
２

犻＋１

ｓｉｎ
２
θ犻＋１

－ １－
犛犐

２

犻

犃犐
２

犻

ｓｉｎ２θ（ ）犻
１－
犛犐
２

犻

犃犐
２

犻

ｓｉｎ
２
θ犻

１－
犛犐

２

犻＋１

犃犐
２

犻＋１

ｓｉｎ２θ犻＋（ ）１
１－
犛犐
２

犻＋１

犃犐
２

犻＋１

ｓｉｎ
２
θ犻＋１

＋ １－
犛犐

２

犻

犃犐
２

犻

ｓｉｎ２θ（ ）犻
１－
犛犐
２

犻

犃犐
２

犻

ｓｉｎ
２
θ犻

， （８）

　　由于（８）式建立了纵波反射系数与纵波阻抗和

横波阻抗之间的关系，我们称之为 ＡＳＩ方程，纵波

反射系数记作犚ＡＳＩ．

２　反射系数近似方程对比分析

为了说明上文推导的反射系数方程的精度，下

８７２
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面将新方程与已有的经典公式进行对比分析．Ｆａｔｔｉ

等（１９９４）对 ＡｋｉＲｉｃｈａｒｄｓ方程（ＡｋｉａｎｄＲｉｃｈａｒｄｓ，

１９８０）进行整理，推导出与纵波阻抗、横波阻抗、密度

有关的线性反射系数近似方程：

犚Ｆａｔｔｉ（珋θ）≈
１

２
（１＋ｔａｎ

２珋θ）
Δ犃犐

犃犐
－４犽

２ｓｉｎ２珋θ
Δ犛犐

犛犐

－
１

２
ｔａｎ２珋θ－２犽

２ｓｉｎ２珋（ ）θ Δρ珋ρ ． （９）

式中犽＝珋β／珔α，在反演过程中设定为常数，犃犐 ＝

（犃犐犻＋１＋犃犐犻）／２，Δ犃犐＝犃犐犻＋１－犃犐犻，犛犐＝（犛犐犻＋１＋

犛犐犻）／２，Δ犛犐＝犛犐犻＋１－犛犐犻．由于密度项在假设犽接

近０．５，入射角度不大的情况下，可近似抵消，因此

在反演过程中，也常用两项Ｆａｔｔｉ近似公式（Ｄｏｗｎｔｏｎ

ｅｔａｌ．，２００１）．其表达式为

犚Ｆａｔｔｉ（珋θ）≈
１

２
（１＋ｔａｎ

２珋θ）
Δ犃犐

犃犐
－４犽

２ｓｉｎ２珋θ
Δ犛犐

犛犐
．（１０）

为对新方程进行分析，建立了如表１所示的四

类ＡＶＯ模型，将ＡＳＩ方程与Ｚｏｅｐｐｒｉｔｚ精确方程，

公式（１），Ｆａｔｔｉ近似方程进行比较．笔者从多方面对

ＡＳＩ方程进行了分析，并与Ｆａｔｔｉ方程进行比较，以

说明本文推导的 ＡＳＩ方程与传统纵横波阻抗近似

方程相比的优劣性．

２．１　反射系数近似公式精度对比

图１（ａ—ｄ）分别显示了四类ＡＶＯ模型反射系

数随纵波入射角变化的曲线．从图１ａ和１ｂ中可知，

对于第一类和第二类 ＡＶＯ模型，方程（１）与Ｆａｔｔｉ

公式非常相似，均随着入射角的增大而远离精确方

程；而ＡＳＩ方程的误差是先增大后减小的，在大约

４０°时，与真实值相等，然后继续远离真实值；可以看

出在入射角小于４０°时，ＡＳＩ具有较好的精确度．对

于第三类ＡＶＯ模型，四个近似公式都具有良好的

精度，ＡＳＩ方程与方程（１）的反射系数曲线与精确

ＡＶＯ曲线几乎重合．对于第四类 ＡＶＯ模型，除两

项Ｆａｔｔｉ方程误差较大外，其他方程均具有良好的

反射系数表达精度．总体而言，ＡＳＩ方程与其他几

个近似公式相比，在０～４０°的范围内具有更高的精度．

２．２　固有参数敏感性的分析

在实际反演过程中，Ｆａｔｔｉ方程中包含的固有

参数犽（β／α）需要预先估算并假设为常数，ＡＳＩ方程

中包含的固有参数狉（（Δρ／ρ）／（Δβ／β））也需要类似

的估算．这一部分，笔者讨论了当上述两个固有参数

不准确时，分别对Ｆａｔｔｉ方程和 ＡＳＩ方程反射系数

表达精度的影响（使用第三类 ＡＶＯ模型）．从图２

中可知，Ｆａｔｔｉ方程对于犽值的变化是非常敏感的，

图１　四种ＡＶＯ分类模型的反射系数曲线

（ａ）第一类；（ｂ）第二类；（ｃ）第三类；（ｄ）第四类．

Ｆｉｇ．１　ＲｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｆｏｕｒｃｌａｓｓｅｓＡＶＯｍｏｄｅｌｓ

（ａ）ＣｌａｓｓⅠ；（ｂ）ＣｌａｓｓⅡ；（ｃ）ＣｌａｓｓⅢ；（ｄ）ＣｌａｓｓⅣ．

９７２
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图２　第三类ＡＶＯ模型

利用不同近似方程，设定不同狉值和犽值所得的反射系数曲线．

真实犽和狉值分别为０．３９１４和０．１７２２．（ａ）Ｆａｔｔｉ方程，（ｂ）ＡＳＩ方程．

Ｆｉｇ．２　ＡＶＯｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅＣｌａｓｓⅢ ＡＶＯｍｏｄｅｌｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ狉ａｎｄ犽ｖａｌｕｅｓ

Ｔｈｅｅｘａｃｔｖａｌｕｅｓｏｆ犽ａｎｄ狉ａｒｅ０．３９１４ａｎｄ０．１７２２ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．（ａ）Ｆａｔｔｉｅｑｕａｔｉｏｎ；（ｂ）ＡＳＩｅｑｕａｔｉｏｎ．

在入射角为５０°时，２８％的犽值估算误差引了起近

１０％的反射系数误差，而 ＡＳＩ方程，在狉值误差为

１３０％时，５０°处只引起了约１％的误差，仍能非常准

确地表达反射系数．

对于一个反演问题：

犚＝犉犿， （１１）

其中犚表示数据项（反射系数），犿 为模型参数项，

而犉是数据与模型直接的映射关系，通过分析其映

射关系矩阵犉可讨论反演问题的不适定性．犉也被

称为灵敏度矩阵，其条件数的大小反映了反演方程

病态问题的严重程度．上式两边同时对犿求导可得

灵敏度矩阵的表达式：

犉＝
δ犚

δ犿
． （１２）

对应三项和两项Ｆａｔｔｉ方程的灵敏度矩阵分别为

　　犉＝
犚Ｆａｔｔｉ

（Δ犃犐／犃犐）
， 犚Ｆａｔｔｉ

（Δ犛犐／犛犐）
，犚Ｆａｔｔｉ

（Δρ／ρ
［ ］），

　　犉＝
犚Ｆａｔｔｉ

（Δ犃犐／犃犐）
， 犚Ｆａｔｔｉ

（Δ犛犐／犛犐［ ］）．
而对于 ＡＳＩ方程而言，笔者采用了广义线性反演

方法（ＧＬＩ）（在后文中会详细讲解），因此灵敏度

矩阵写作犉＝
犚ＡＳＩ

（Δ犃犐）
，犚ＡＳＩ

（Δ犛犐［ ］）．
图３ａ和３ｂ中，笔者用表１中的第一个模型的

参数，计算了 ＡＳＩ方程和Ｆａｔｔｉ方程灵敏度矩阵的

特征值和条件数（最大特征值与最小特征值之比）．

在图３ａ中，蓝色曲线表示的是ＡＳＩ方程的第一、二

特征值，绿色曲线表示的是两项Ｆａｔｔｉ方程的第一、

二特征值，红色曲线表示的是三项Ｆａｔｔｉ方程的第

一、二、三特征值；图３ｂ则是各近似方程对应的条件

表１　四类犃犞犗模型参数

犜犪犫犾犲１　犈犾犪狊狋犻犮狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犳狅狌狉犮犾犪狊狊犲狊犃犞犗犿狅犱犲犾狊

ＡＶＯ类型 地层 α／（ｋｍ·ｓ－１） β／（ｋｍ·ｓ
－１） ρ／（ｇ·ｃｍ

－３）

Ｉ
上层 ４．０５４ １．９９５ ２．４０

下层 ４．７７７ ２．８１７ ２．６９

ＩＩ
上层 ２．５００ １．１１０ ２．３５

下层 ２．８８０ ２．１００ １．９９

ＩＩＩ
上层 ２．２５０ ０．８００ ２．１６

下层 １．５２９ ０．６７９ ２．１０

ＩＶ
上层 ３．９９８ １．３９０ ２．４２４

下层 ３．１５７ １．２６６ ２．１７５

数随最大入射角变化的曲线．由图３ａ可知，除 ＡＳＩ

方程的第一特征值不变和第二特征值先增大后减小

外，其他各特征值均随最大入射角增大而增大；在图

３ｂ中，条件数总体趋势均随最大入射角的增大而减

小，意味着，反演问题的病态性随着最大入射角的增

大而减小．值得注意的是，在２０°最大入射角附近，

ＡＳＩ方程的第二特征值等于第一特征值，说明此时

纵、横波阻抗的反演难度相当，且此时的条件数达到

极小值１，反演问题的稳定性最好．从图３ｂ中可看

出，ＡＳＩ方程灵敏度矩阵的条件数远远低于三项

Ｆａｔｔｉ方程，比两项Ｆａｔｔｉ方程也有明显减小．相比于

两项Ｆａｔｔｉ方程，ＡＳＩ方程对应的条件数在１０几度

最大入射角之时已下降到较低水平，此后便在低

值区域小范围波动，而即使是两项Ｆａｔｔｉ方程，其对

应条件数要达到这样的低值水平，所需要的最大

入射角也应超过４０°．灵敏度矩阵条件数的降低，

说明ＡＳＩ方程一定程度上改善了反演问题的病态

情况．

０８２
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图３　灵敏度矩阵的特征值（ａ）和条件数（ｂ）

Ｆｉｇ．３　Ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ（ａ）ａｎｄｃｏｎｄｉｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒｓ（ｂ）ｏｆｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙｍａｔｒｉｃｅｓ

３　基于贝叶斯理论的同步反演

由于ＡＳＩ方程是一个非线性的方程，在此笔者

利用Ｃｏｏｋ和Ｓｃｈｎｅｉｄｅｒ（１９８３）提出的广义线性反演

方法（ＧＬＩ），对ＡＳＩ方程进行多元泰勒展开，并保留

一阶项：

犚＝犚０＋
犚

犃犐０
（犃犐－犃犐０）＋

犚

犛犐０
（犛犐－犛犐０）， （１３）

式中犚０，犃犐０和犛犐０分别为初始模型的反射系数，纵

波阻抗和横波阻抗．设Δ犚＝犚－犚０，Δ犃犐＝犃犐－犃

犐０，Δ犛犐＝犛犐－犛犐０，则在多入射角资料下可得如下

矩阵方程：

Δ犚＝犌·Δ犿． （１４）

式中Δ犚表示的是反射系数的残差项，犌是反射系

数的雅可比矩阵，Δ犿是参数的扰动量．

本文采用贝叶斯反演理论对反演方程进行稀疏

约束，假设残差项符合零均值的高斯分布，扰动项符

合改进的Ｃａｕｃｈｙ分布，以突出弱小反射，提高反演

结果的分辨率（杨培杰和印兴耀，２００８；Ａｌｅｍｉｅａｎｄ

Ｓａｃｃｈｉ；２０１１），则可构造如下目标函数：

　　犑（Δ犿）＝ （Δ犚－犌Δ犿）
Ｔ（Δ犚－犌Δ犿）

＋２σ
２

狀∑
犕

犻＝１

ｌｎ１＋
（Δ犿犻）

２

σ
２（ ）
犿

， （１５）

式中，σ狀 为误差项ε＝Δ犚－犌·Δ犿的标准差；犕 为

模型参数扰动量Δ犿的总长度；σ犿 为扰动量的标准

差；Δ犿犻 对应第犻个待反演参数扰动量．再通过对

（１５）式求导最小化目标函数，整理后，可得最终反演

方程：

Δ犿＝ （犌
Ｔ犌＋λ犙）

－１犌ＴΔ犚． （１６）

式中λ＝２σ
２

狀
／σ

２

犿
，称为改进的柯西分布因子；λ犙 为

改进的柯西约束，用来约束反演参数的稀疏程度，是

在柯西分布的基础上对分母项取平方而得到的，改

进后的对角加权矩阵．最后，待反演参数可通过下式

求得：

犿＝犿０＋Δ犿． （１７）

　　由于ＡＳＩ方程中，同时包含了纵波入射角θ犻和

纵波透射角θ犻＋１，在共射线参数道集中，上一反射界

面对应的透射角与下一反射界面的入射角是相同

的．但是一般所采用的叠前反演道集是共反射角域

的，而在共入射角道集中，上一反射面对应的纵波透

射角并不等于下一反射面对应的入射角．所以在获

得了每一采样点对应的纵波入射角的同时，还需要

知道其对应的透射角才能进行准确的反演．在实际

资料中，一般可通过下式，将偏移距域资料转换到入

射角域：

ｓｉｎθ犻 ＝
α犻

αｒｍｓ犻

狓２

狓２＋α
２

ｒｍｓ犻
狋槡 ２

０

． （１８）

其中θ犻为第犻层对应的纵波入射角，α犻 为第犻层的

纵波层速度，αｒｍｓ犻为第犻层的均方根速度，狋０ 为双程

走时，狓为炮检距．同样的，也可以结合斯奈尔定理，

从偏移距域资料中得到透射角信息：

ｓｉｎθ犻＋１ ＝
α犻＋１

α犻
ｓｉｎθ犻 ＝

α犻＋１

αｒｍｓ犻

狓２

狓２＋α
２

ｒｍｓ犻
狋槡 ２

０

．（１９）

式中θ犻＋１为第犻层对应的纵波透射角，α犻＋１是第犻＋１

层的纵波层速度，其他参数则与公式（１８）是一致的．

在将共偏移距道集资料转换成角道集之后，还需记

录每一个采样点对应的透射角信息，之后便可利用

ＡＳＩ方程进一步开展纵横波阻抗同步反演．

本文在进行反演时采用叠前地震反演方法：（１）

先进行部分角道集叠加，包括共入射角道集叠加和

透射角信息的叠加；（２）再对每个部分叠加剖面进行

子波估算；（３）然后是模型约束的反射系数反演；（４）

最后采用本文方法从反射系数中，同步反演出纵横

波阻抗（详细推导过程见附录Ａ）．

１８２
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４　模型验证

为验证用本文方法进行纵横波阻抗同步反演的

稳定性和可行性，笔者利用北海地区的实际测井数

据（Ａｖｓｅｔｈｅｔａｌ．，２００５）进行合成数据试算（图４ａ，

ｂ）．图５ａ和５ｂ显示了在输入数据无噪的情况下，分

别用ＡＳＩ方程和Ｆａｔｔｉ方程反演的纵横波阻抗．分

别比较了当犽＝β／α和狉＝ （Δρ／ρ）／（Δβ／β）在不同

取值的情况下（真实值分别为０．４５和０．１６）的反演

结果．反演中使用的资料为合成的共入射角道集，所

使用的所有初始模型均为用滑动平均滤波法（选取

窗口大小为１００）由真实模型滤波后得而到的．对于

犽值和狉值的变化，纵波阻抗反演结果都很稳定，基

本不发生较大改变．但对于横波反演结果，图５ａ中

利用Ｆａｔｔｉ公式在不同的犽值情况下反演的横波阻

抗差异较大，说明Ｆａｔｔｉ方程反演的横波阻抗对犽值

变化较敏感，尤其是在阻抗差较大的地方，如时间大

约为２０９０ｍｓ，２２７０ｍｓ和２３８０ｍｓ处，其反演结果

易出现较大误差；而在图５ｂ中，对于不同的狉值，

ＡＳＩ方程反演的结果基本不变，都能很好地与真实

值相匹配．在图６ａ、６ｂ和６ｃ中，使用本文所述方法，

图４　北海地区实际测井曲线

（ａ）纵波速度；（ｂ）横波速度；（ｃ）密度；（ｄ）无噪声合成地震记录．

Ｆｉｇ．４　ＲｅａｌｍｏｄｅｌｅｘｔｒａｃｔｅｄｆｒｏｍｗｅｌｌｄａｔａｏｆＮｏｒｔｈＳｅａａｎｄｓｙｎｔｈｅｔｉｃｓｅｉｓｍｉｃ

图５　无噪声时，（ａ）利用Ｆａｔｔｉ方程，犽取不同值的反演结果；（ｂ）利用ＡＳＩ方程，狉取不同值的反演结果

Ｆｉｇ．５　Ｆｒｅｅｏｆｎｏｉｓｅ，ＰａｎｄＳｗａｖｅｉｍｐｅｄａｎｃｅｉｎｖｅｒｓｉｏｎｓ（ａ）ｕｔｉｌｉｚｉｎｇＦａｔｔｉｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ犽ｖａｌｕｅｓ；（ｂ）

ｕｔｉｌｉｚｉｎｇＡＳＩｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ狉ｖａｌｕｅｓ．Ａｎｄｔｈｅｂｌａｃｋｃｕｒｖｅｓａｒｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｒｅａｌｖａｌｕｅｓ，ｔｈｅｄａｓｈｂｌｕｅｃｕｒｖｅｓ

ａｒｅｉｎｉｔｉａｌｍｏｄｅｌｓ，ａｎｄｔｈｅｏｔｈｅｒｃｕｒｖｅｓａｒｅｉｎｖｅｒｓｉｏｎｓ．

２８２
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图６　不同信噪比（ＳＮＲ）时，用本文方法反演的结果

（ａ）ＳＮＲ＝４；（ｂ）ＳＮＲ＝２；（ｃ）ＳＮＲ＝１；（ｄ）ＳＮＲ＝０．５；其中黑色曲线为真实值，蓝色虚线为初始模型，

红色曲线为反演结果；（ｅ）不同信噪比时，反演结果的模型参数的相对误差．

Ｆｉｇ．６　Ｕｔｉｌｉｚｉｎｇｔｈｅｍｅｔｈｏｄｐｒｅｓｅｎｔｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ＰａｎｄＳｗａｖｅｉｍｐｅｄａｎｃｅｉｎｖｅｒｓｉｏｎｓ

ｉｎｔｈｅｃａｓｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｉｇｎａｌｔｏｎｏｉｓｅｒａｔｉｏｓ（ＳＮＲ）

（ａ）ＳＮＲ＝４；（ｂ）ＳＮＲ＝２；（ｃ）ＳＮＲ＝１；（ｄ）ＳＮＲ＝０．５．Ｔｈｅｂｌａｃｋｃｕｒｖｅｓａｒｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｒｅａｌｖａｌｕｅｓ，ｔｈｅｄａｓｈｂｌｕｅｃｕｒｖｅｓ

ａｒｅｉｎｉｔｉａｌｍｏｄｅｌｓａｎｄｔｈｅｒｅｄｃｕｒｖｅｓａｒｅｉｎｖｅｒｓｉｏｎｓ．Ａｎｄ（ｅ）ｍｏｄｅｌｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｉｓｅｌｅｖｅｌｓ．

３８２
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图７　使用滑动平均滤波在选取不同窗口大小时获得的初始模型后的反演结果

（ａ）窗口大小为５０；（ｂ）窗口大小为３；（ｃ）窗口大小为１；（ｄ）信噪比为１时，使用不同模型反演结果的数据残差

随迭代次数变化曲线．输入数据信噪比为１时．

Ｆｉｇ．７　ＩｎｔｈｅｃａｓｅｏｆＳＮＲ＝１，Ｉｎｖｅｒｓｉｏｎｓｏｆｕｓｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｍｏｄｅｌｓｏｂｔａｉｎｅｄｆｒｏｍｕｔｉｌｉｚｉｎｇｆｉｌｔｅｒｓｔｏｔｈｅｒｅａｌ

ｍｏｄｅｌｗｉｔｈｄｉｖｅｒｓｅｗｉｎｄｏｗｓｉｚｅｓｏｆ（ａ）５０，（ｂ）３ａｎｄ（ｃ）１ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，（ｄ）Ｒｅｄｕｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｄａｔａｒｅｓｉｄｕａｌｕｓｉｎｇ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｍｏｄｅｌ．

分别用加入不同比例高斯噪声的合成资料进行反

演，使用的合成地震资料信噪比分别为４∶１，２∶１，

１∶１和０．５∶１．图６ｄ中显示了，不同信噪比资料反演

结果对应的模型参数的相对误差（反演结果和真实

模型的绝对误差与真实模型之比）．在无噪声时，纵

横波阻抗反演结果的相对误差较小．而随着噪声的

出现，两者的相对误差水平有所提高，且随着噪声水

平的增加而增加．纵波阻抗反演结果的相对误差增

加量相对较小，在信噪比为０．５时，总体相对误差仍

小于５％．而有噪声时，横波阻抗反演结果的相对误

差相对较大，在信噪比为０．５时，相对误差有时接近

２０％．但总体而言，在不同信噪比情况下，都能得到

很好的纵横波阻抗反演结果，说明本文方法具有很

好的稳定性和可靠性．

　　由于上文所述反演方法需要预先建立初始模

型，因此笔者通过以下分析说明该反演方法是否对

模型依赖．图７（ａ—ｃ）还分别显示了由真实模型经

过不同滤波窗口（５０，３和１）所得的初始模型进行反

演的结果（信噪比为１）．在图７ｄ中对比了使用不同

初始模型进行反演的数据残差随迭代次数的下降曲

线．可以看出，使用不同的初始模型进行反演，残差

的收敛情况并不一样，但是通过多次的迭代（＜３０

次），最终都能够获得全局最小值．使用不同初始模

型的纵横波反演结果非常相近．结果说明，当初始模

型具备较为可靠的低频信息时，该反演方法并不易

陷入局部极小值．因此在实际地震数据反演中，需要

结合测井数据建立可靠的初始模型，保证反演结果

的准确性．

４８２



　１期 付欣等：基于改进反射系数近似方程的纵横波阻抗同步反演

５　实际资料反演

实际数据来自中国西南地区的四川盆地西部，

储层类型为上三叠统的含气砂岩．图８ａ、８ｂ和８ｃ，

分别是小、中、大三个角度范围的部分叠加剖面，在

该工区有一口井，测井位置对应剖面上的ＣＤＰ为

１３９６，即图８ａ中黑色测井线所在位置．井位置１５５０ｍｓ

以下的强反射轴指示储层的顶界面反射信息．图９ａ

和９ｂ分别为反演中所使用的纵波阻抗和横波阻抗

初始模型，图９ｃ和９ｄ为用本文方法，从大、中、小三

个部分叠加剖面中反演出的纵波阻抗剖面和横波阻

抗剖面．图１０ａ和１０ｂ显示的是井旁道地震反演结

果与井数据计算结果，图中黑色曲线为从井资料中

计算出的阻抗值，蓝色曲线为反演中所使用的初始

模型，红色曲线为反演结果．从图９ｃ和图９ｄ可看

出，井位置１５５０ｍｓ以下为储层所在位置，纵波阻抗

和横波阻抗都表现为高值异常，泥岩层夹杂其中，表

现为阻抗低值异常，从图１０（ａ—ｂ）可看出，在目标

层位附近，纵横波阻抗的反演结果与实际测井资料

较为吻合，体现了本文方法在实际数据应用中的稳

定性与可靠性．

图８　部分叠加剖面（ａ）小角度（１～１２°）、（ｂ）中角度（１３～２４°）和（ｃ）较大角度（２４～３５°）

Ｆｉｇ．８　Ｐａｒｔｉａｌｓｔａｃｋｓｅｃｔｉｏｎｓ：（ａ）ｓｍａｌｌｉｎｃｉｄｅｎｔａｎｇｌｅ（１～１２°），（ｂ）ｍｉｄｄｌｅｉｎｃｉｄｅｎｔａｎｇｌｅ（１３～２４°）ａｎｄ

（ｃ）ｌａｒｇｅｉｎｃｉｄｅｎｔａｎｇｌｅ（２４～３５°）

６　结论

本文提出了一种改进的反射系数近似方程

（ＡＳＩ方程），在此基础上结合广义线性反演方法和

贝叶斯理论，发展了对应的纵横波阻抗同步反演方

法．相比于经典的反射系数近似公式，ＡＳＩ方程可以

较为准确的表示不同类型的反射系数，并且对方程

中所含的固有参数（狉）的误差不敏感，因此能够更好

地进行正演．由于ＡＳＩ方程只包含纵、横波阻抗两个

待求参数，因此基于ＡＳＩ方程的同步反演很大程度上

降低了常规三参数同步反演问题的不适定性．在一系

列合成数据试算和分析的基础上，将该方法应用于实

际地震数据，验证了该方法的稳定性与可靠性．

附录犃

利用Ｃｏｏｋ和Ｓｃｈｎｅｉｄｅｒ（１９８３）提出的广义线性

反演方法（ＧＬＩ），对ＡＳＩ方程进行多元泰勒展开，得

线性方程：

　犚＝犚０＋
犚

犃犐０
（犃犐－犃犐０）＋

犚

犛犐０
（犛犐－犛犐０），

（Ａ１）

５８２
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图９　（ａ）初始纵波阻抗模型；（ｂ）初始纵横阻抗模型；（ｃ）反演的纵波阻抗剖面；（ｄ）反演的横波阻抗剖面

Ｆｉｇ．９　（ａ）ＩｎｉｔｉａｌＰｗａｖｅｉｍｐｅｄａｎｃｅｍｏｄｅｌ；（ｂ）ＩｎｉｔｉａｌＳｗａｖｅｉｍｐｅｄａｎｃｅｍｏｄｅｌ；

（ｃ）ＩｎｖｅｒｔｅｄＰｗａｖｅｉｍｐｅｄａｎｃｅｓｅｃｔｉｏｎ；（ｄ）ＩｎｖｅｒｔｅｄＳｗａｖｅｉｍｐｅｄａｎｃｅｓｅｃｔｉｏｎ．

式（Ａ１）中犚０，犃犐０ 和犛犐０ 分别为初始模型的反射系

数，纵波阻抗和横波阻抗．设Δ犚＝犚－犚０，Δ犃犐＝犃

犐－犃犐０，Δ犛犐＝犛犐－犛犐０，在多角度地震资料情况

下，上式可写成以下矩阵形式：

Δ犚
θ１

Δ犚
θ２



Δ犚
θ

熿

燀

燄

燅犽

＝

犇狆
θ１ 犇狊θ１

犇狆
θ２ 犇狊θ２

 

犇狆
θ犽 犇狊θ

熿

燀

燄

燅
犽

Δ犃犐

Δ
［ ］
犛犐

， （Ａ２）

上式中，犇狆和犇狊分别是地震道犛对纵波阻抗（犃犐）

和横波阻抗（犛犐）的偏导；上标θ犽代表不同的纵波入

射角．方程（Ａ２）记作：

Δ犚＝犌·Δ犿， （Ａ３）

贝叶斯公式可表示为

　　　犘（狓狘犱，犐）＝
犘（犱狘狓，犐）犘（狓狘犐）

犘（犱狘犐）

∝犘（犱狘狓，犐）犘（狓狘犐），（Ａ４）

式中，犱为观测数据；犐为先验信息；狓为待求解模

型；犘（犱｜犐）为常数，犘（狓｜犱，犐）为后验概率分布函数，

犘（犱｜狓，犐）是似然函数，表示模型参数确定时地震记

录的条件概率分布，犘（狓｜犐）为先验概率分布．假设

方程（Ａ３）的误差项ε＝Δ犚－犌·Δ犿符合零均值的

高斯分布，则似然函数为

图１０　地震反演结果（红色曲线）与

井资料计算结果（黑色曲线）对比

Ｆｉｇ．１０　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｉｎｖｅｒｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍ

ｓｅｉｓｍｉｃｄａｔａａｎｄｔｈｅｓｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄｆｒｏｍｗｅｌｌｄａｔａ

犘（Δ犛狘Δ犿，犐）＝
１

σｎ ２槡π

　　×ｅｘｐ －
（Δ犚－犌Δ犿）

Ｔ（Δ犚－犌Δ犿）

２σ
２［ ］
ｎ

，（Ａ５）

上式中，σｎ为误差项ε的标准差．
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相比于高斯分布，待反演参数的柯西分布更有

利于突出弱小反射（杨培杰和印兴耀，２００８；Ａｌｅｍｉｅ

ａｎｄＳａｃｃｈｉ，２０１１），因此我们假设待反演参数的扰

动项Δ犿也符合柯西分布：

犘（Δ犿狘犐）＝
１

（πσｍ）
Ｍ∏

犕

犻＝１

１

１＋（Δ犿）
２／σ

２［ ］
ｍ

， （Ａ６）

上式中，犕 为模型参数总数；σｍ 为扰动量的标准差．

由公式（Ａ４）可得参数扰动量的后验概率：

犘（Δ犿狘Δ犛，犐）∝∏
犕

犻＝１

１

１＋（Δ犿）
２／σ

２［ ］
ｍ

　　×ｅｘｐ －
（Δ犚－犌Δ犿）

Ｔ（Δ犚－犌Δ犿）

２σ
２［ ］
狀

，（Ａ７）

最大化后验概率后可得目标函数：

　　犑（Δ犿）＝ （Δ犚－犌Δ犿）
Ｔ（Δ犚－犌Δ犿）

＋２σ
２

狀∑
犕

犻＝１

ｌｎ１＋
（Δ犿犻）

２

σ
２（ ）
ｍ

， （Ａ８）

再通过对扰动量求导最小化目标函数，可得

　　
犑

Δ犿
＝犌

Ｔ犌Δ犿－Δ犚＋２
σ
２

狀

σ
２

ｍ

犙Δ犿， （Ａ９）

其中犙为犕×犕 的对角加权矩阵，其第犻行，第犻列

元素为犙犻，犻 ＝１／ １＋（Δ犿犻）
２／σ

２［ ］ｍ
２，Δ犿犻 对应第犻

个待反演参数扰动量，犙矩阵对角元素的值是由柯

西分布取平方而来，称作改进的柯西分布因子

（Ｂｏｇｄａｎｏｖｅｔａｌ．，２００７）．令式（Ａ９）为零，可得最终

反演方程：

Δ犿＝ （犌
Ｔ犌＋λ犙）

－１犌ＴΔ犚， （Ａ１０）

令λ＝２σ
２

ｎ
／σ

２

ｍ
，称为柯西分布因子，上式中λ犙 为改

进的柯西约束，用来约束反演参数的稀疏程度．最

后，待反演参数可通过下式求得．

犿＝犿０＋Δ犿． （Ａ１１）
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