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摘要　地震波在各向异性介质中以一个准Ｐ波（ｑＰ）和两个准Ｓ波（ｑＳ１和ｑＳ２）的形式传播．研究三种波的相速度、

群速度以及偏振方向等传播性质能够为各向异性介质中的正反演问题提供有效支撑．具有比横向各向同性（ＴＩ）介

质更一般对称性的正交各向异性介质通常需要９个独立参数对其进行描述，这使得对传播特征的计算更为复杂．

当两个准Ｓ波速度相近时具有耦合性，从而令慢度的计算产生奇异性．因此，奇异点（慢度面的鞍点和交叉点）附近

的反射与透射（Ｒ／Ｔ）系数的求解不稳定，会导致波场振幅不准确．本文首次通过结合耦合Ｓ波射线理论和基于迭

代的各向异性相速度与偏振矢量的高阶近似解，得到了适用于正交各向异性介质以ｑＰ波入射所产生的二阶Ｒ／Ｔ

系数的计算方法．与基于一阶近似的结果相比，基于二阶近似的方法提高了ｑＰ波Ｒ／Ｔ系数的精度，能得到一阶耦

合近似无法表达的准确的ｑＰｑＳ转换波的Ｒ／Ｔ系数解，且方法适用于较强的各向异性介质．
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０　引言

射线理论作为波动方程的高阶近似解，被广泛应

用于地震学研究中．射线在给定介质中的传播特征作

为射线类正反演理论的基础，已有大量的研究成果．

针对地球介质，各向异性假设更符合真实的地

层介质特征，不同的各向异性介质需要使用相应的

参数化方法进行描述．Ｔｈｏｍｓｅｎ（１９８６）假设具有单

个对称轴的ＴＩ介质（ＶＴＩ，ＨＴＩ，ＴＴＩ）能够描述地

层的结构属性，给出了弱各向异性 ＶＴＩ介质的参

数，并据此推导了相速度和群速度的近似表达式．而

当介质中存在与地层走向垂直的裂隙时，使用正交

各向异性模型能够对其更合理地描述（卢明辉等，

２００５）．Ｔｓｖａｎｋｉｎ（１９９７）基于Ｔｈｏｍｓｅｎ的ＴＩ介质参

数，通过分别在三个对称面内求解 Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ方

程，推导了正交各向异性介质的参数化方法，并给出

了弱正交各向异性介质中ｑＰ波相速度近似表达

式．Ｘｕ和Ｓｔｏｖａｓ（２０１７）结合椭圆背景场和非椭圆系

数提出了面向声波正交各向异性介质的参数化方

法，并且基于Ｓｈａｎｋｓ变换得到了较精确的走时近似．

在各向异性介质中，地震波以准Ｐ波和两个准Ｓ

波的形式进行传播，传播特征分别与介质特征决定的

Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ方程的三组特征值和特征向量相对应，但

仅在部分具有简单对称性的各向异性介质中存在解

析解，大部分情况下需要使用数值方法进行求解．吴

国忱等（２０１０）推导了ＴＴＩ介质的相速度与偏振方向

的解析表达式；利用ＴＩ介质的传播特征信息，可以进

行相应的正演模拟和逆时偏移计算（黄金强和李振

春，２０１７；李振春等，２０１７）；Ｆａｒｒａ（２００１）使用迭代方

法推导了各向异性介质中高阶ｑＰ波和ｑＳ波相速度

以及偏振方向的表达式，在未增加过多计算代价的情

况下，可以得到相对精确的高阶解．Ｓｒｉｐａｎｉｃｈ和

Ｆｏｍｅｌ（２０１５）使用了椭圆近似得到ＴＩ介质和正交各

向异性介质中ｑＰ波的相速度和群速度解，并使用其

进行波向量分解（Ｓｒｉｐａｎｉｃｈ等，２０１７），Ｈａｏ和Ｓｔｏｖａｓ

（２０１６）利用广义时差近似（ＧＭＡ）也给出了正交各向

异性介质的ｑＰ波高精度近似相速度，达到了很高的

精度，但是后两种方法仅涉及ｑＰ波的近似表达．

在各向异性介质中，当两个准Ｓ波相近时存在

耦合现象，即在弱各向异性介质中或者一般各向异

性介质的奇异点（慢度面的鞍点和交叉点）附近，常

规的射线追踪方法通常无法得到稳定的解（Ｖａｖｒｙ̌ｃｕｋ，

２００３；Ｇｒｅｃｈｋａ，２０１５）．Ｃｏａｔｅｓ和Ｃｈａｐｍａｎ（１９９０）探

讨了ｑＳ波在弱各向异性介质中的耦合现象，并使用

耦合体积分对射线走时和偏振方向进行改正．

Ｋｌｉｍｅ（２００６），Ｆａｒｒａ和Ｐｅｎ̌ｃíｋ（２００８）提出了耦合

Ｓ波射线理论，并且推导了光滑各向异性弹性介质

中的耦合Ｓ波的一阶射线追踪表达式．耦合射线理

论不再区分两个速度相近的准Ｓ波，而是将其看作

按两个偏振方向进行传播的一组波，某种程度上解

决了准Ｓ波场在奇异点附近的解不稳定的问题．

Ｒ／Ｔ系数反映了波场振幅在界面处的变化情况．

计算与位移相关的Ｒ／Ｔ系数需要分别对广义Ｓｎｅｌｌ定

理和Ｚｏｅｐｐｒｉｔｚ方程进行求解，即令入射波和反射、透射

波在界面切平面内的慢度分量相等，并且要求位移、应

力连续．Ｓｌａｗｉｎｓｋｉ等（２０００）基于Ｔｈｏｍｓｅｎ的ＶＴＩ介质

中的相速度以及相速度面和偏振方向的几何关系，推

导了适用于ＶＴＩ介质的广义Ｓｎｅｌｌ定理．Ｄａｌｅｙ和Ｈｒｏｎ

（１９７７），Ｃｈａｐｍａｎ（１９９４）对半空间条件下的两个均匀各

向异性介质相关的 Ｒ／Ｔ系数进行了研究．̌Ｃｅｒｖｅｎ

（２００１）使用射线理论计算了３维层状各向异性介质间

的Ｒ／Ｔ系数．Ｊíｌｅｋ（２００２）使用扰动方法推导了界面上

下介质弱差异的弱各向异性相关的ＰＳ波反射系数．

Ｆａｒｒａ和Ｐｅｎ̌ｃíｋ（２０１０）基于一阶射线追踪和耦合Ｓ波

射线理论给出了弱各向异性介质中ｑＰｑＰ非转换波的
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一阶近似Ｒ／Ｔ系数，但并没有给出ｑＰｑＳ转换波的Ｒ／

Ｔ系数解．梁锴等（２０１１）利用弱各向异性近似推导了

ＴＴＩ介质ｑＰ波入射精确和近似Ｒ／Ｔ系数．

本文通过Ｔｓｖａｎｋｉｎ的参数化方法和Ｂｏｎｄ矩阵

定义正交各向异性介质、ＴＩ介质和各向同性介质，结

合耦合Ｓ波射线理论与各向异性相速度和偏振矢量

的高阶近似解得到了基于二阶近似的Ｓｎｅｌｌ定理，使

用牛顿法对二阶ｑＰ波和耦合Ｓ波的反射、透射波慢

度进行迭代求解，根据Ｚｏｅｐｐｒｉｔｚ方程得到基于二阶

近似的以ｑＰ（Ｐ）波入射的转换波和非转换波的Ｒ／Ｔ

系数并且将二阶近似解与对应的精确解、一阶近似解

进行比较，二阶近似解的非转换波Ｒ／Ｔ系数精度高于

一阶近似，并且能够得到两ｑＳ波相关的Ｒ／Ｔ系数解．

１　理论方法

１．１　各向异性介质的刚度矩阵参数化

为了讨论基于正交各向异性的Ｒ／Ｔ系数，本文

使用Ｔｓｖａｎｋｉｎ（１９９７）提出的９参数对正交各向异

性介质进行参数化，参数及其物理意义见附录Ａ．此

参数化方法以正交各向异性介质的对称轴为坐标系

（即各向异性参考坐标系），能够退化表达 ＴＩ介质

和各向同性介质．

当各向异性参考坐标系与全局坐标系（狕轴沿

竖直方向的正交坐标系）不一致时，为了保持文中坐

标系的统一，需要进行矩阵旋转操作．假设沿各向异

性参考坐标系三轴正方向的单位向量在全局坐标系

中表示为 （犲′１，犲′２，犲′３），全局坐标系的三轴单位向量

为 （犲１，犲２，犲３），可定义作用在刚度矩阵上的旋转矩

阵为

犚＝

犲′１
Ｔ
犲１ 犲′１

Ｔ
犲２ 犲′１

Ｔ
犲３

犲′２
Ｔ
犲１ 犲′２

Ｔ
犲２ 犲′２

Ｔ
犲３

犲′３
Ｔ
犲１ 犲′３

Ｔ
犲２ 犲′３

Ｔ
犲

熿

燀

燄

燅３

． （１）

与旋转矩阵犚对应的Ｂｏｎｄ矩阵犕 为

犕 ＝

狉
２

１１ 狉
２

２１ 狉
２

３１ ２狉２１狉３１ ２狉１１狉３１ ２狉１１狉２１

狉
２

１２ 狉
２

２２ 狉
２

３２ ２狉２２狉３２ ２狉１２狉３２ ２狉１２狉２２

狉
２

１３ 狉
２

２３ 狉
２

３３ ２狉２３狉３３ ２狉１３狉３３ ２狉１３狉２３

狉２１狉１３ 狉２２狉２３ 狉３２狉３３ 狉２２狉３３＋狉３２狉２３ 狉１２狉３３＋狉３２狉１３ 狉１２狉２３＋狉２２狉１３

狉１１狉１３ 狉２１狉２３ 狉３１狉３３ 狉２１狉３３＋狉３１狉２３ 狉１１狉３３＋狉３１狉１３ 狉１１狉２３＋狉２１狉１３

狉１１狉１２ 狉２１狉２２ 狉３１狉３２ 狉２１狉３２＋狉３１狉２２ 狉１１狉３２＋狉３１狉１２ 狉１１狉２２＋狉２１狉

熿

燀

燄

燅１２

，

其中，狉犻犼 为旋转矩阵犚 的元素．全局坐标系下的刚

度矩阵犃ｇｌｏｂａｌ可以通过Ｂｏｎｄ矩阵对在各向异性参

考坐标系下的刚度矩阵犃ｌｏｃａｌ进行变换，表示为

犃ｇｌｏｂａｌ＝犕犃
ｌｏｃａｌ犕Ｔ， （２）

其中，犃ｇｌｏｂａｌ，犃ｌｏｃａｌ 均为 Ｖｏｉｇｔ格式的６×６刚度矩

阵，不做特殊说明的情况下，下文中出现的刚度矩阵

均是基于全局坐标系的．

１．２　各向异性介质的二阶近似相速度

与慢度方向矢量狀 相关的 Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ矩阵

珚Γ（狓，狀）为

　　珚Γ犻犽（狓，狀）＝犪犻犼犽犾（狓）狀犼狀犾，犪犻犼犽犾 ＝犆犻犼犽犾／ρ，

　 犻，犼，犽，犾＝１，２，３， （３）

其中，弹性常量的四阶张量犆犻犼犽犾 经密度ρ正则化为

犪犻犼犽犾 ．由于其具有对称性，与式（２）中Ｖｏｉｇｔ格式表示的

犃ｇｌｏｂａｌ，犃ｌｏｃａｌ等价，具有映射关系（Ｔｈｏｍｓｅｎ，１９８６）．

在各向异性介质中，式（３）的三个不同的特征值和特

征向量分别对应ｑＰ、ｑＳ１、ｑＳ２波的速度平方和偏振

方向．

Ｓ波耦合现象经常出现于弱各向异性介质中或

者强各向异性介质的两个ｑＳ波波速相似的奇异点

区域．针对这种情况，我们引入耦合射线的概念

（Ｋｌｉｍｅ，２００６）．耦合射线理论假设两个速度相近的

ｑＳ波按照“同一”路径传播，分别计算其偏振属性和

动力学参数，能够有效处理两个ｑＳ波，不会产生奇

异解，避免了常规各向异性射线理论无法处理ｑＳ波

耦合的问题，且形式简洁，可进一步简化用以处理各

向同性介质的Ｓ波．对于一阶近似，各向异性介质中

的ｑＰ波和耦合 Ｓ波的特征值可以分别表示为

（Ｆａｒｒａ和Ｐｅｎ̌ｃíｋ，２００８）

　犌
（１）

Ｐ
（狓，狀）＝珚犅３３，　犌

（１）

犛
犕（狓，狀）＝

珚犅１１＋珚犅２２
２

，（４）

下文中，令ｑＰ（Ｐ）波相关的变量下标为Ｐ，耦合Ｓ波

相关的变量下标为Ｓ犕．式（４）中珚犅犼犾 为对称矩阵

珚犅（狓，狀）的元素，

珚犅犼犾 ＝犲
［犼］

犻犲
［犾］

犽
珚Γ犻犽（狓，狀）， （５）

其中，犲
［犼］
犻 为一组三维正交基向量犲

［１］，犲
［２］，犲

［３］中的

２６２
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第犼个向量的犻分量，其中，犲
［３］
＝狀，犲

［１］，犲
［２］为一组

与犲
［３］正交的向量．需要说明的是，对任意犲

［１］，犲
［２］

来说，珚犅１１＋珚犅２２，珚犅
２

１３＋珚犅
２

２３
为定值，因此，其选择不影

响一阶及下述的二阶特征值的大小．由式（４），ｑＰ波和

耦合Ｓ波对应的相速度分别为狏
（１）

Ｐ ＝ 犌
（１）

Ｐ
（狓，狀槡 ），

狏
（１）

Ｓ
犕 ＝ 犌

（１）

Ｓ
犕（狓，狀槡 ）．

对于各向异性介质中ｑＰ波和耦合Ｓ波的二阶

近似，我们先利用Ｆａｒｒａ（２００１）给出的基于扰动迭

代的高阶ｑＰ波和ｑＳ１、ｑＳ２波形式推导出最终形

式为

犌Ｐ（狓，狀）＝犌
（１）

Ｐ
（狓，狀）＋

珚犅
２

１３

犌Ｐ（狓，狀）－犌
（１）

Ｓ
１
（狓，狀）

＋
珚犅
２

２３

犌Ｐ（狓，狀）－犌
（１）

Ｓ
２
（狓，狀）

，

犌Ｓ犽（狓，狀）＝
１

２ 犕１１＋犕２２± （犕１１＋犕２２）
２
＋４犕

２

１槡［ ］
２
，犽＝１，２，

（６）

其中，

犕犼犾（狓，狀）＝珚犅犼犾＋
珚犅犼３珚犅犾３

犌Ｓ犽 －犌
（１）

Ｐ

． （７）

　　令两个ｑＳ波沿耦合射线路径传播，即犌
（１）

Ｓ
１
＝

犌
（１）

Ｓ
２
＝犌

（１）

Ｓ
犕 ，结合式（４），式（６），可以得到ｑＰ波和耦

合Ｓ波的二阶近似

犌
（２）

Ｐ
（狓，狀）＝犌

（１）

Ｐ
（狓，狀）＋

珚犅
２

１３＋珚犅
２

２３

犌
（１）

Ｐ
（狓，狀）－犌

（１）

Ｓ
犕（狓，狀）

，

犌
（２）

Ｓ
犕（狓，狀）＝犌

（１）

Ｓ
犕（狓，狀）－

１

２

珚犅
２

１３＋珚犅
２

２３

犌
（１）

Ｐ
（狓，狀）－犌

（１）

Ｓ
犕（狓，狀）

．

（８）

　　将耦合射线理论与二阶迭代近似相速度计算结

合，得到二阶近似的ｑＰ波和耦合Ｓ波波速值．与

Ｆａｒｒａ（２００１）中二阶扰动解不同，此二阶近似式（８）

的分母中，我们使用了一阶近似的ｑＰ波和耦合Ｓ

波特征值犌
（１）

Ｐ
（狓，狀），犌

（１）

Ｓ
犕（狓，狀），而非原公式中迭代

二阶近似中使用的参考各向同性介质的Ｐ波和Ｓ

波特征值，将迭代二阶近似向迭代三阶近似逼近，增

加了二阶近似相速度的精度，形式简单，并且没有显

著提升所需的计算代价．二阶近似ｑＰ波和耦合Ｓ

波的相速度大小分别为狏
（２）

Ｐ ＝ 犌
（２）

Ｐ
（狓，狀槡 ），狏

（２）

Ｓ
犕 ＝

犌
（２）

Ｓ
犕（狓，狀槡 ），慢度矢量为狆

（２）
＝狀／狏

（２）．

１．３　广义犛狀犲犾犾定理和基于二阶近似的犛狀犲犾犾定理

与式（３）类似，坐标 狓 处的与慢度相关的

Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ矩阵Γ为

Γ犻犽（狓，狆）＝犪犻犼犽犾（狓）狆犼狆犾， （９）

其中，狆为特定波的慢度矢量，狆＝狀／狏，狏表示其

相速度大小．各向异性介质中某种波的存在条件为

ｄｅｔ（Γ犻犽－δ犻犽）＝０． （１０）

　　若狓位于界面上，则入射波与反射、透射波的慢

度遵循Ｓｎｅｌｌ定理，即在界面切平面的投影分量犪相

等，写作向量形式为

　狆ｉｎｃ－（狆ｉｎｃ·犖）犖＝狆Ｒ／Ｔ－（狆Ｒ／Ｔ·犖）犖＝犪，

（１１）

其中，狆ｉｎｃ为入射波的慢度矢量，犖为狓处的界面法

向量，狆Ｒ／Ｔ 为反射、透射波的慢度矢量．由式（１１）

可知，

狆Ｒ／Ｔ ＝狆ｉｎｃ－（狆ｉｎｃ·犖）犖＋（狆Ｒ／Ｔ·犖）犖＝犪＋σ犖，

（１２）

其中，σ为狆Ｒ／Ｔ 在界面法线方向上的投影．结合式

（１２）与（１０），可以得到关于σ的基于广义Ｓｎｅｌｌ定理

的六阶方程，忽略物理上不合理的三个解，从而可求

得对应于ｑＰ、ｑＳ１、ｑＳ２波的三个解（̌Ｃｅｒｖｅｎ，２００１，

公式２．３．５３，２．３．５４），但是由于复杂各向异性存在

奇异点，当两个准Ｓ波对应的特征值相似时，会产生

奇异解．Ｆａｒｒａ和Ｐｅｎ̌ｃíｋ（２０１０）提出的基于一阶近

似的Ｒ／Ｔ系数计算虽然能够处理弱各向异性的ｑＰ

波折射和反射，但是其无法适应强各向异性介质，并

且其并未给出转换耦合Ｓ波相关的 Ｒ／Ｔ系数．因

此，我们结合二阶近似的相速度式（８）推导基于二阶

近似的Ｓｎｅｌｌ定理．与式（１０）对应的二阶ｑＰ波和耦

合Ｓ波特征值可以表示为

犌
（２）

Ｐ
（狓，狆Ｐ）＝１，　犌

（２）

Ｓ
犕（狓，狆Ｓ犕）＝１， （１３）

其中，狆Ｐ，狆Ｓ犕 分别为两者的慢度矢量，同样遵循

（１２）式．结合式（１２）与（１３）可以得到关于σ的最高

为１２阶的高次方程．方程的阶数由各向异性复杂程

度、全局坐标系与各向异性参考坐标系的差异决定．

例如，各向同性介质对应的两个方程均为８阶，解包

含两组三重根在内，共有４个，与一阶近似相同；

ＶＴＩ介质对应的两个方程也为８阶，其８个解可能

含有重根；对称轴为全局坐标系三轴的正交各向异

性介质也对应了８阶方程．而界面法线方向不沿竖

直向上，且对称轴与全局坐标系三轴均不一致的正

交各向异性介质，或更为复杂的各向异性介质则对

应了最高阶为１２阶的方程．虽然１２阶的情况可以

３６２
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通过旋转全局坐标系为各向异性参考坐标系从而将

方程降阶为一般的８阶，但是由于高阶方程系数的

复杂度随着各向异性及地层的复杂程度增加，方程

求解和筛选的计算代价也会超出可接受的范畴．因

此，令以Ｒ／Ｔ系数相关的变量σ为未知数的目标函

数为

犳（σＲ／Ｔ）＝犌
（２）（狆）－１＝０，狆＝犪＋σＲ／Ｔ犖，（１４）

使用牛顿法来迭代求解，第犼次迭代的迭代公式为

　　　　σ
［犼］

Ｒ／Ｔ ＝σ
［犼－１］

Ｒ／Ｔ －
犳（σ

［犼－１］

Ｒ／Ｔ
）

犳′（σ
［犼－１］

Ｒ／Ｔ
）
，

　犳′（σ
［犼－１］

Ｒ／Ｔ
）＝
犳（σ

［犼－１］

Ｒ／Ｔ
）

狆
［犼－１］

犽

狆
［犼－１］

犽

σ
［犼－１］

犚／犜

＝
犖犽犌

（２）

狆
［犼－１］

犽

，（１５）

其中，与犌
（２）／狆犽 相关变量的完整形式见附录Ｂ．

若解为复数，此方法仍能够有效求解出相应的σ．使

用两组迭代求解可以分别得到二阶ｑＰ波和耦合Ｓ

波的相速度慢度矢量．迭代求解避免了高阶方程求

解后解的筛选过程，在有限的迭代次数中就能够得

到合理的结果，比一般方程求解效率更高，且耦合Ｓ

波保证了奇异点附近解的稳定性．

１．４　基于二阶近似的狇犘入射波的犣狅犲狆狆狉犻狋狕方程

偏振方向的求取基于Ｆａｒｒａ（２００１），根据ｑＰ波

和耦合Ｓ波的二阶慢度矢量确定的单位方向向量，

可以得到其对应的二阶偏振方向向量犵
（２），具体表

达形式为

犵
（２）

狆
（狓，狆Ｐ）＝

犅１３犲
［１］
＋犅２３犲

［２］
＋ 犅３３－

犅１１＋犅２２（ ）２
犲
［３［ ］］

犅３３－
犅１１＋犅２２（ ）２

２

＋犅
２

１３＋犅
２

２槡 ３

，

犵
（２）

Ｓ
［１］ 狓，狆Ｓ（ ）犕 ＝

犲
［１］
＋

犕１２
犌
（２）
犛
１
－犕（ ）２２

犲
［２］
＋

２犅１３
犅１１＋犅２２－２犅３３

犲
［３［ ］］

１＋
犕
２

１２

犌
（２）
犛
１
－犕（ ）２２

２＋
２犅１３

犅１１＋犅２２－２犅（ ）
３３槡

２

，

犵
（２）

Ｓ
［２］ 狓，狆Ｓ（ ）犕 ＝

犕１２
犌
（２）
犛
２
－犕（ ）１１

犲
［１］
＋犲

［２］
＋

２犅２３
犅１１＋犅２２－２犅３３

犲
［３［ ］］

１＋
犕
２

１２

犌
（２）
犛
２
－犕（ ）２２

２＋
２犅２３

犅１１＋犅２２－２犅（ ）
３３槡

２

，

（１６）

其中，犅犻犼 参数分别为对应的ｑＰ波慢度或耦合Ｓ波

慢度．犌
（２）

犛犽
（狆）为替换式（６）中单位方向向量参数为

对应耦合Ｓ波慢度矢量得到，其对应的犲
［犼］

犻
与式（５）

中相同即可．当慢度为复数矢量时，对应的偏振矢量

亦为复数矢量形式．

我们通过如下正交各向异性模型给出关于慢度

和偏振方向计算的算例．

狏Ｐ ＝２．４３６７ｋｍ·ｓ
－１，狏Ｓ＝１．２６４９ｋｍ·ｓ

－１，

ε
１
＝０．３２８６，γ

１
＝０．１８３１，δ

１
＝０．０８２５，

ε
２
＝０．２５７９，γ

２
＝０．０４５５，δ

２
＝－０．０７７６，

δ
３
＝－０．１０６４．

（１７）

首先，使用式（１７）参数化的正交各向异性模型

（Ｓｃｈｏｅｎｂｅｒｇ和 Ｈｅｌｂｉｇ，１９９７），按照式（３）进行特

征值求解，计算此模型在三个对称面对应的慢度分

布情况，如图１，可见在正交各向异性中的两个ｑＳ

波对应部分入射角的速度相似，即在奇异点（慢度曲

线交叉点）附近存在耦合现象，此时若按照传统的各

向异性射线追踪方法进行求解则会出现不稳定的问

题．下面我们将通过结合各向异性高阶近似解与耦

合射线理论对正交各向异性介质进行处理．不做特

殊说明的情况下，将对包括奇异点附近范围在内的

所有入射角度进行计算，检验此近似对一般情况的

整体适应性．

由于耦合Ｓ波理论的Ｓ波与常规的ｑＳ１、ｑＳ２

波波速不直接可比，我们将（８）式中的二阶近似ｑＰ

波、Ｆａｒｒａ的二阶、三阶近似解与精确解进行比较，

得到如图２所示的误差剖面，ｑＰ波相速度的精度随

着阶数的增加而提高．其中，对于高阶近似ｑＰ波波

速，图２ｂ使用了零阶近似Ｐ、Ｓ波波速，图２ｃ使用了

ｑＰ波及耦合Ｓ波的一阶近似波速，图２ｄ使用了一

阶近似ｑＰ、ｑＳ１、ｑＳ２波速．图２ｃ的精度介于图２ｂ

与图２ｄ之间，与一阶近似的图２ａ相比，提高了一个

数量级的精度，此二阶近似对Ｒ／Ｔ系数的改正作用

在下文的实例中也能够体现出来．

接下来考察使用二阶近似计算的三个波对应的

偏振矢量，按照式（１６）计算偏振方向并绘制在相应

入射方向狀Ｐ，狀Ｓ犕 的单位球上，如图３，正交各向异性

的ｑＰ波（对应狀Ｐ）偏振方向与入射方向有一定偏

４６２
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图１　使用式（１７）参数化的正交各向异性模型在三个对称面上的慢度分布

（ａ）入射向量 （狀１，狀２，狀３＝０）确定的水平平面内的慢度分布；（ｂ）入射向量 （狀１＝０，狀２，狀３）

确定的竖直平面内的慢度分布；（ｃ）入射向量 （狀１，狀２＝０，狀３）确定的竖直平面内的慢度分布．

Ｆｉｇ．１　Ｓｌｏｗｎｅｓｓｏｎｔｈｒｅｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃｓｕｒｆａｃｅｓｆｏｒｏｒｔｈｏｒｈｏｍｂｉｃｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｂｙ（１７）

（ａ）Ｓｌｏｗｎｅｓｓｏｎｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｓｕｒｆａｃｅｗｉｔｈｉｎｃｉｄｅｎｔｖｅｃｔｏｒ（狀１，狀２，狀３＝０）；（ｂ）Ｓｌｏｗｎｅｓｓｏｎｖｅｒｔｉｃａｌｓｕｒｆａｃｅ

ｗｉｔｈｉｎｃｉｄｅｎｔｖｅｃｔｏｒ（狀１＝０，狀２，狀３）；（ｃ）Ｓｌｏｗｎｅｓｓｏｎｖｅｒｔｉｃａｌｓｕｒｆａｃｅｗｉｔｈｉｎｃｉｄｅｎｔｖｅｃｔｏｒ（狀１，狀２＝０，狀３）．

图２　近似ｑＰ波波速与精确解的误差（百分比）

（ａ）一阶近似的误差；（ｂ）二阶近似（Ｆａｒｒａ）的误差；（ｃ）二阶近似（本文）的误差；（ｄ）三阶近似（Ｆａｒｒａ）的误差．

Ｆｉｇ．２　Ｅｒｒｏｒ（ｉｎｐｅｒｃｅｎｔａｇｅ）ｏｆａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｄｑＰｗａｖｅｐｈａｓｅｖｅｌｏｃｉｔｙｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｅｘａｃｔｏｎｅ

（ａ）Ｅｒｒｏｒｏｆ１ｓｔｏｒｄｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ；（ｂ）Ｅｒｒｏｒｏｆ２ｎｄｏｒｄｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ（Ｆａｒｒａ′ｓ）；

（ｃ）Ｅｒｒｏｒｏｆ２ｎｄｏｒｄｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ（ｏｕｒｓ）；（ｄ）Ｅｒｒｏｒｏｆ３ｒｄｏｒｄｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ（Ｆａｒｒａ′ｓ）．

图３　单位入射方向球上的正交各向异性模型的（ａ）ｑＰ，（ｂ）ｑＳ１，（ｃ）ｑＳ２偏振矢量

Ｆｉｇ．３　Ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｖｅｃｔｏｒｓｏｆ（ａ）ｑＰ，（ｂ）ｑＳ１，ａｎｄ（ｃ）ｑＳ２ｗａｖｅｓｉｎｔｈｅｏｒｔｈｏｒｈｏｍｂｉｃｍｏｄｅｌｐｌｏｔｔｅｄ

ｏｎｔｈｅｕｎｉｔｉｎｃｉｄｅｎｔｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓｐｈｅｒｅ

差，但是仍较接近于入射方向；ｑＳ１波偏振方向和

ｑＳ２波偏振方向（对应狀Ｓ犕）与入射方向的夹角不为

９０°，与Ｓｒｉｐａｎｉｃｈ等（２０１７）的Ｆｉｇ．１的解趋势一致．

在界面法线单位矢量为犖的坐标狓处，二阶慢

度矢量为狆
（２）的波对应的应力可以表示为

犡犻＝犪犻犼犽犾犖犼犵
（２）

犽 狆
（２）

犾 ． （１８）

　　若在狓点以ｑＰ（Ｐ）波入射，入射波的偏振矢量

和应力矢量为犵
犘
ｉｎｃ，犡

犘
ｉｎｃ，由位移和应力连续，可得
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到反射＼透射ｑＰ、耦合Ｓ波的偏振矢量和应力矢量

犵
Ｐ，犵

Ｓ
１，犵

Ｓ
２ 和犡Ｐ，犡Ｓ１，犡Ｓ２，即Ｚｏｅｐｐｒｉｔｚ方程如下，

犕犆＝犖， （１９）

其中，

犕 ＝

犵
Ｐ狋
１ 犵

Ｓ
１狋
１ 犵

Ｓ
２狋
１ －犵

Ｐ狉
１ －犵

Ｓ
１狉
１ －犵

Ｓ
２狉
１

犵
Ｐ狋
２ 犵

Ｓ
１狋
２ 犵

Ｓ
２狋
２ －犵

Ｐ狉
２ －犵

Ｓ
１狉
２ －犵

Ｓ
２狉
２

犵
Ｐ狋
３ 犵

Ｓ
１狋
３ 犵

Ｓ
２狋
３ －犵

Ｐ狉
３ －犵

Ｓ
１狉
３ －犵

Ｓ
２狉
３

犡
Ｐ狋
１ 犡

Ｓ
１狋
１ 犡

Ｓ
２狋
１ －犡

Ｐ狉
１ －犡

Ｓ
１狉
１ －犡

Ｓ
２狉
１

犡
Ｐ狋
２ 犡

Ｓ
１狋
２ 犡

Ｓ
２狋
２ －犡

Ｐ狉
２ －犡

Ｓ
１狉
２ －犡

Ｓ
２狉
２

犡
Ｐ狋
３ 犡

Ｓ
１狋
３ 犡

Ｓ
２狋
３ －犡

Ｐ狉
３ －犡

Ｓ
１狉
３ －犡

Ｓ
２狉

熿

燀

燄

燅３

，

犆＝ 犆Ｐ狋 犆Ｓ１狋 犆Ｓ２狋 犆Ｐ狉 犆Ｓ１狉 犆Ｓ２［ ］狉 Ｔ，

犖＝ 犵
Ｐ
ｉｎｃ
１ 犵

Ｐ
ｉｎｃ
２ 犵

Ｐ
ｉｎｃ
３ 犡Ｐｉｎｃ１ 犡Ｐｉｎｃ２ 犡Ｐｉｎｃ［ ］３

Ｔ
．

上标中的狉和狋分别对应上层（入射）介质中的

反射波以及下层（透射）介质中的透射波．犆Ｐ狉，犆Ｓ１狉，

犆Ｓ２狉 对应反射ｑＰ波、耦合Ｓ波的反射系数，犆
Ｐ狋，

犆Ｓ１狋，犆Ｓ２狋 对应透射ｑＰ波、耦合Ｓ波的透射系数．此

处及下文中的反射、透射系数均为以位移表示的反

射、透射系数．方程（１９）是一个较稳定的线性系统，

可通过常规方法求解．

２　数值实验

为了验证本文中二阶近似Ｒ／Ｔ系数计算方法

的有效性，我们使用三组各向异性模型来进行验证．

在所有模型中，当上半空间介质为各向同性时，入射

波为Ｐ波，反射波为Ｐ波，Ｓ波；当其介质为各向异

性时，入射波为ｑＰ波，反射波为ｑＰ波和耦合Ｓ波．

透射波在下半空间的各向异性介质中传播，透射波

为ｑＰ波和耦合Ｓ波．为了表达和比较的统一和方

便，后文也使用犆
Ｓ
１狉，犆

Ｓ
２狉 来分别表示各向同性介质

中的反射波的Ｓ１和Ｓ２分量．令入射倾角和方位角

均从０°变化至９０°，给出Ｒ／Ｔ系数及相关参数的等

值线图．Ｒ／Ｔ系数的精确解是通过直接求解广义

Ｓｎｅｌｌ定理（（１０），（１２）联立的六阶方程）和对应的

Ｚｏｅｐｐｒｉｔｚ方程得到，由于奇异点附近直接求解不稳

定，需要额外计算和选择合理的ｑＳ波慢度、偏振及

应力矢量．另外，由于使用式（１９）求解的Ｒ／Ｔ系数

可能为复数，我们在例子中均使用系数的模对各变

量进行表达和比较．

２．１　Ｐ波从各向同性介质入射至弱各向异性 ＨＴＩ

介质

首先，将二阶近似的Ｒ／Ｔ系数结果与已有的基

于一阶近似的Ｒ／Ｔ系数结果进行对比，用于检测二

阶近似的正确性和对弱各向异性的改正作用．下面

的模型Ａ为Ｆａｒｒａ和Ｐｅｎ̌ｃíｋ（２０１０）文中使用的第

二组模型，入射Ｐ波所在的上层为各向同性介质，Ｐ

波波速狏Ｐ、Ｓ波波速狏Ｓ以及密度ρ分别为

　　
狏Ｐ＝３．０ｋｍ·ｓ

－１，狏Ｓ＝１．７３ｋｍ·ｓ
－１，

ρ＝２．２ｇ·ｃｍ
－３．

（２０）

透射ｑＰ波和耦合Ｓ波所在的下层为弱ＨＴＩ介

质，可以将刚度系数矩阵换算为Ｔｓｖａｎｋｉｎ参数和旋

转矩阵，即

狏Ｐ＝３．０７０８ｋｍ·ｓ
－１，狏Ｓ＝２．０６１６ｋｍ·ｓ

－１，

ρ＝２．６ｇ·ｃｍ
－３，ε

１＝ε
２＝０．３０９７，γ

１＝γ
２＝０．２７１，

δ
１＝δ

２＝０．２８４４，δ
３＝０．０００，

犚＝

０ １ ０

０ ０ １

熿

燀

燄

燅１ ０ ０

． （２１）

　　由于其上层的各向同性介质的速度在一定倾

角、方位角范围内小于下层介质，因此可能存在部分

复Ｒ／Ｔ系数．图４为模型Ａ的ｑＰ（Ｐ）波Ｒ／Ｔ系数

的精确解、二阶近似解与精确解的差值，以及一阶近

似解与精确解的差值．因入射倾角和方位角分别在

０到９０°范围内变化，三维空间内的临界角可组成一

条分界线，即图４ａ所示的ＡＢ或图４ｄ所示的ＣＤ连

线．在临界角分界线附近区域，犆Ｐ狉 和 犆Ｐ狋 由实

数变为复数，产生剧烈变化．比较图４ｂ和４ｃ，４ｅ和

４ｆ在此区域的值，二阶近似解与精确解的差值要小

于一阶近似解与精确解的差值．在整体上，对于弱各

向异性介质，二阶近似解与一阶近似解的ｑＰ（Ｐ）波

Ｒ／Ｔ系数的精度相近，但是在误差分布上，令误差

的期望为０，二阶近似解、一阶近似解与精确解的

差值的标准差分别为０．００８６、０．０４２６（犆Ｐ狉 ）和

０．０１１９、０．０５０６（犆Ｐ狋 ），即二阶近似解略优于一阶

近似解，两者都具有较高的精度．

由于Ｆａｒｒａ计算的耦合Ｓ波Ｒ／Ｔ系数与精确

解不可比（Ｆａｒｒａ和Ｐｅｎ̌ｃíｋ，２０１０），此处及下文中，

对于准Ｓ波（或Ｓ波），我们仅对二阶近似结果与精

确解的差进行分析和比较．图５为耦合Ｓ波的两个

偏振方向（各向同性介质为Ｓ１、Ｓ２分量）对应的Ｒ／Ｔ

系数的精确解以及二阶近似解与精确解的差值．由

图５可以看出，二阶近似解与精确解很接近，其标

准差均小于０．００３４（见表１）．

为了更直观地分析ｑＳ波（Ｓ波）二阶近似Ｒ／Ｔ

系数的计算精度，我们分别给出了固定入射倾角和

固定方位角为４５°时，ｑＳ（Ｓ）波Ｒ／Ｔ系数值的截面

（见图６ａ和６ｂ）．由图６可清楚地看到二阶近似Ｓ

６６２
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图４　模型Ａ的Ｐ波入射对应的Ｐ波反射系数和ｑＰ波透射系数

（ａ）Ｐ波反射系数的精确解；（ｂ）Ｐ波反射系数的二阶近似解与精确解的差值；（ｃ）Ｐ波反射系数的

一阶近似解与精确解的差值；（ｄ）（ｅ）（ｆ）与（ａ）（ｂ）（ｃ）类似，是关于ｑＰ波透射系数的值．

Ｆｉｇ．４　ＰｗａｖｅｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｎｄｑＰｗａｖｅｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｉｎｃｉｄｅｎｔＰｗａｖｅｆｏｒｍｏｄｅｌＡ
（ａ）ＥｘａｃｔＰｗａｖｅｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ；（ｂ）ＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅａｎｄｅｘａｃｔＰｗａｖｅｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ；（ｃ）

ＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅａｎｄｅｘａｃｔＰｗａｖｅｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ；（ｄ）（ｅ）（ｆ）ａｒｅｓｉｍｉｌａｒｔｏ（ａ）（ｂ）（ｃ）ｆｏｒｑＰｗａｖｅ

ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ．

图５　模型Ａ的以Ｐ波入射对应的Ｓ波反射系数、ｑＳ波透射系数的精确解和二阶近似解与精确解的差值
（ａ）Ｓ波的Ｓ１分量反射系数精确解；（ｂ）ｑＳ１波的透射系数精确解；（ｃ）Ｓ波的Ｓ２分量反射系数精确解；

（ｄ）ｑＳ２波透射系数精确解；（ｅ）（ｆ）（ｇ）（ｈ）为二阶近似解与相应精确解（ａ）（ｂ）（ｃ）（ｄ）的差值．

Ｆｉｇ．５　ＳｗａｖｅｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｎｄｑＳｗａｖｅｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

ｔｏｉｎｃｉｄｅｎｔＰｗａｖｅｆｏｒｍｏｄｅｌＡ
（ａ）ＥｘａｃｔＳ１ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆＳｗａｖｅｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ；（ｂ）ＥｘａｃｔｑＳ１ｗａｖｅｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ；（ｃ）ＥｘａｃｔＳ２ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆＳｗａｖｅ

ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ；（ｄ）ＥｘａｃｔｑＳ２ｗａｖｅｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ；（ｅ）（ｆ）（ｇ）（ｈ）ａｒｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅａｎｄ

ｅｘａｃｔｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏ（ａ）（ｂ）（ｃ）（ｄ）．

７６２
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图６　当（ａ）固定入射倾角为４５°，（ｂ）固定入射方位角为４５°时，

模型Ａ的ｑＳ（Ｓ）波Ｒ／Ｔ系数精确解（实线）和二阶近似解（虚线）

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｅｘａｃｔ（ｓｏｌｉｄｌｉｎｅ）ａｎｄ２ｎｄｏｒｄｅｒ（ｄａｓｈｅｄｌｉｎｅ）ｑＳ（Ｓ）ｗａｖｅＲ／ＴｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｆｏｒｍｏｄｅｌＡｗｈｅｎ

（ａ）ｔｈｅｉｎｃｉｄｅｎｃｅｉｓｆｉｘｅｄａｓ４５°，（ｂ）ｔｈｅａｚｉｍｕｔｈｉｓｆｉｘｅｄａｓ４５°

表１　模型犃中狇犛波（犛波）二阶近似犚／犜系数的标准差

犜犪犫犾犲１　犛狋犪狀犱犪狉犱犱犲狏犻犪狋犻狅狀狅犳狊犲犮狅狀犱狅狉犱犲狉

犪狆狆狉狅狓犻犿犪狋犻狅狀狅犳狇犛狑犪狏犲（犛狑犪狏犲）犚／犜

犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊犳狅狉犿狅犱犲犾犃

犆Ｓ１狉 犆Ｓ１狋 犆Ｓ２狉 犆Ｓ２狋

标准差 ０．００３４ ０．００２４ ０．００３４ ０．００１４

波的Ｓ１、Ｓ２分量反射系数、耦合Ｓ波两偏振相关的

透射系数与其精确值相当接近．

基于对模型Ａ的上述比较和分析，二阶近似的

ｑＰ（Ｐ）波Ｒ／Ｔ系数，与Ｆａｒｒａ的一阶近似结果精度

近似，整体上优于一阶近似解，这是由于对于各向同

性介质和弱各向异性介质来说，一阶近似已能够达

到所需的精度要求．而二阶近似的ｑＳ（Ｓ）波Ｒ／Ｔ系

数精度也较高，能够较准确地处理弱各向异性介质．

２．２　犘波从各向同性介质入射至强正交各向异性

介质

为了验证基于二阶近似的Ｒ／Ｔ系数计算方法

同样适用于更为一般的强正交各向异性介质，我们

选用Ｔｓｖａｎｋｉｎ（１９９７）提供的强正交各向异性参数

作为模型的一部分来说明二阶近似算法的适用性．

模型Ｂ中的入射Ｐ波所在的上层为各向同性

介质，Ｐ波波速狏Ｐ、Ｓ波波速狏Ｓ以及密度ρ分别为

　　
狏Ｐ＝５．０ｋｍ·ｓ

－１，狏Ｓ＝３．５ｋｍ·ｓ
－１，

ρ＝２．６５ｇ·ｃｍ
－３．

（２２）

透射波所在的下层为强正交各向异性介质，其定义

在全局坐标系下的各向异性参数和旋转矩阵为

狏Ｐ＝３ｋｍ·ｓ
－１，狏Ｓ＝１．２ｋｍ·ｓ

－１，

ρ＝２．６５ｇ·ｃｍ
－３，ε

１＝０．４５，γ
１＝０．７，δ

１＝－０．１５，

ε
２＝０．６，γ

２＝０．３，δ
２＝－０．１，δ

３＝０．２，

犚＝

０ １ ０

０ ０ １

熿

燀

燄

燅１ ０ ０

． （２３）

　　由图７可知，对于强正交各向异性，一阶近似与二

阶近似的Ｒ／Ｔ系数差别较大．一阶近似的透射系数

犆Ｐ狋 的最大相对误差为１２％，反射系数犆Ｐ狉 的最

大相对误差则高达４０％，一阶近似解在陡倾角区域

精度无法达到要求．与之相应的，二阶近似的透射系

数 犆Ｐ狋 和反射系数的最大相对误差分别为３％和

６％，二阶近似的精确度整体上比一阶近似解要高约

一位有效数字．在误差分布上，二阶近似和一阶近似

与精确解的标准差分别为０．００３０、０．０２０７（犆Ｐ狉 ）

和０．００４３、０．０３１０（犆Ｐ狋 ），即二阶近似的精度更高．

与图５类似，比较图８中二阶近似的犆Ｓ１狉，犆Ｓ１狋，

犆Ｓ２狉，犆Ｓ２狋 与精确解的误差，其标准差如表２．图９ａ和

９ｂ分别给出了固定入射倾角和方位角为４５°时，ｑＳ

（Ｓ）波的Ｒ／Ｔ系数大小，与上述分析一致，二阶近似

与精确值匹配程度很高．因此，对于强各向异性介

质，基于二阶近似的ｑＳ波（Ｓ波）Ｒ／Ｔ系数在图示入

射角度分布范围内仍然同样具有较高的精度．

表２　模型犅中狇犛波（犛波）二阶近似犚／犜系数的标准差

犜犪犫犾犲２　犛狋犪狀犱犪狉犱犱犲狏犻犪狋犻狅狀狅犳狊犲犮狅狀犱狅狉犱犲狉

犪狆狆狉狅狓犻犿犪狋犻狅狀狅犳狇犛狑犪狏犲（犛狑犪狏犲）犚／犜

犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊犳狅狉犿狅犱犲犾犅

犆Ｓ１狉 犆Ｓ１狋 犆Ｓ２狉 犆Ｓ２狋

标准差 ０．００１３ ０．００３２ ０．０００３ ０．００２１

８６２
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图７　模型Ｂ的Ｐ波入射对应的Ｐ波反射系数和ｑＰ波透射系数，其它与图４类似

Ｆｉｇ．７　ＰｗａｖｅｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｎｄｑＰｗａｖｅｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｉｎｃｉｄｅｎｔＰ

ｗａｖｅｆｏｒｍｏｄｅｌＢ．ＯｔｈｅｒｓａｒｅｓｉｍｉｌａｒｔｏＦｉｇ．４，ｂｕｔｆｏｒｍｏｄｅｌＢ

图８　模型Ｂ的以Ｐ波入射对应的Ｓ波反射系数、ｑＳ波透射系数的精确解和二阶近似解与精确解的差值，其他与图５类似

Ｆｉｇ．８　ＳｗａｖｅｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｎｄｑＳｗａｖｅｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｉｎｃｉｄｅｎｔＰ

ｗａｖｅｆｏｒｍｏｄｅｌＢ．ＯｔｈｅｒｓａｒｅｓｉｍｉｌａｒｔｏＦｉｇ．５，ｂｕｔｆｏｒｍｏｄｅｌＢ

　　对于强各向异性介质来说，一阶近似已经无法

准确计算Ｒ／Ｔ系数，而考虑了速度和偏振方向二阶

修正项的Ｒ／Ｔ系数能够较好地逼近准确值，因此，

基于二阶近似Ｒ／Ｔ系数计算方法同样能够适应强

各向异性介质．

２．３　狇犘波从弱各向异性犜犜犐介质入射至倾斜的强

正交各向异性介质

以上的例子均使用含有较简单的倾角（９０°或

９６２
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图９　当（ａ）固定入射倾角为４５°，（ｂ）固定入射方位角为４５°时，

模型Ｂ的ｑＳ（Ｓ）波Ｒ／Ｔ系数精确解（实线）和二阶近似解（虚线）

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｅｘａｃｔ（ｓｏｌｉｄｌｉｎｅ）ａｎｄ２ｎｄｏｒｄｅｒ（ｄａｓｈｅｄｌｉｎｅ）ｑＳ（Ｓ）ｗａｖｅＲ／ＴｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｆｏｒｍｏｄｅｌＢ

ｗｈｅｎ（ａ）ｔｈｅｉｎｃｉｄｅｎｃｅｉｓｆｉｘｅｄａｓ４５°，（ｂ）ｔｈｅａｚｉｍｕｔｈｉｓｆｉｘｅｄａｓ４５°

０°）信息的各向异性旋转矩阵，下面给出一个例子来

说明当各向异性坐标系的各对称轴均与界面法线方

向不符时，基于二阶近似的Ｒ／Ｔ系数计算仍旧有效．

模型Ｃ的入射ｑＰ波所在的上层为ＴＴＩ介质，

参数分别为

狏Ｐ＝５，狏Ｓ＝３．５，ρ＝２．６５ｇ·ｃｍ
－３，

ε
１＝ε

２＝０．１０，γ
１＝γ

２＝０．２０，δ
１＝δ

２＝０．１５，δ
３＝０．０．

（２４）

同时，透射波所在的下层为强正交各向异性介质，参

数为（Ｔｓｖａｎｋｉｎ，１９９７）

狏Ｐ＝３ｋｍ·ｓ
－１，狏Ｓ＝２．０ｋｍ·ｓ

－１，ρ＝２．６５ｇ·ｃｍ
－３，

ε
１＝０．２５，γ

１＝０．２８，δ
１＝－０．１，

ε
２＝０．４５，γ

２＝０．１５，δ
２＝０．２，δ

３＝－０．１５．

（２５）

定义上下两层的旋转矩阵分别为

犚１ ＝

ｓｉｎ（１０°） －ｃｏｓ（１０°） ０

０ ０ －１

ｃｏｓ（１０°） ｓｉｎ（１０°）

熿

燀

燄

燅０

，

犚２ ＝

ｓｉｎ（４５°） ０ －ｃｏｓ（４５°）

０ １ ０

ｃｏｓ（４５°） ０ ｓｉｎ（４５°

熿

燀

燄

燅）

．

（２６）

　　通过对比图１０中ｑＰ波Ｒ／Ｔ系数的二阶近似、

一阶近似与准确解的差，可知，与模型Ｂ类似，当下

层介质为强各向异性时，一阶近似的ｑＰ波Ｒ／Ｔ系

数精度与弱各向异性的情况相比，有降低趋势．由于

模型Ｃ下层的各向异性比模型Ｂ稍弱，其一阶近似

解相较模型Ｂ的精度略有提高，但反射系数和折射

系数的最大相对误差仍然达到近２５％和１０％，而与

之对应的二阶近似解的最大相对误差则约为１０％

和５％，比一阶提高了一倍左右，仍具有相对较高的

精度．二阶近似和一阶近似的标准差分别为０．００８０、

０．０１４１（犆Ｐ狉 ）和０．００８５、０．０５４４（Ｃ犘狋 ）也佐证了

上述结论，即二阶近似解更接近精确解．

表３　模型犆中狇犛波二阶近似犚／犜系数的标准差

犜犪犫犾犲３　犛狋犪狀犱犪狉犱犱犲狏犻犪狋犻狅狀狅犳狊犲犮狅狀犱狅狉犱犲狉

犪狆狆狉狅狓犻犿犪狋犻狅狀狅犳狇犛狑犪狏犲狊犚／犜犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊

犳狅狉犿狅犱犲犾犆

犆Ｓ１狉 犆Ｓ１狋 犆Ｓ２狉 犆Ｓ２狋

标准差 ０．００４６ ０．０１７７ ０．００１０ ０．００３６

　　接下来考察ｑＳ波相关的二阶近似解，如图１１，

图１２，犆Ｓ１狉，犆Ｓ１狋，犆Ｓ２狉，犆Ｓ２狋 的标准差见表３．四组Ｒ／

Ｔ系数的精度对大多数入射角度来说较高，对波从

弱各向异性介质入射至强各向异性介质的情况，二

阶近似解也能较好地对Ｒ／Ｔ系数进行表达．

当界面法线方向与强各向异性定义坐标系的基

向量不符时，处理各向异性的Ｓｎｅｌｌ定理表达式更

为复杂，但是此方法得到的二阶近似的Ｒ／Ｔ系数仍

然能与准确解高度近似，因此，使用与旋转矩阵相关

的Ｂｏｎｄ矩阵计算二阶近似的Ｒ／Ｔ系数是有效的．

３　结论

复杂各向异性介质的描述需要同时考虑地质构

造和介质的各向异性特征，使用合理的各向异性参

数化方法能够更简便地表达介质信息．在正交各向

异性中，相速度、群速度及偏振矢量等传播特征的计

０７２
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图１０　模型Ｃ的ｑＰ波入射对应的ｑＰ波反射／透射系数，其他与图４类似

Ｆｉｇ．１０　ｑＰｗａｖｅＲ／ＴｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｉｎｃｉｄｅｎｔｑＰｗａｖｅｆｏｒｍｏｄｅｌＣ．

ＯｔｈｅｒｓａｒｅｓｉｍｉｌａｒｔｏＦｉｇ．４，ｊｕｓｔｆｏｒｍｏｄｅｌＣ

图１１　模型Ｃ的以ｑＰ波入射对应的ｑＳ波反射／透射系数的精确解和二阶近似解与精确解的差值，其他与图５类似

Ｆｉｇ．１１　ｑＳｗａｖｅＲ／ＴｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｉｎｃｉｄｅｎｔｑＰｗａｖｅｆｏｒｍｏｄｅｌＣ．

ＯｔｈｅｒｓａｒｅｓｉｍｉｌａｒｔｏＦｉｇ．５，ｊｕｓｔｆｏｒｍｏｄｅｌＣ

算比ＴＩ介质更为复杂，在特定的入射角范围内具

有奇异性，ｑＳ波在速度相近时的耦合性，且一阶近

似仅针对弱各向异性介质．为了解决上述问题，我们

通过结合基于迭代的相速度和偏振矢量的高阶近似

与耦合Ｓ波射线理论，提出基于二阶近似的Ｒ／Ｔ系

数计算方法，对所有小于临界角的入射角均获得了

较精确的解．奇异点附近的二阶近似解的误差主要

由近似慢度、偏振矢量与真实解的误差传递产生，由

于其避免了奇异点异常，此误差在可接受的范畴内．

根据此方法计算的二阶近似的ｑＰ波（Ｐ波）Ｒ／Ｔ系

１７２
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图１２　当（ａ）固定入射倾角为４５°，（ｂ）固定入射方位角为４５°时，

模型Ｃ的ｑＳ波Ｒ／Ｔ系数精确解（实线）和二阶近似解（虚线）

Ｆｉｇ．１２　Ｔｈｅｅｘａｃｔ（ｓｏｌｉｄｌｉｎｅ）ａｎｄ２ｎｄｏｒｄｅｒ（ｄａｓｈｅｄｌｉｎｅ）ｑＳｗａｖｅｓＲ／Ｔｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

ｆｏｒｍｏｄｅｌＣｗｈｅｎ（ａ）ｔｈｅｉｎｃｉｄｅｎｃｅｉｓｆｉｘｅｄａｓ４５°，（ｂ）ｔｈｅａｚｉｍｕｔｈｉｓｆｉｘｅｄａｓ４５°

数与Ｆａｒｒａ和Ｐｅｎ̌ｃíｋ（２０１０）的一阶近似结果相比，

在精度上有一定的提升，并且由Ｆａｒｒａ方法无法计

算的ｑＰｑＳ转换波的Ｒ／Ｔ系数也能够通过我们的

二阶近似表达，在不增加过多计算量的前提下，具有

较高的精度．同时，对含有强各向异性介质的模型也

有一定的适应性，不需要界面上下介质弱差异的条

件．此方法可以配合常规的Ｒ／Ｔ系数计算方法，针

对强各向异性奇异点附近区域进行特殊处理．由于

我们除参数化方法外，给出的表达式均为针对刚度

矩阵的函数，因此，能够便于推广到比正交各向异性

更复杂的各向异性介质正反演计算中．

附录

附录犃　犜狊狏犪狀犽犻狀各向异性参数表示及物理

意义

设矩阵犃为Ｖｏｉｇｔ形式密度正则化的３×３的

刚度矩阵，Ｔｓｖａｎｋｉｎ的９参数可以表示为

　　

狏Ｐ ＝ 犃槡 ３３，狏Ｓ＝ 犃槡 ５５，

ε
１
＝
犃２２－犃３３
２犃３３

，γ
１
＝
犃６６－犃５５
２犃５５

，

δ
１
＝
（犃２３＋犃４４）

２
－（犃３３－犃４４）

２

２犃３３（犃３３－犃４４）
，

ε
２
＝
犃１１－犃３３
２犃３３

，γ
２
＝
犃６６－犃４４
２犃４４

，

δ
２
＝
（犃１３＋犃５５）

２
－（犃３３－犃５５）

２

２犃３３（犃３３－犃５５）
，

δ
３
＝
（犃１２＋犃６６）

２
－（犃１１－犃６６）

２

２犃１１（犃１１－犃６６）
，

（Ａ１）

其中，狏Ｐ 为Ｐ波在竖直方向的速度分量大小，狏Ｓ 为

在狓１ 方向偏振的Ｓ波竖直方向上的分量，ε
１，γ

１，δ
１

相当于 ［狓１，狓３］对称面上的ＶＴＩ的ε，γ，δ参数，ε
２，

γ
２，δ

２ 相当于［狓２，狓３］对称面上的 ＶＴＩ的ε，γ，δ参

数，δ
３ 相当于 ［狓１，狓２］对称面上的 ＶＴＩ的δ参数．

使用（Ａ１）中所示的９个参数表达ＶＴＩ介质时，令ε
１
＝

ε
２，γ

１
＝γ

２，δ
１
＝δ

２
δ
３
＝０，另外，在表达各向同性的

介质时，ε
１
＝ε

２
＝γ

１
＝γ

２
＝δ

１
＝δ

２
＝δ

３
＝０．

ＨＴＩ，ＴＴＩ以及对称轴倾斜的正交各向异性介质可

以通过增加一个关于坐标系的旋转矩阵（１）进行定义．

附录犅　二阶犛狀犲犾犾定理相关变量表达式

为了辅助基于二阶近似的Ｓｎｅｌｌ定理的表示和

推导，我们给出一组三维正交基向量：

　　

犲
［１］
＝
１

狆狉狆犽
狆１狆３，狆２狆３，－狆

２

１－狆［ ］２２
Ｔ，

犲
［２］
＝
１

狆狉
－狆２，狆１，［ ］０ Ｔ，

犲
［３］
＝
１

狆犽
狆１，狆２，狆［ ］３

Ｔ

烅

烄

烆
，

狆狉 ＝ 狆
２

１＋狆槡
２

２
，

狆犽 ＝ 狆
２

１＋狆
２

２＋狆槡
２

３．

（Ｂ１）

与式（５）类似，定义犅犼犾 为对称矩阵犅（狓，狆）的

元素

犅犻犼（狓，狆）＝Γ犽犾犲
［犻］
犽犲

［犼］
犾 ． （Ｂ２）

由此，根据式（８）和（Ｂ２），在狓处与对应慢度矢量狆

相关的二阶近似的特征值及其关于狆的一阶导数为

犌
（２）

Ｐ
（狓，狆）＝犅３３＋Δ，犌

（２）

Ｓ
犕（狓，狆）＝

犅１１＋犅２２
２

－
Δ
２
，

２７２
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犌
（１）

Ｐ
（狓，狆）

狆犻
＝
１

狆
４

犽

犫３３

狆犻
狆
２

犽－２犫３３狆［ ］犻 ，

犌
（１）

Ｓ
犕（狓，狆）

狆犐
＝
１

狆
４

犽狆
４

狉

犫犕

狆犐
狆
２

犽狆
２

狉－２犫犕狆犐 狆
２

狉＋狆
２（ ）［ ］犽
，

犐＝１，２

犌
（１）

犛
Μ（狓，狆）

狆３
＝
１

狆
４

犽狆
４

狉

犫犕

狆３
狆
２

犽狆
２

狉－２犫犕狆３狆
２［ ］狉 ， （Ｂ３）

其中，各符号分别为

　　　　　　

犅１１ ＝
犫１１

狆
２

犽狆
２

狉

，犅２２ ＝
犫２２

狆
２

狉

，犅３３ ＝
犫３３

狆
２

犽

，犅１３ ＝
犫１３

狆
２

犽狆狉
，犅２３ ＝

犫２３

狆犽狆狉
，

犅犕 ＝
犅１１＋犅２２
２

＝
犫犕

狆
２

犽狆
２

狉

，犅ｍｉｄ＝犅３３－犅犕 ＝
犫ｍｉｄ

狆
２

犽狆
２

狉

，

Δ＝
犅
２

１３＋犅
２

２３

犅ｍｉｄ
＝

犫
２

１３

狆
２

犽

＋犫
２

２３

犫ｍｉｄ
，

Δ
狆犻

＝

２犫１３狆
２

犽

犫１３

狆犻
－２犫

２

１３狆犻＋２犫２３狆
４

犽

犫２３

狆（ ）
犻

犫ｍｉｄ－ 犫
２

１３狆
２

犽＋犫
２

２３狆
４（ ）犽
犫ｍｉｄ

狆犻

狆
４

犽犫
２

ｍｉｄ

．

（Ｂ４）

由于犫犻犼 可直接通过（Ｂ２）和（Ｂ４）求得，下面只列出偏导数相关项：

犫ｍｉｄ

狆犐
＝２狆犐犫３３＋狆

２

狉

犫３３

狆犐
－
犫犕

狆犐
，犐＝１，２

犫ｍｉｄ

狆３
＝狆

２

狉

犫３３

狆３
－
犫犕

狆３
，

（Ｂ５）

　　
ｄ犫１３
ｄ狆１

＝ （４犃１１－８犃５５－４犃１３）狆
３

１狆３－（２犃４６＋犃２５）狆
４

２＋（９犃１５－９犃３５）狆
２
１狆
２

３

＋（８犃６６－４犃５５－４犃４４＋４犃１２－２犃１３－２犃２３）狆１狆
２

２狆３＋（１２犃５６－６犃３４＋６犃１４）狆１狆２狆
２

３

＋（４犃５５－２犃３３＋２犃１３）狆１狆
３

３＋（４犃２６－４犃４５－２犃３６）狆
３

２狆３－（４犃１４＋８犃５６）狆
３

１狆２

＋（６犃４６－３犃３５＋３犃２５）狆
２

２狆
２

３－５犃１５狆
４

１＋犃３５狆
４

３－（２犃１４＋２犃２４＋４犃５６）狆１狆
３

２

－（６犃４６＋３犃２５＋３犃１５）狆
２
１狆
２

２＋（１２犃１６－１２犃４５－６犃３６）狆
２
１狆２狆３＋（４犃４５＋２犃３６）狆２狆

３

３
，

　　
ｄ犫１３
ｄ狆２

＝ （４犃１６－４犃４５－２犃３６）狆
３

１狆３－（８犃４６＋４犃２５）狆１狆
３

２＋（４犃４５＋２犃３６）狆１狆
３

３

＋（６犃５６－３犃３４＋３犃１４）狆
２

１狆
２

３＋（１２犃２６－１２犃４５－６犃３６）狆１狆
２
２狆３＋（９犃２４－９犃３４）狆

２
２狆
２

３

＋（１２犃４６－６犃３５＋６犃２５）狆１狆２狆
２

３＋（４犃２２－４犃２３－８犃４４）狆
３

２狆３－（犃１４＋２犃５６）狆
４

１

＋（４犃４４－２犃３３＋２犃２３）狆２狆
３

３＋犃３４狆
４

３－（３犃１４＋３犃２４＋６犃５６）狆
２

１狆
２

２－５犃２４狆
４

２

－（４犃４６＋２犃２５＋２犃１５）狆
３

１狆２＋（８犃６６－４犃５５－４犃４４＋４犃１２－２犃１３－２犃２３）狆
２

１狆２狆３，

　　
ｄ犫１３
ｄ狆３

＝ （犃１１－２犃５５－犃１３）狆
４

１＋（４犃１６－４犃４５－２犃３６）狆
３

１狆２＋（６犃１５－６犃３５）狆
３

１狆３

＋（４犃６６－２犃５５－２犃４４＋２犃１２－犃１３－犃２３）狆
２

１狆
２

２＋（１２犃５６－６犃３４＋６犃１４）狆
２

１狆２狆３

＋（６犃５５－３犃３３＋３犃１３）狆
２

１狆
２
３＋（４犃２６－４犃４５－２犃３６）狆１狆

３

２＋（６犃２４－６犃３４）狆
３

２狆３

＋（１２犃４６－６犃３５＋６犃２５）狆１狆
２

２狆３＋（犃２２－犃２３－２犃４４）狆
４

２＋４犃３４狆２狆
３

３

＋（１２犃４５＋６犃３６）狆１狆２狆
２

３＋４犃３５狆１狆
３

３＋（６犃４４－３犃３３＋３犃２３）狆
２

２狆
２

３． （Ｂ６）

　　
ｄ犫２３
ｄ狆１

＝ （６犃６６－３犃１１＋３犃１２）狆
２

１狆２＋（６犃２６－６犃１６）狆１狆
２

２＋（３犃１４＋６犃５６）狆
２

１狆３

＋（４犃２５＋８犃４６－６犃１５）狆１狆２狆３＋（２犃３６＋４犃４５）狆１狆
２

３＋（犃２２－犃１２－２犃６６）狆
３

２

＋（２犃４４－犃１３－２犃５５＋犃２３）狆２狆
２

３＋４犃１６狆
３

１＋犃３４狆
３

３＋（３犃２４－４犃５６－２犃１４）狆
２

２狆３，

　　
ｄ犫２３
ｄ狆２

＝ （２犃６６－犃１１＋犃１２）狆
３

１＋（６犃２６－６犃１６）狆
２

１狆２＋（２犃２５＋４犃４６－３犃１５）狆
２

１狆３

＋（３犃２２－３犃１２－６犃６６）狆１狆
２
２＋（６犃２４－８犃５６－４犃１４）狆１狆２狆３－（２犃３６＋４犃４５）狆２狆

２

３

３７２
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＋（２犃４４－犃１３－２犃５５＋犃２３）狆１狆
２

３－４犃２６狆
３

２－（６犃４６＋３犃２５）狆
２

２狆３－犃３５狆
３

３
，

　　
ｄ犫２３
ｄ狆３

＝ （２犃２５＋４犃４６－３犃１５）狆
２

１狆２＋（３犃２４－４犃５６－２犃１４）狆１狆
２

２－３犃３５狆２狆
２

３

＋（４犃４４－２犃１３－４犃５５＋２犃２３）狆１狆２狆３－（２犃４６＋犃２５）狆
３

２－（２犃３６＋４犃４５）狆
２

２狆３

＋（犃１４＋２犃５６）狆
３

１＋（２犃３６＋４犃４５）狆
２

１狆３＋３犃３４狆１狆
２

３． （Ｂ７）

　　
ｄ犫犕
ｄ狆１

＝ （２犃１１＋２犃３３＋２犃６６＋２犃４４－４犃１３－４犃５５）狆
３

１狆
２

３＋（３犃１５＋３犃４６－３犃３５）狆
２

１狆
３

３

＋（３犃１６＋３犃２６－９犃４５－６犃３６）狆
２

１狆２狆
２

３＋（犃２２＋犃５５＋犃１１－犃６６－２犃１２＋２犃４４）狆１狆
４

２

＋（２犃６６＋２犃３３－２犃１３－２犃２３－犃５５－犃４４＋犃１１＋犃２２）狆１狆
２

２狆
２

３＋（３犃５５＋３犃６６）狆
５
１

＋（２犃５６＋２犃２４－２犃３４）狆１狆２狆
３

３＋（犃４４＋犃５５）狆１狆
４

３＋（犃２６＋犃１６－３犃４５－２犃３６）狆
３

２狆
２

３

＋（２犃１１－２犃６６＋２犃４４＋２犃２２－４犃１２＋４犃５５）狆
３

１狆
２

２＋（犃３５＋犃１５－３犃４６－２犃２５）狆
４

２狆３

＋（犃４５＋犃１６－犃２６）狆
５
２＋（５犃３５＋５犃４６－５犃１５）狆

４

１狆３＋（６犃３５－６犃４６－６犃２５）狆
２

１狆
２

２狆３

＋（５犃４５＋５犃２６－５犃１６）狆
４

１狆２＋（４犃３４－４犃１４－４犃５６）狆１狆
３

２狆３＋（犃４６－犃３５＋犃１５）狆
２

２狆
３

３

＋（４犃３４－１２犃５６－８犃１４＋４犃２４）狆
３

１狆２狆３＋６犃４５狆
２

１狆
３

２
，

　　
ｄ犫犕
ｄ狆２

＝ （２犃６６＋２犃３３－２犃１３－２犃２３－犃５５－犃４４＋犃１１＋犃２２）狆
２

１狆２狆
２

３＋（３犃４４＋３犃６６）狆
５
２

＋（犃１６＋犃２６－３犃４５－２犃３６）狆
３

１狆
２

３＋（２犃２２＋２犃３３＋２犃５５＋２犃６６－４犃２３－４犃４４）狆
３

２狆
２

３

＋（４犃３５＋４犃１５－１２犃４６－８犃２５）狆１狆
３

２狆３＋（５犃４５＋５犃１６－５犃２６）狆１狆
４

２

＋（犃３４－３犃５６－２犃１４＋犃２４）狆
４

１狆３＋（３犃２４＋３犃５６－３犃３４）狆
２

２狆
３

３＋（犃４４＋犃５５）狆２狆
４

３

＋（３犃２６＋３犃１６－９犃４５－６犃３６）狆１狆
２

２狆
２

３＋（２犃４６＋２犃１５－２犃３５）狆１狆２狆
３

３

＋（犃５６＋犃２４－犃３４）狆
２

１狆
３

３＋（５犃３４－５犃２４＋５犃５６）狆
４

２狆３＋（犃４５＋犃２６－犃１６）狆
５
１

＋（２犃２２＋２犃５５＋２犃１１－２犃６６－４犃１２＋４犃４４）狆
２

１狆
３

２＋６犃４５狆
３

１狆
２

２

＋（４犃３５－４犃４６－４犃２５）狆
３

１狆２狆３＋（６犃３４－６犃１４－６犃５６）狆
２

１狆
２

２狆３

＋（犃１１－犃６６＋犃４４＋犃２２－２犃１２＋２犃５５）狆
４

１狆２，

　　
ｄ犫犕
ｄ狆３

＝ （犃１１＋犃３３＋犃６６＋犃４４－２犃１３－２犃５５）狆
４

１狆３＋（３犃５６＋３犃２４－３犃３４）狆
２

１狆２狆
２

３

＋（２犃１６＋２犃２６－６犃４５－４犃３６）狆
３

１狆２狆３＋（２犃２６＋２犃１６－６犃４５－４犃３６）狆１狆
３

２狆３

＋（２犃４４＋２犃５５）狆
２

１狆
３

３＋（２犃６６＋２犃３３－２犃１３－２犃２３－犃５５－犃４４＋犃１１＋犃２２）狆
２

１狆
２

２狆３

＋（３犃１５＋３犃４６－３犃３５）狆
３

１狆
２

３＋（犃３５＋犃４６－犃１５）狆
５
１＋（３犃４６＋３犃１５－３犃３５）狆１狆

２

２狆
２

３

＋（２犃３５－２犃４６－２犃２５）狆
３

１狆
２

２＋（犃２２＋犃３３＋犃５５＋犃６６－２犃２３－２犃４４）狆
４

２狆３

＋（犃３４－３犃５６－２犃１４＋犃２４）狆
４

１狆２＋（犃３４－犃２４＋犃５６）狆
５
２＋（２犃３４－２犃１４－２犃５６）狆

２

１狆
３

２

＋（３犃２４＋３犃５６－３犃３４）狆
３

２狆
２

３＋（犃３５＋犃１５－３犃４６－２犃２５）狆１狆
４

２＋（２犃４４＋２犃５５）狆
２

２狆
３

３． （Ｂ８）

　　
ｄ犫３３
ｄ狆１

＝４犃１１狆
３

１＋１２犃１６狆
２

１狆２＋１２犃１５狆
２
１狆３＋（８犃６６＋４犃１２）狆１狆

２

２

＋（８犃５５＋４犃１３）狆１狆
２

３＋４犃２６狆
３

２＋（８犃４６＋４犃２５）狆
２

２狆３＋（８犃４５＋４犃３６）狆２狆
２

３

＋４犃３５狆
３

３＋（１６犃５６＋８犃１４）狆１狆２狆３，

　　
ｄ犫３３
ｄ狆２

＝４犃１６狆
３

１＋（８犃６６＋４犃１２）狆
２

１狆２＋（８犃５６＋４犃１４）狆
２

１狆３＋１２犃２６狆１狆
２

２

＋（１６犃４６＋８犃２５）狆１狆２狆３＋４犃２２狆
３

２＋１２犃２４狆
２

２狆３＋（８犃４４＋４犃２３）狆２狆
２

３

＋（８犃４５＋４犃３６）狆１狆
２

３＋４犃３４狆
３

３
，

　　
ｄ犫３３
ｄ狆３

＝４犃１５狆
３

１＋（８犃５６＋４犃１４）狆
２

１狆２＋（８犃５５＋４犃１３）狆
２

１狆３＋（８犃４６＋４犃２５）狆１狆
２

２

＋４犃２４狆
３

２＋（８犃４４＋４犃２３）狆
２

２狆３＋（１６犃４５＋８犃３６）狆１狆２狆３

＋１２犃３５狆１狆
２

３＋１２犃３４狆２狆
２

３＋４犃３３狆
３

３． （Ｂ９）

４７２



　１期 许茜茹等：正交各向异性介质中ｑＰ波入射的二阶近似反射系数与透射系数

当介质为定义在全局坐标系下的正交各向异性时，

（Ｂ６）—（Ｂ９）中除了犃１１，犃２２，犃３３，犃４４，犃５５，犃６６，犃１２，

犃１３，犃２３ 项（即（Ａ１）中定义项），其余项均为０．
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