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改进样本熵最优小波包阈值选择算法

在信号降噪中的应用

何　勇，张祥金，姚宗辰

（南京理工大学 机械工程学院，南京　２１００９４）

摘要：在小波包样本熵理论基础上，结合改进粒子群优化算法选择最优阈值，以样本熵为判据，对小波包的各个分解

层设置不同的阈值，构造阈值步长随时间变化的函数，选取噪声序列样本熵最大的阈值作为最优阈值。对某引信发

射过载信号进行分析，证明了该方法选取小波包阈值的可行性与有效性。未改进算法之前存在较大的人工选择阈

值步长的误差，改进优化算法之后最优阈值误差在允许范围内，而且降噪效果更好。
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　　在信号降噪处理中小波包阈值的选择显得尤为重要，传
统的阈值估计方法如软阈值、硬阈值等在信噪比较高时能得

到信号与噪声的最优分离，而对于受噪声污染严重的信号，

其去噪效果往往不甚理想［１］。罗元［２］提出基于 Ｔｅａｇｅｒ能量
算子的改进阈值函数去噪算法；康玉梅［３］提出了小波包分数

幂阈值的新方法；刘冲冲［４］提出了一种基于自适应阈值和新

阈值函数的小波包语音增强算法；周建［５］利用样本熵作为信

息价值函数以确定最优小波包，且以样本熵为判据，对不同

的分解层数设置不同的阈值，选取使得去噪后得到的噪声信

号样本熵值最大的阈值作为最优阈值，并且与传统阈值选择



进行了比较分析。

文献［５］给出了小波包样本熵最优阈值选择原理，但是
没有考虑阈值步长大小对样本熵曲线的影响，也没有详细说

明怎样设置阈值步长。本文在此基础上，分析了初始阈值以

及阈值增加步长的大小对噪声序列样本熵产生的影响。为

了改进算法，提出将阈值作为变量，阈值步长作为新的环境

特征，构造目标函数，结合粒子群动态优化算法估计小波包

最优阈值。

１　相关理论

１．１　小波包理论
小波包分解是在全频带内对信号进行多分辨率分解系

数的分析方法。设采样到的离散数据为｛Ｘ（ｋ）｝ｋ＝１，２，…，Ｎ，对

其进行小波包的分解，分解算法［６］为

ｄｊ＋１，２ｎｐ ＝∑
ｋ
ｈ（２ｋ－ｐ）ｄｊ，ｎｋ

ｄｊ＋１，２ｎ＋１ｐ ＝∑
ｋ
ｇ（２ｋ－ｐ）ｄｊ，ｎ{

ｋ

（１）

式（１）中，ｄｊ＋１，２ｎｐ 和 ｄｊ＋１，２ｎ＋１ｐ 分别为小波包分解系数；ｈ、ｇ分
别为低通、高通滤波器组，将信号分解到不同频带上。

分解后，选择合适的阈值，对噪声系数置零，进行小波包

的系数重构，重构是通过ｄｊ＋１，２ｎｐ 和ｄｊ＋１，２ｎ＋１ｐ 求ｄｊ，ｎｋ。即有

ｄｊ，ｎｋ ＝∑
ｐ
ｈ（ｋ－２ｐ）ｄ

ｊ＋１，２ｎ
ｐ ＋ｇ（ｋ－２ｐ）ｄｊ＋１，２ｎ＋１[ ]

ｐ （２）

１．２　样本熵理论
样本熵反映时间序列的复杂度与无规律程度，样本熵值

越小，则时间序列的自相似度越高，序列越规则；熵值越大，

表示序列越为复杂，取值也更加随机［７］。

设有时间序列为Ｘｉ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ｝，长度为 Ｎ，则样本
熵计算如下。

① 设定嵌入维数为ｍ和相似容限ｒ，考虑维数为ｍ的向
量组｛ｘｍ（１），…，ｘｍ（Ｎ－ｍ－１）｝，其中：

Ｘｍ（ｉ）＝｛ｘ（ｉ），ｘ（ｉ＋１），…，ｘ（ｉ＋ｍ－１）｝
１≤ｉ≤Ｎ－ｍ＋１ （３）

　　② 设两个向量 Ｘｍ（ｉ）和 Ｘｍ（ｊ）之间距离 ｄ［Ｘｍ（ｉ），
Ｘｍ（ｊ）］为向量之间对应元素之差绝对值的最大值。则有：
ｄ［Ｘｍ（ｉ），Ｘｍ（ｊ）］＝ ｍａｘ

ｋ＝０，…，ｍ－１
（｜ｘ（ｉ＋ｋ）－ｘ（ｊ＋ｋ）｜）

（４）
　　③ 设定固定的Ｘｍ（ｉ），对Ｘｍ（ｉ）与Ｘｍ（ｊ）之间的距离小
于等于相似容限ｒ的ｊ（１≤ｉ≤Ｎ－ｍ，ｊ≠ｉ）的数目进行统计，
并记作Ｂｉ。则当１≤ｉ≤Ｎ－ｍ时，定义：

Ｂｍｉ（ｒ）＝１／（Ｎ－ｍ－１）Ｂｉ
　　④ 设Ｂ（ｍ）（ｒ）为：

Ｂｍ（ｒ）＝１／（Ｎ－ｍ）∑
Ｎ－ｍ

ｉ＝１
Ｂｍｒ（ｒ） （５）

　　⑤ 将嵌入维数增加到 ｍ＋１，按照上述计算 Ｘｍ＋１（ｉ）与
之间距离小于等于ｒ的个数，并记作Ａｉ。则有：

Ａｍｉ（ｒ）＝１／（Ｎ－ｍ－１）Ａｉ （６）

　　⑥ 同样地

Ａｍ（ｒ）＝１／（Ｎ－ｍ）∑
Ｎ－ｍ

ｉ＝１
Ａｍｒ（ｒ） （７）

　　由以上计算分析可知，Ｂ（ｍ）（ｒ）是两个向量在相似容限

ｒ下匹配ｍ个点的概率，而 Ａｍ（ｒ）是两个向量匹配 ｍ＋１个

点的概率。则定义该时间序列的样本熵为：

ＳａｍｐＥｎ（ｍ，ｒ）＝ｌｉｍ
Ｎ→∞

－ｌｎＡ
ｍ（ｒ）
Ｂｍ（ｒ{ }） （８）

　　实际信号中 Ｎ通常为有限值，样本熵可以估计为：

ＳａｍｐＥｎ（ｍ，ｒ，Ｎ）＝－ｌｎＡ
ｍ（ｒ）
Ｂｍ（ｒ）

（９）

　　一般ｒ＝０．１Ｓｔｄ～０．２５Ｓｔｄ（Ｓｔｄ为时间序列Ｘｉ＝｛ｘ１，ｘ２，

…，ｘＮ｝的标准差），取ｍ＝１或２。在本文的分析中，取 ｍ＝

２，ｒ＝０．２Ｓｔｄ。

１．３　动态粒子群优化算法
粒子群算法，也称粒子群优化算法或鸟群觅食算法

（ＰＳＯ）。ＰＳＯ算法从随机解出发，通过追随当前搜索到的最
优值来寻找全局最优，以适应度来评价解的品质。

系统初始化为一组随机解，通过迭代搜寻最优值，粒子

在解空间追随最优的粒子进行搜索。粒子速度公式为［８］：

ｖｉｄ（ｔ＋１）＝ωｖｉｄ（ｔ）＋ｃ１ｒ１（ｐｉｄ－ｘｉｄ（ｔ））＋

ｃ２ｒ２（ｐｇｄ－ｘｉｄ（ｔ）） （１０）

位置更新公式：

ｘｉｄ（ｔ＋１）＝ｘｉｄ（ｔ）＋ｖｉｄ（ｔ＋１） （１１）

式（１０）～式（１１）中：ｖｉｄ（ｔ），ｘｉｄ（ｔ）分别表示ｔ时刻粒子ｉ的飞

行速度和位置；ｐｉｄ表示粒子 ｉ的个体历史最佳位置；ｐｇｄ表示

群体中最佳位置；ω表示惯性权重；ｃ１和 ｃ２表示加速因子；ｒ１
和ｒ２表示在［０，１］范围内的随机数。

实际问题中，有些目标函数和约束条件也会随着变量的

变化而变化，最终导致其问题的最优解改变，是一个动态优

化问题，采用改进的粒子群优化算法。种群不随算法迭代而

变化，而目标函数和约束函数会随变量改变而改变，那么求

解的问题也改变了。因此引入环境检测算子，检测环境变化

计算公式为［９］：

ε（ｔ）＝ １ｎ∑
ｎ

ｊ＝１
ｆｊ（ｘ，ｔ）－ｆｊ（ｘ，ｔ－１） （１２）

式（１２）中，ｎ为重新评价个体的数目，一般为种群大小的

１０％；ｆｊ（ｘ，ｔ－１）为环境变化前的适应值；ｆｊ（ｘ，ｔ）为环境变

化后的适应值。对计算结果ε（ｔ）进行如下分类

ε（ｔ）＞ε１
ε２ ＜ε（ｔ）≤ε１
ε（ｔ）≤ε

{
２

（１３）

式（１３）中，ε１为剧烈强度变化的分界点；ε２为中等程度分界

点，通常１０－３＜ε２≤１０
－２。若ε（ｔ）＞ε１，为剧烈的环境变化，

此时环境变化强度较大，最优值及其位置将会偏离原始值；

当ε２＜ε（ｔ）≤ε１，认为是中等强度的环境变化，最优解及其

位置应该在原始值附近波动。
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２　粒子群动态优化算法的样本熵最优小波
包阈值选择原理

　　目前，已经获取了某炮弹脉冲激光引信发射过载信号。

如图１所示为回收的原始信号。

图１　加速度原始信号时域频谱图

　　由图 １可知，尽管回收系统硬件滤波电路滤除大于
５ｋＨｚ的信号，但是无法完全滤除内部电子噪声。以该回收
的原始过载信号为研究对象，利用改进的小波包阈值选择算

法分析降噪过程。

２．１　样本熵最优阈值选择原理
设含噪的原始信号为 ｙｎ（ｔ），小波包设定阈值重构信号

为ｙ（ｔ），消除的噪声信号为ｎ（ｔ），即有ｎ（ｔ）＝ｙｎ（ｔ）－ｙ（ｔ）。

若小波包阈值选择较小时，重构的信号 ｙ（ｔ）中必然含有噪
声，而噪声ｎ（ｔ）此时序列较为简单，熵值较低；随着阈值增
高，噪声序列变得复杂，熵值增高，当与之增大到ｎ（ｔ）恰好包
含所有噪声时，熵值最大；再随着阈值增高，噪声信号ｎ（ｔ）中
必包含有效信号（有效信号序列较规则），熵值会开始降低；

当阈值增加到一定值后，此时噪声序列同时包括了噪声和有

用信号，此后无论阈值如何增加，样本熵曲线都不会再改变，

呈水平线。因此，噪声序列ｎ（ｔ）熵值大体趋势是先增加后减
少，一定阈值后，呈水平线。取熵值最大的对应的阈值作为

小波包重构最优的阈值。

文献［５］仅从原理上分析样本熵曲线而未考虑阈值步长
设置的影响以及噪声序列样本熵曲线在局部的随机性。若

按照文献［５］进行阈值选择，初始阈值设定为０，阈值区间为
［０，４］。设置不同的阈值步长 ｓｔｅｐ，计算不同阈值所对应的
噪声序列样本熵。如图２所示。
　　整体来看，无论阈值步长如何变化，噪声序列的样本熵
曲线总体趋势都是先增加后减小。而当阈值增加的步长变

化时，最大熵值对应的阈值也在不断变化；阈值步长大，则噪

声序列样本熵对应的最优阈值误差就大。图２中阈值步长
设置不同时，最优阈值也不同（０．４、０．１或者０．１５），因此无
法快速获得最优阈值。

图２　不同步长对应噪声序列样本熵曲线

　　局部来看，由于噪声的随机性，噪声序列局部样本熵大
小排列也变得具有随机性，如图３所示，阈值范围为［０，０．５］
的噪声序列样本熵曲线。若阈值步长较小（如０．０００５），虽
然样本熵曲线能够在整体上呈现先增后减的趋势，但是局部

走势会趋于平缓，有可能会出现多个峰值，甚至由于噪声的

随机性，会过早的陷入局部最优解，而且运算代价高。

图３　不同步长噪声序列局部样本熵曲线

　　由图２、图３可以看出，阈值步长的调整是局部与整体的
组合关系，本质上是噪声序列的随机性与样本熵规律性的反

应。无论步长设置多大，都无法准确快速地找出最大熵值所

对应的阈值，且不同的阈值步长，最优小波包阈值也会有所

不同。

因此，在样本熵最优小波包阈值估计的理论基础上，提

出结合粒子群动态优化算法来确定最优小波包阈值。

２．２　基于粒子群动态算法阈值优化模型
假设噪声序列阈值区间为［ａｉ，ｂｉ］，设定阈值步长为

ｓｔｅｐ，则阈值序列ｔｈｒ＝［ａｉ，…，ａｉ＋ｋｓｔｅｐ，…，ｂｉ］，即有：

ｔｈｒ＝ｇ（ｋ；ｓｔｅｐ），ｋ＝１，２，３，…，ｎ （１４）

　　设阈值序列对应重构信号序列 ｙ（ｔ）＝［ｙａｉ（ｔ），…，

ｙａｉ＋ｋｓｔｅｐ（ｔ），…，ｙｂｉ（ｔ）］，即有：

ｙ（ｔ）＝ｈ（ｔｈｒ，ｔ） （１５）

　　若ｙｎ（ｔ）原始信号，则ｔｈｒ对应的噪声序列即有：

ｎ（ｔ）＝ｙｎ（ｔ）－ｙ（ｔ） （１６）

　　噪声序列对应的样本熵曲线为

ｙｓａｍｐ ＝Ｑ（ｎ（ｔ）） （１７）

　　而由前面分析，噪声序列样本熵曲线是随着阈值步长的

变化而变化的，即目标函数ｙｓａｍｐ＝Ｑ（ｎ（ｔ））是随着 ｓｔｅｐ的变

化而变化，目标函数和约束条件也会随着步长的变化而变
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化，最终导致其问题的最优解改变，当ｓｔｅｐ→０时（ｓｔｅｐ≠０，可

以趋于０，否则阈值就不会改变，就是固定阈值），样本熵序

列就会变为样本熵曲线。因此，这是一个动态优化问题，需

要增加环境变化因子，该模型中 ｓｔｅｐ作为环境变化的因子。

一般ｓｔｅｐ初始设置较大，不断减小，以便有较快的收敛速度。

设ｓｔｅｐ＝［１，…，０．４，…，０．０４，…，０．００４，…］是随时间 ｔ

变化，则有：

ｓｔｅｐ＝ｆ（ｓ；ｔ），ｓ＝１，２，３，…，ｎ （１８）

　　结合式（９）、式（１４）～式（１８），此时，求解最优阈值问题

转化为：

ｍａｘ：ｙｓａｍｐ ＝Ｑ（ｙｎ（ｔ）－ｈ（ｇ（ｋ；ｆ（ｓ；ｔ）），ｔ））

ｓ．ｔ．ａｉ≤ａｉ＋ｋｓｔｅｐ≤ｂｉ；

ｋ＝１，２，３，…，ｎ；

ｓｔｅｐ＝ｆ（ｔ；ｓ）且ｓｔｅｐ≠０；

ｓ＝１，２，３，…，ｎ；

其中，ｙｓａｍｐ为目标函数，ａｉｂｉ则分别是阈值ｔｈｒ的上下界。

采用改进粒子群算法，在算法迭代过程中根据不同的环

境变化采取不同的种群多样性方法。如图４所示，其算法

如下：

图４　粒子群动态优化算法

　　① 建模；将问题空间映射到算法空间，设定相关参数从

ｃ１、ｃ２、ω以及粒子数量。

② 初始化种群和最优解存储空间，随机生成群体中粒

子候选解的位置和速度。

③ 计算每个粒子对应的适应度值，存储当前粒子最优

解，检测粒子的适应度值。

④ 根据式（１２）计算ｓｔｅｐ改变前后粒子适应度值的变化

ε（ｔ）。比较ε（ｔ）、ε１、ε２；根据实际情况，本文取 ε１＝０．１、

ε２＝０．００１。

⑤ 若ε（ｔ）＞ε１，返回步骤②；若 ε２＜ε（ｔ）≤ε１，则当前

最优解的粒子位置随机生成部分种群，其余粒子重新初始

化，返回到③；若 ε（ｔ）≤ε２，则更新所有寻优粒子的位置和

速度。

⑥ 判断迭代是否完成；若没有完成返回②；若完成则计

算结束。

２．３　改进样本熵最优小波包阈值去噪算法原理
由以上分析，对改进样本熵最优小波包阈值的去噪算法

如图５所示。

图５　样本熵去噪算法原理

　　原理如下：

① 对原始信号选择合适的小波包分解层数和最优小

波基。

② 对小波包分解的最低层开始，给一个较大阈值步长，
计算不同阈值对应的噪声序列样本熵，确定最底层小波包阈

值的大致范围ｔｈｒ∈［ａｉ，ｂｉ］。

③ 将阈值作为变量，步长作为自变量，构造阈值函数
ｔｈｒ＝ｇ（ｋ；ｓｔｅｐ），由于步长是环境变化量，构造步长 ｓｔｅｐ随时
间变化的函数ｓｔｅｐ＝ｆ（ｓ；ｔ）（ｓ＝１，２，…）。

④ 建立最优小波包阈值数学模型，将问题空间映射到
算法空间，利用粒子群动态优化算法不断寻找全局最佳阈值

（噪声序列样本熵最大对应的阈值）。

⑤ 依据②、③、④确定每层节点系数的最佳阈值。

⑥ 每层系数中小于该层最佳阈值的小波包系数置零，
大于该层最佳阈值的小波包系数减去阈值后保留下来。

⑦ 对选择的系数进行重构得到去噪后的信号。

３　数据分析与误差评价

为了更好地说明阈值步长设置的影响以及结合粒子群

动态优化算法的优越性，同时为了简化计算，对该信号小波

包分解的母树即原始信号进行动态优化分析。在算法运行

时，阈值步长ｓｔｅｐ＝ｆ（ｓ；ｔ）随着一定时间变化，获得的最佳阈
值和最佳样本熵也在不断变化。

图６表示分别进行三次算法寻优，步长变化时，最佳阈
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值的变化轨迹。图６中①为步长开始变化时的最佳阈值，随
着步长变化，最佳阈值也开始产生变化，在图６中②出现之
前，环境剧烈程度一直为 ε（ｔ）＞ε１；图６中②表示当步长变
为某一值时，此时ε２＜ε（ｔ）≤ε１，出现剧烈强度变化的分界
点，且从②之后，每次计算都会有不一样的最佳阈值，这是由
于随着步长的减小，噪声序列样本熵曲线在局部会显示多个

波峰，因此会产生一定的误差；图６中③表示算法运行最终
的最优阈值为０．１３５，在阈值误差≤０．０１时，认为在可接受
误差范围。没有出现ε（ｔ）≤ε２的环境变化情况。

图６　三次算法运行的最优阈值位置

　　为了进行误差评价与精度分析，在算法计算过程中选取
阈值步长为０．４、０．０４、０．００４的某一次计算的历史最优值进
行评估，如图７、８所示。

图７　历史最佳适应值（样本熵）收敛曲线

图８　历史最佳位置（阈值）收敛曲线

　　由图７和图８可知，当ｓｔｅｐ＝０．４时，开始迭代时就获得

了最佳位置和适应值（０．４，１．９９）；当 ｓｔｅｐ＝０．０４时，曲线经

过１４次迭代到达最优值（０．１６，２．３）；当 ｓｔｅｐ＝０．００４时，经

过８８次迭代到达最优值（０．１４３，３．３７），与算法运行最终的

最优阈值（０．１３５，２．３９）相比较，在阈值误差允许范围内

（≤０．０１），也可认为此次寻优获得的最佳阈值为０．１４３。

在未改进算法前，将阈值步长设置为固定值，可能选取

固定的阈值步长为０．４、０．０４等，获得的最优阈值也可能是

０．４、０．１６等。而改进算法之后，步长作为随时间的改变量，
在误差范围内可认为算法最终获得的最优阈值必然为

０．１４３。
评价算法精度，最终是看小波包阈值降噪的效果。去噪

方法的优劣都要用去噪的质量来评价，而信噪比（ＳＮＲ）和均
方根误差（ＲＭＳＥ）是被广泛采用的评价标准，信噪比越大且
均方根误差越小，则去噪效果越好。

ＳＮＲ＝１０ｌｇ
∑ｎ

ｉ＝１
ｘ２（ｉ）

∑ｎ

ｉ＝１ ｘ（ｉ）－珓ｘ（ｉ[ ]）
{ }２ （１９）

ＲＭＳＥ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ（ｉ）－珓ｘ（ｉ[ ]）槡

２ （２０）

式（１９）、（２０）中，将原始信号作为标准信号 ｘ（ｉ），去噪后的
信号作为 珓ｘ（ｉ）。分别用阈值为０．４、０．１６、０．１４３进行信号的
重构，如图９所示。

图９　不同阈值重构信号

　　列出各个重构信号与原始信号的信噪比和均方根误差，
如表１所示。

表１　去噪效果对比

最佳阈值
信噪比

ＳＮＲ
均方根误差

ＲＭＳＥ

可能选择

的阈值

０．４０ １２．４８２３ ０．２０１

０．１６ １６．６９７４ ０．１２０

寻优算法

选择阈值
０．１４３ １７．３７２７ ０．１１４

　　对比图１和图９，结合表１可以看出，在未改进算法前，
获得的最优阈值可能是０．４、０．１６等。由图９可以看出，阈
值为０．４和０．１６的重构信号虽然去除了噪声，但是由于阈
值设置偏大，同样也去除了部分有用信号。而改进算法之

后，获得的最优阈值为０．１４３，对应重构的信号，既去除了噪
声又很好地保留了有用信号，虽然有局部噪声，但是在误差

允许范围内可以忽略。且通过表１中的比较，阈值为０．１４３
的重构信号效果好。

４　结论

结合粒子群动态优化算法，将阈值步长设为随时间变化
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的因变量，利用样本熵曲线来确定最优小波包阈值。以激光

引信发射过载信号为例，对比分析了人为选择固定阈值步长

而可能获得的最优阈值和算法选择的最优阈值的去噪效果。

结合粒子群动态优化算法改进了样本熵寻找最优小波包阈

值的缺陷，避免了陷入局部最优解以及人为选择步长误差的

影响，获得的最佳阈值去噪效果更好。
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