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摘要　地球物理电磁场数据与虚拟地震波场数据之间存在数学上的等效转换关系，通过这种等效转换，可有效提

高地球物理电磁法对地下目标体分界面的辨识度．但是这种转换在数学上属于不适定问题，可采用奇异值分解法

处理．由于大奇异值控制计算矩阵的主要信息，小的奇异值控制计算矩阵的次要信息，传统的截断奇异值分解法只

保留大奇异值，而忽略小的奇异值，导致数值解不够精确．本文提出一种新的修正方案———改进截断奇异值法，采

用岭估计方法计算由小的奇异值引起的虚拟波场．模型计算结果表明：改进截断奇异值法比传统的奇异值分解法

得到的波场转换结果更好，对某煤矿采空区探测数据进行了处理，成功分辨出采空区分界面．
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０　引言

地球物理探测的目的是通过观测地球物理场数

据来推断地下地质结构．作为深地探测的重要手段，

为了更好地认识地球内部结构与构造、寻找能源、资

源和环境监测、灾害预报，有必要开展地球物理勘

探新理论、新方法、新技术以及地球物理反问题研究

（杨文采，２００２）．

地球物理中的瞬变电磁法（ＴｒａｎｓｉｅｎｔＥｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ

Ｍｅｔｈｏｄ，简称ＴＥＭ）属时间域电磁感应方法，它是

利用不接地或接地线源向地下发送一次场，在一次

场的间歇期间，测量由地质体产生的感应电磁场（二

次场）随时间的变化．根据二次场的衰减特征，就可

以判定地下不同深度地质体的电性特征及规模大小

等（牛之琏，２００７）．近年来瞬变电磁法在国内外得到

了迅速发展，瞬变电磁偏移成像技术成为目前研究

的热点问题（李貅等，２００５）．

如何寻找到一个数学上的处理办法，将瞬变电

磁场变换成“波场”，即提取出电磁响应中与传播有

关的特征，压制或去除电磁波传播过程中与频散、衰

减有关的特征，借鉴地震勘探技术提高瞬变电磁法

的解释精度，成为重要研究方向．Ｗｅｉｄｅｌｔ（１９７２），

Ｋｕｎｅｔｚ（１９７２），以及Ｌｅｖｙ等（１９８８），Ｌｅｅ等（１９８９）

的相关研究成果，都揭示了在层状大地介质中，电磁

扩散方程与地震波动方程间存在数学上的等效对应

形式，但他们研究问题的着眼点都是将对应地电模

型的波场模拟结果变换成时域电磁响应（李貅等，

２００５；Ｘｕｅｅｔａｌ．，２００７）．其实，研究如何将已知时

域电磁场数据转换为虚拟波场数据，并进行拟地震

资料解释，这将有利于偏移以及更加复杂的成像技

术的应用（Ｘｕｅ，２０１１，２０１２；Ｇｕｏｅｔａｌ．，２０１２；Ｘｕｅ

ｅｔａｌ．，２０１３）．近年来，为了提高这种计算稳定性，瞬

变电磁波场转换算法不断地发展和改进（戚志鹏等，

２０１３；钟华森等，２０１６）．

奇异值分解法（ＳＶＤ）是一种矩阵分解（Ｍａｔｒｉｘ

Ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ）的方法，可以作为类似于波场变换

病态问题的处理手段，许多学者作出了大量的研究

工作．由于奇异值变化范围比较大，直接进行奇异值

分解必然引起计算结果的不稳定．由于大奇异值控

制计算矩阵的主要信息，小的奇异值控制计算矩阵

的次要信息，在随后研究中，作为算法的改进，主要

考虑大奇异值，而忽略小奇异值的影响，一定程度上

提高了计算的稳定性．Ｈａｎｓｅｎ（１９８６）提出了在病态

问题中，对于阶梯形的奇异矩阵，截断奇异值正则化

的有效性．陈本池等（１９９９）采用奇异值分解算法实

现了瞬变电磁场的波场变换，并针对影响波场变换

的诸因素（阻尼系数α的选取，时窗宽度，误差）进行

了系统研究和计算．谢正超等（２０１５）利用ＴＳＶＤ方

法解决温度场重建的病态方程．

考虑到小奇异值对计算精度的影响，对于均匀

下降型的奇异值矩阵，王振杰和欧吉坤（２００４）借鉴

杨文采（１９８９）思路，将全部奇异值分成大奇异值和

小奇异两部分，并对这两部分分别进行修正．由于波

场转换的强烈不适定性，提出一种新的奇异值计算

方案，奇异值矩阵保持不变，采用岭估计法只对小奇异

所对应的波场进行精细计算，从而提高算法的精度．

１　ＴＥＭ虚拟波场提取方法

时域扩散场犣犿（狉，狋）与虚拟波场犝（狉，τ）之间的

关系式为（Ｌｅｅｅｔａｌ．，１９８９）

犣犿（狋）＝
１

２ π狋槡
３∫

!

０
τｅ

－τ
２／４狋犝（τ）ｄτ， （１）

８７０５
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式中犣犿（狋）代表瞬变电磁场，犝（τ）代表虚拟波场，τ

为虚拟时间变量．

（１）式的离散形式可以表示为如下算子方程：

犣＝犃犝， （２）

式中，犣，犃，犝 分别表示离散后的电磁场数据矩阵、

系数矩阵和虚拟波场矩阵．

通过公式（２），可根据扩散场数据犣，得到虚拟

波场数据犝．但是这种转换属于典型的非线性不适

定问题．下面介绍与之相关的奇异值分解法．

截断奇异值分解法：

方程（２）中的系数矩阵犃为 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的一

个算子，定义犃 的奇异值σ犻（犻＝１，２，…，狀）为

Ｈｅｒｍｉｔｅ算子犃′犃的平方根，且满足σ１≥σ２≥…≥

σ狀，犃′为矩阵犃 的共轭转置矩阵．

构造一个正交归一序列狆犻，狏犻，犻＝１，２，…，狀．满

足（谢正超等，２０１５）：

犃＝∑
狀

犻＝１

狆犻σ犻狏′犻， （３）

其中狆犻，狏犻可以看成是系数矩阵犃 的左奇异向量和

右奇异向量，狏′犻为狏犻的转置．

可以直接采用奇异值分解法，根据（３）式和（２）

式来计算（１）式中的虚拟波场矩阵犝，但是，由于奇

异值变化范围比较大且不稳定，直接进行奇异值分

解必然引起计算结果的不稳定．为提高计算的稳定

性，在随后研究中，作为算法的改进，主要考虑大奇

异值，而忽略小奇异值的影响，采用截断奇异值分

解法进行计算（谢正超等，２０１５），相应地，系数矩阵

可以分成两部分：

犃＝犃１＋犃２， （４）

其中，

犃１ ＝∑
犽

犻＝１

狆犻σ犻狏′犻， （５）

式中，犽表示截断位置（矩阵犃对角线元素的截断阶数）．

σ犻 ＝ （犃，狏犻）狆′犻， （７）

犃２ ＝ ∑
狀

犻＝犽＋１

狆犻σ犻狏′犻． （６）

因此，方程（２）可以写为

犣＝∑
狀

犻＝１

σ犻（狏′犻，犝）狆犻， （８）

于是方程（２）的解犝 可以表示为

犝 ＝∑
狀

犻＝１

〈犣，狏犻〉狆′犻
σ犻

， （９）

进一步地，如果分别考虑由大奇异值和小奇异值所

对应的波场值，（９）式可写为

犝 ＝∑
犽

犻＝１

（犣，狏犻）狆′犻
σ犻

＋∑
狀

犻＝犽＋１

（犣，狏犻）狆′犻
σ犻

． （１０）

　　上式右端第一项表示大的奇异值所对应的波场

值项，第二项表示小的奇异值所对应的波场值项．

如果近似地将（６）式等于０，即犃２ ＝０．截断后

的（１０）式可以表示成（徐文，２０１６；Ｏｎｕｎｗｏｒａｎｄ

Ｒｅｉｃｈｅｌ，２０１７）：

犝 ≈∑
犽

犻＝１

（犣，狏犻）狆′犻
σ犻

． （１１）

　　虽然采用截断奇异值分解法对（２）式进行反演

得到的值趋于稳定，但是由于把那些小的奇异值舍

去后，一定程度上损失了反演值的精确性，因此有必

要对截断奇异值法进行改进一下，以提高反演精度．

改进截断奇异值法：

为了让整个奇异具矩阵更加紧凑，降低病态

程度，杨文采（１９８９）对大的奇异值趋近于用截断

奇异值法进行修正，对小的奇异值趋近于用岭估

计进行修正．虽然这样做可以使得奇异值更加紧

凑，但是其修改了全部的奇异值，降低了反演数据

的准确性，作者根据其思想，从另外一个角度提出了

改进方案，即对大的奇异值保持不变，对小的奇异值

进行修正．

即保持犃１ 的大小，仅对犃２ 进行处理．

犃２ 对应的奇异值

σ犻 ＝ （犃２，狏犻）狆′犻，犻＝犽＋１，…，狀． （１２）

令犃２ ＝犾犐，因此，修正后的奇异值可以表示成

σ′犻＝ （犾犐，狏犻）狆′犻，犻＝犽＋１，…，狀． （１３）

其中，犐表示单位矩阵，犾为一个常数，也可看作是

正则化参数．关于犾的选择，本文根据对比反演图像

效果，手动选择．因此，公式（４）中的系数矩阵犃可

近似表示为

犃＝犃１＋犾犐． （１４）

　　把（１４）代入（９）式，可得到

犝 ＝∑
犽

犻＝１

（犣，狏犻）狆′犻
σ犻

＋∑
狀

犻＝犽＋１

（犐，狏犻）狆′犻
犾

． （１５）

　　通过公式（１１）—（１５），可以明显看出解犝 多了

一项，弥补了丢失了奇异值信息，增加了解的精确性．

公式（１３）以对直接由奇异值分解法得到得反演

值进行修正，不但让小的奇异值参与计算，且降低了

系数矩阵的病态程度．

表１列出了不同截断位置的系数矩阵条件数，

可以看出：对条件数为无穷的系数矩阵进行修正后，

系数矩阵的条件数得到了降低，证明了算法得合

理性．

９７０５
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表１　不同截断位置的系数矩阵条件数

犜犪犫犾犲１　犖狌犿犫犲狉狅犳犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋犿犪狋狉犻狓犫犪狉狊

犳狅狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋狋狉狌狀犮犪狋犻狅狀狆狅狊犻狋犻狅狀狊

截断位置
犃（未截断）

的条件数
犃（截断）

的条件数
犃（修正）

的条件数

犽＝５ ｉｎｆ ｉｎｆ ３．４７３２３＋１６２

犽＝１０ ｉｎｆ ｉｎｆ ３．１２２０＋１６０

犽＝１５ ｉｎｆ ｉｎｆ １．７９６４ｅ＋１６０

２　改进的截断奇异值分解算法实现

根据野外实际观测瞬变电磁场数据或者模型仿

真数据，分别采用奇异值分解法、截断奇异值分解法

和本文提出的改进截断奇异值分解法进行波场反变

换，提取出三种方法所对应的虚拟波场值，然后，再

利用改进截断奇异值方法计算出相应的虚拟波场值．

具体步骤如下：

步骤１：读取野外实际观测瞬变电磁场数据，形

成电磁场数据矩阵犣

步骤２：计算系数矩阵犃，并对其进行奇异值分解

步骤３：利用截断奇异值法计算出虚拟波场值

犝犼，犼＝１，２，…，犽．选择出犽．

犝犼 ＝∑
犽

犼＝１

１

σ犼
（狆犼，犣）狏犼，犼＝１，２，…，犽． （１６）

　　步骤４：根据公式（１５），计算虚拟波长值．

犝 ＝∑
犽

犻＝１

（犣，狏犻）狆′犻
σ犻

＋∑
狀

犻＝犽＋１

（犐，狏犻）狆′犻
犾

． （１７）

３　仿真模拟

为验证改进的截断奇异值法虚拟波场的提取效

果，采用三种方法（直接奇异值法，截断奇异值法和

本文的修正式截断奇异值法）对电性源瞬变电磁仿

真数据进行虚拟波场提取，并对比其效果．

图１　电性源瞬变电磁仿真模型

Ｆｉｇ．１　Ｇｒｏｕｎｄｅｄｗｉｒｅｓｏｕｒｃｅｔｒａｎｓｉｅｎｔ

ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｍｅｔｈｏｄｍｏｄｅｌ

图１为设计的地电模型，为两层水平模型，地层

分界面深度为３００ｍ，上层电阻率为１００Ωｍ，下层

电阻率为２００Ωｍ，发射源长度５００ｍ，发射电流

２Ａ，接收点位于垂直轴向距发射源中心点１０００ｍ．

图２ａ为垂直磁场衰减曲线，图２ｂ为采用直接

的奇异值分解法进行虚拟波场提取的结果，从图２ｂ

可知，由于系数矩阵的严重病态性，得到的反演结果

并不理想，在坐标轴内波动非常剧烈，无法准确判断

出异常点．图２ｃ为截断奇异值分解法计算结果，曲

线过于光滑，反演值波峰不够明显，存在丢失信息问

题；图２ｄ为修正截断奇异值分解法计算结果，通过

对比可知：修正截断奇异值分解法得到的反演值波

峰较为明显．

４　实例分析

测区位于山西宁武煤田北部，属于山西高原朔

平台地之低山丘陵，全区多为黄土覆盖．测区含煤地

层主要为石炭系山西组（Ｃ３ｓ）和石炭系山太原组

（Ｃ３ｔ）地层，以灰白、灰黄色砂岩和页岩为主，夹煤系

地层，可采煤层为４＃、９＃和１１＃煤层，最大埋深约

２００ｍ，采空区普遍发育．区域内主要含水层有碳酸

盐岩岩溶裂隙含水层，碎屑岩裂隙含水层及松散岩

层孔隙含水层．碳酸盐岩岩溶裂隙含水层由寒武奥

陶系灰岩组成，碎屑岩裂隙含水层在区内分布广泛，

含水层由石炭、二迭系砂岩构造．区内由下至上发育

有奥陶系上统上马家沟组、石炭系中统本溪组、上统

太原组、二叠系下统山西组、下石盒子组、上统上石

盒子组以及新生界第三系静乐组和第四系中、上更

新统、全新统地层．

当地下煤体局部被采出后，在岩体内形成一个

有一定规模的空间，使周围的应力平稳状态遭受破

坏，产生局部的应力集中，采空区顶板在上覆岩层压

力的作用下，发生变形、断裂、位移、冒落，形成的冒

落带、断裂带、变形弯曲带，在地下水的充填及地表

水沿裂缝向采空区渗漏，其电阻率将明显发生变化，

形成一个低阻电性体，也与围岩电性形成较明显的

差异，这样就为瞬变电磁勘查采空区破坏区提供了

前提条件．

在已知采空陷落区（山西省平鲁区某煤矿）进行

测试，采空区深度１５０ｍ．所布设的测线长度４００ｍ，测

点距离１０ｍ（图１）３００—５００号测点位于采空区范

围内，采用仪器为 ＧＤＰ３２Ⅱ，试验装置为定源回

线，回线大小为２００ｍ×３００ｍ，工作频率为３２Ｈｚ，

发射电流８Ａ．

０８０５



　１２期 薛俊杰等：瞬变电磁波场转换算法的改进

图２　电性源瞬变电磁仿真结果

（ａ）衰减曲线；（ｂ）直接奇异值分解法；（ｃ）截断奇异值分解法；（ｄ）修正截断奇异值分解法．

Ｆｉｇ．２　Ｍｏｄｅｌｉｎｇｒｅｓｕｌｔ

（ａ）Ｄｅｃａｙｃｕｒｖｅ；（ｂ）Ｃｕｒｖｅｆｒｏｍｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ；（ｃ）ＣｕｒｖｅｆｒｏｍＴｒｕｎｃａｔｅｄＳｉｎｇｕｌａｒＶａｌｕｅＭｅｔｈｏｄ；

（ｄ）ＣｕｒｖｅｆｒｏｍＭｏｄｉｆｉｅｄＴｒｕｎｃａｔｅｄＳｉｎｇｕｌａｒＶａｌｕｅＭｅｔｈｏｄ．

图３　已知测区测线布置图

Ｆｉｇ．３　Ｌａｙｏｕｔｏｆｓｕｒｖｅｙｌｉｎｅ

　　采用修正截断奇异值分解法对观测曲线进行处

理计算，计算结果如图４所示，其中，图４ａ表示６００

号测点（非采空区）虚拟波场转换结果，图４ｂ表示

４００号测点（采空区）虚拟波场转换结果．通过对比

图４（ａ，ｂ）可知，未采区测点数据的虚拟波场曲线比

采空区虚拟波场曲线复杂，这与富水采空区形变后

的地质结构有关．

图５为虚拟波场转换剖面和已知测区视电阻率

等值剖面对比图，图５（ａ—ｃ）中红色部分表示正值，

绿色部分表示负值．图５ａ表示由传统奇异值法计算

的虚拟波场剖面，由于传统奇异值法计算的不完备，

不仅出现很多附加场信息，同时对采空区的反映不

够明显，图５ｂ表示采用截断奇异值法计算的虚拟波

场剖面，图像质量已有改善，但是，对于采空区与未

采区的分界仍不够明显，图５ｃ表示采用本文所述修

正奇异值法计算结果，在５００号测点附近采空区分

界面比较明显，图５ｄ表示已知测区实测视电阻率等

值线断面图．

５　结论

瞬变电磁成像在数学上是一个强烈的非线性不

适定问题，观测数据的微小的扰动，都会使部分参数

发生很大的变化．寻求优化的数学解法十分重要．

本文主要对瞬变电磁响应虚拟波场提取方法进行了

研究．针对传统的奇异值分解法不能确保奇异值矩

阵均匀下降问题，本文在截断奇异值法研究基础上，

提出采用改进截断奇异值法进行提取，根据野外实

际观测瞬变电磁场数据或者模型仿真数据，分别采
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图４　修正截断奇异值分解法转换结果

（ａ）６００号测点（非采空区）转换结果；（ｂ）４００号测点（采空区）转换结果．

Ｆｉｇ．４　Ｅｘｔｒａｃｔｅｄｒｅｓｕｌｔｆｒｏｍｍｏｄｉｆｉｅｄｔｒｕｎｃａｔｅｄｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｍｅｔｈｏｄ

（ａ）Ｅｘｔｒａｃｔｅｄｒｅｓｕｌｔｏｆ６００ｓｕｒｖｅｙｐｏｉｎｔ；（ｂ）Ｅｘｔｒａｃｔｅｄｒｅｓｕｌｔｏｆ４００ｓｕｒｖｅｙｐｏｉｎｔ．

用奇异值分解法、截断奇异值分解法和本文提出的

改进截断奇异值分解法进行波场反变换，提取出三

种方法所对应的虚拟波场值．模型计算结果表明：改

进截断奇异值法比传统的奇异值分解法得到的转换

结果更好，并在某煤矿采空区进行了实验工作，成功

分辨出采空区顶界面和分界面．当然，如果参与计

算的截断奇异值矩阵较小时，所提取出来的虚拟波

形比较光滑，但会丢失有用信息，如果参与计算的截

断奇异值矩阵较大时，所提取出来的虚拟波形会出现

强烈起伏的现象，带来多余的附加信息，所以，选择合

适的截断奇异值矩阵阶数需要根据实际情况来确定．

犚犲犳犲狉犲狀犮犲狊

ＣｈｅｎＢＣ，ＬｉＪＭ，ＺｈｏｕＦＴ．１９９９．Ｗａｖｅｆｉｅｌｄｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎｍｅｔｈｏｄ

ｆｏｒｔｒａｎｓｉｅｎｔｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄ．犗犻犾犌犲狅狆犺狔狊犻犮狊犘狉狅狊狆犲犮狋犻狀犵
（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ），３４（５）：５３９５４５．

ＧｕｏＷＢ，ＸｕｅＧＱ，ＬｉＸ，ｅｔａｌ．２０１２．Ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓａｎｄ

ｉｍａｇｉｎｇｔｅｃｈｎｉｑｕｅｏｆＴＥＭｄａｔａ．犈狓狆犾狅狉犪狋犻狅狀犌犲狅狆犺狔狊犻犮狊，４３
（３）：１３７１４８．
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犅犐犜犖狌犿犲狉犻犮犪犾犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮狊，２７（４）：５３４５５３．
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