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摘要　位场向下与向上延拓之间存在固有的内在联系，向上延拓解算具有稳定可靠的优良特性，本文据此提出了

借助向上延拓信息实现航空重力向下延拓稳定解算的两种方法，分别建立了点对点向下解析延拓模型和最小二乘

向下解析延拓模型．其核心思想是，依据泰勒级数展开模型，将位场向下延拓解算过程转换为向上延拓计算和垂向

偏导数解算两个步骤，通过第一步的处理有效抑制数据观测噪声对解算结果的干扰，通过第二步的处理成功实现

向下延拓反问题的稳定解算，较好地解决了向下延拓解算固有的不适定性问题．分析研究了两种解析延拓模型的

计算精度及适用条件，利用超高阶位模型ＥＧＭ２００８建立的模拟标准场数据对两种模型解算结果的合理性和有效

性进行了数值验证，证明本文新方法实用易行，具有较高的应用价值．
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０　引言

位场向上和向下延拓是地球物理和大地测量数

据分析应用中最重要的技术环节之一．位场向下延

拓的目的是将数据观测面外推到更接近于位场源

体，通过改善观测数据的信噪比，增强地球内部浅层

质量分布异常的映射强度，来凸显地球重力场或磁

场的局部变化特征，以提高位场数据解释推断的可

靠性（Ｔｒｏｍｐａｔｅｔａｌ．，２００３；陈生昌和肖鹏飞，２００７；

骆遥和吴美平，２０１６）．但我们知道，位场向下延拓在

数学上属于典型的不适定反问题，其延拓算子对高

频噪声具有明显的放大作用，很小的观测噪声也会

引起延拓解算结果严重偏离真实的问题解（Ｍａｒｔｉｎｅｃ，

１９９６；王彦飞，２００７）．针对此问题，国内外学者已经开

展了广泛而深入的研究工作，提出了许多富有成效

的处理方法．在重力场向下延拓研究领域，归纳起来

主要有三种解决途径：第一种是直接求逆泊松

（Ｐｏｉｓｓｏｎ）积分方程（包括迭代求解和非迭代求解

法、ＦＦＴ法），人们主要围绕求逆过程引起的不稳定

性问题开展不同形式的正则化方法研究，代表成果

包括：Ｈａｎｓｅｎ和Ｏ′Ｌｅａｒｙ（１９９３）提出的Ｌ曲线法；

Ｘｕ（１９９８）提出的截断奇异值分解法（ＴＳＶＤ）；Ｋｅｒｎ

（２００３）、Ａｌｂｅｒｔｓ和Ｋｌｅｅｓ（２００４）对包括正则化和非

正则化在内的不同类型向下延拓算法的适用性作了

比较全面的分析和比较；王兴涛等（２００４ａ，２００４ｂ）研

究解析了重力向下延拓的正则化算法及其谱分解

式，定量评估了几种常用向下延拓方法的应用效果；

王振杰（２００６）给出了不适定问题正则化解法的统一

表达式；顾勇为和归庆明（２０１０）分析研究了基于信

噪比的重力向下延拓正则化解法；邓凯亮等（２０１１）

提出了重力向下延拓的Ｔｉｋｈｏｎｏｖ双参数正则化算

法；蒋涛等（２０１１）分析比较了Ｔｉｋｈｏｎｏｖ、岭估计和

广义岭估计三种正则化算法的技术特点及应用效

果；孙文等（２０１４）提出了基于波数域迭代的向下延

拓Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化算法；刘晓刚等（２０１４）研究探

讨了位场数据向下延拓中最优正则化参数的选择问

题．解决重力向下延拓问题的第二种途径是间接求

逆法，包括最小二乘配置法（Ｍｏｒｉｔｚ，１９８０；Ｈｗａｎｇ

ｅｔａｌ．，２００７）、点质量方法（李建成等，２００３；黄谟涛

等，２００５）、多尺度边缘变换法（Ｂｏｓｃｈｅｔｔｉｅｔａｌ．，

２００４；宁津生等，２００５）和矩谐分析法（蒋涛等，２０１３）

等，此类方法虽然避开了直接求逆Ｐｏｉｓｓｏｎ积分方

程，但仍涉及矩阵求逆过程，因此也不可避免存在不

稳定性问题（黄谟涛等，２０１３，２０１５ａ）．第三种途径可

统称为非求逆法，代表成果包括：石磐和王兴涛

（１９９７）提出的利用航空重力测量和ＤＥＭ 确定地面

重力场的直接代表法；黄谟涛等（２０１４，２０１５ｂ）提出

的联合使用超高阶位模型和地形信息确定向下延拓

改正数的方法等，此类方法不受传统求逆过程不稳

定性的影响．Ｎｏｖáｋ和 Ｈｅｃｋ（２００２）依据航空重力

测量数据固有的带限（ｂａｎｄｌｉｍｉｔｅｄ）频谱特性，提出

了向下延拓的直接积分公式，并将其推广应用于大

地水准面的直接解算，其计算过程也避开了方程求

逆问题．刘敏等（２０１６）分析检验了当前国内外最具

代表性的几种向下延拓模型的计算效果，得出了比

较明确的量化分析结论．

针对磁场数据向下延拓问题，国内外学者也陆

续推出了系列化的研究成果，Ｂａｔｅｍａｎ（１９４６）、

Ｐｅｔｅｒｓ（１９４９）最早提出采用泰勒（Ｔａｙｌｏｒ）级数法作

位场的延拓计算；栾文贵（１９８３）、梁锦文（１９８９）和

Ｃｏｏｐｅｒ（２００４）很早就将正则化方法引入到位场向下

延拓领域；Ｆｅｄｉ和Ｆｌｏｒｉｏ（２００２）提出了基于组合二

阶垂直梯度（ＩＳＶＤ）的位场延拓模型；Ｔｒｏｍｐａｔ等

７４７４
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（２００３）提出了改进的位场延拓模型；徐世浙（２００６，

２００７）创新提出了位场向下延拓的积分迭代法；陈

生昌和肖鹏飞（２００７）、张辉等（２００９）、刘东甲等

（２００９）分别提出了位场向下延拓的波数域广义逆算

法、正则化方法及迭代算法；卞光浪（２０１１）提出了磁

异常稳健向下延拓的改进泰勒级数法；骆遥和吴美

平（２０１６）提出了位场向下延拓的最小曲率方法．很

显然，上述各类方法的提出和应用，都在一定程度上

改善了位场向下延拓解算的不稳定性和精确度．但

不可否认的是，这些方法在实际应用中仍存在一些

不足或改进的余地，有些新方法可能只停留在理论

研究和仿真试验阶段，缺少实测数据的解算验证；有

的方法可能理论上很严密，但因实现过程过于复杂

而受到应用上的制约．Ｖａｎí̌ｃｅｋ等（２０１７）依据法国数

学家Ｈａｄａｍａｒｄ的理论，推断位场向下延拓具有物

理意义上的适定性，存在有限的唯一解．该文作者甚

至认为，任何指望通过物理意义上的正则化方法来

改善向下延拓解的想法都是徒劳的，因为在存在观

测噪声干扰的情形下，寻求向下延拓的精确解是没

有实际意义的，应当把向下延拓作为一个统计问题

来处理，寻求该问题的最优估计．

由上述综合分析结果得知，关于位场向下延拓

问题，国内外学者虽然已经提出了许多各具特色的

解算模型和方法，但至今未能推出一种统一通用的

解决方案，仍有一些理论上和应用上的难点问题需

要研究解决．本文主要针对航空重力向下延拓稳定

性和实用性两个方面的应用需求，探讨借助向上延

拓信息改善向下延拓不稳定性和解算精度的可能

性，同时达到简化向下延拓解算过程的目的．

１　向下延拓解算模型及适用性分析

１．１　基于向上延拓的点对点解析解

泰勒级数展开式是最经典的位场解析延拓模型

之一．假设海拔高度为犺ｏ的待求地球表面犗点的重

力异常为Δ犵ｏ，已知对应飞行高度面犺ｐ（犘点）上的

空中重力异常为Δ犵ｐ，则由重力场解析延拓理论得

知（Ｍｏｒｉｔｚ，１９８０），Δ犵ｏ和Δ犵ｐ之间的关系可表示为

　Δ犵ｏ＝Δ犵ｐ－Δ犺ｐｏ
Δ犵ｐ
犺

＋
１

２！
Δ犺

２

ｐｏ


２
Δ犵ｐ

犺
２ －…

＝Δ犵ｐ－∑
!

狀＝１

（－１）
狀－１

狀！
Δ犺

狀

ｐｏ


狀
Δ犵ｐ

犺
狀

＝Δ犵ｐ－δΔ犵ｐｏ （１）

式中，Δ犺ｐｏ＝犺ｐ－犺ｏ代表空间犘点相对于地面犗点

的高度差；
狀
Δ犵ｐ

犺
狀
代表空中重力异常Δ犵ｐ在犘点的

狀阶垂向偏导数；δΔ犵ｐｏ代表重力异常Δ犵ｐ到Δ犵ｏ的

向下延拓改正数．由式（１）知，实现航空重力向下延

拓计算的关键是，准确获取重力异常沿垂直方向的

各阶偏导数．当此条件无法得到满足时，需要寻求其

他的替代方案．这里首先给出一种比较简单的近似

处理方法．

假设位于飞行高度面上方、海拔高度为犺ｑ（犙

点）处的空中重力异常为Δ犵ｑ，令Δ犺ｑｐ＝犺ｑ－犺ｐ，那

么，根据重力场解析延拓理论，同样可以将Δ犵ｑ 和

Δ犵ｐ之间的关系表示为

Δ犵ｑ＝Δ犵ｐ＋Δ犺ｑｐ
Δ犵ｐ
犺

＋
１

２！
Δ犺

２
ｑｐ

２
Δ犵ｐ

犺
２ ＋…

＝Δ犵ｐ＋∑
!

狀＝１

１

狀！
Δ犺

狀

ｑｐ


狀
Δ犵ｐ

犺
狀

＝Δ犵ｐ＋δΔ犵ｐｑ， （２）

式中，δΔ犵ｐｑ代表重力异常Δ犵ｐ 到Δ犵ｑ的向上延拓

改正数，其他符号意义同前．如果人为取 Δ犺ｑｐ ＝

Δ犺ｐｏ，那么将式（１）和（２）两式相加并略加整理得

　　Δ犵ｏ＝２Δ犵ｐ－Δ犵ｑ＋
２

２！
Δ犺

２

ｐｏ


２
Δ犵ｐ

犺
２

＋
２

４！
Δ犺

４

ｐｏ


４
Δ犵ｐ

犺
４ ＋…

＝２Δ犵ｐ－Δ犵ｑ＋犚２狀（Δ犺ｐｏ）， （３）

　　犚２狀（Δ犺ｐｏ）＝∑
!

狀＝１

２
（２狀）！

Δ犺
２狀

ｐｏ


２狀
Δ犵ｐ

犺
２狀
， （４）

这里称犚２狀（Δ犺ｐｏ）为向下延拓改正数的余项．如果

忽略该余项的影响，即令

犚２狀（Δ犺ｐｏ）＝０， （５）

那么就得到如下近似的点对点向下解析延拓计算式：

Δ犵ｏ＝２Δ犵ｐ－Δ犵ｑ， （６）

式中，航空重力异常 Δ犵ｐ 是已知的，Δ犵ｑ 可依据

Ｐｏｉｓｓｏｎ积分方程由Δ犵ｐ 向上延拓计算得到．可见，

延拓计算式（６）的实现过程是稳定可靠的，不存在向

下延拓固有的不适定性问题．由Δ犵ｐ 向上延拓计算

Δ犵ｑ的Ｐｏｉｓｓｏｎ积分公式为（ＨｅｉｓｋａｎｅｎａｎｄＭｏｒｉｔｚ，

１９６７）

　Δ犵ｑ＝
狉
２

ｐ

狉
２

ｑ

Δ犵ｐｑ＋
狉
２

ｐ
（狉
２

ｑ－狉
２

ｐ
）

４π狉ｑ 
σ

（Δ犵ｐ－Δ犵ｐｑ）

犾３
ｄσ，

（７）

式中，狉ｐ＝犚＋犺ｐ，狉ｑ＝犚＋犺ｑ，犚为地球椭球平均

半径；Δ犵ｐｑ代表与计算点犙相对应的飞行高度面上

的重力异常；Δ犵ｐ为飞行高度面流动点的重力异常；

犾＝ 狉
２

ｑ＋狉
２

ｐ－２狉ｑ狉ｐｃｏｓ槡 ψ为计算点与流动点之间的

８４７４
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空间距离，ψ为计算点与流动点之间的球面角距．使

用式（７）进行向上延拓计算可避开常见的积分奇异

性问题．

实际上，不难证明，通常使用的一阶梯度解模型

只是前面给出的向下解析延拓模型（即式（６））的主

项．根据 Ｈｅｉｓｋａｎｅｎ和 Ｍｏｒｉｔｚ（１９６７），飞行高度面

上与地面犗点、空中犙点相对应的重力异常一阶垂

向梯度积分式可表示为

Δ犵ｐｑ
犺

＝
狉
２

ｐ

２π
σ

（Δ犵ｐ－Δ犵ｐｑ）

犾
３

０

ｄσ－
２

狉ｐ
Δ犵ｐｑ， （８）

式中，犾０＝ 狉
２

ｐ＋狉
２

ｐ－２狉ｐ狉ｐｃｏｓ槡 ψ＝２狉ｐｓｉｎ
ψ
２
，其他

符号意义同前．把式（８）代入式（１）得

Δ犵ｏ＝Δ犵ｐｑ－
狉
２

ｐΔ犺ｐｏ

２π
σ

（Δ犵ｐ－Δ犵ｐｑ）

犾
３

０

ｄσ

＋
２Δ犺ｐｏ
狉ｐ
Δ犵ｐｑ＋犗（Δ犺

２

ｐｏ
）， （９）

式中，犗（）为Ｌａｎｄａｕ符号．把式（７）代入式（６）得

　　Δ犵ｏ＝２Δ犵ｐｑ－
狉
２

ｐ

狉
２

ｑ

Δ犵ｐｑ

＋
狉
２

ｐ
（狉
２

ｑ－狉
２

ｐ
）

４π狉ｑ 
σ

（Δ犵ｐ－Δ犵ｐｑ）

犾３
ｄσ， （１０）

进一步做下列简化：

　　　　
狉
２

ｐ

狉
２

ｑ

＝
狉
２

ｐ

（狉ｐ＋Δ犺狇狆）
２

＝
狉
２

ｐ

（狉ｐ＋Δ犺ｐｏ）
２

＝１－
２Δ犺ｐｏ
狉ｐ

＋犗（Δ犺
２

ｐｏ
）， （１１）

　　狉
２

ｑ－狉
２

ｐ＝２狉ｐΔ犺ｐｏ＋犗（Δ犺
２

ｐｏ
）， （１２）

　　犾
２
＝狉

２

ｑ＋狉
２

ｐ－２狉ｑ狉ｐｃｏｓψ≈犾
２

０＋Δ犺
２

ｐｏ
， （１３）

犾３ ＝犾
３

０＋犗（Δ犺
２

ｐｏ
）， （１４）

将式（１１）、（１２）和（１４）代入式（１０），并做简单的整理

就得到式（９）．由此可见，在只顾及到延拓高度差

（Δ犺）一阶项影响条件下，两种向下延拓计算模型是

等价的．也就是说，对应于式（９）的一阶梯度解只是

式（１０）模型解的主项．使用式（１０）（也就是式（６））作

为向下延拓解算模型既可顾及到延拓高度差（Δ犺）

高阶项的影响，同时可利用向上延拓算子的低通滤

波特性，对观测量中的高频噪声进行有效的抑制．

需要指出的是，使用式（１０）作为向下延拓模型

虽然顾及了一部分高阶项的影响，但也忽略了另一

部分高阶项的影响．对比式（１）、（２）和（６）不难看出，

等式（５）完全等价于下面的等式：

δΔ犵ｐｏ＝δΔ犵ｐｑ， （１５）

上式说明，忽略余项犚２狀（Δ犺ｐｏ）的影响就意味着把

重力向上延拓改正数近似等同于向下延拓改正数．

我们也因此将式（６）称为点对点解析延拓模型，其近

似处理带来的误差大小（见式（４））取决于二阶及以

上偶阶项重力异常垂向偏导数和延拓高度差（Δ犺）

的量值．目前国内外航空重力测量的精度水平在

１～５ｍＧａｌ（１０
－５ｍ·ｓ－２）之间（Ａｌｂｅｒｔｓ，２００９；孙中

苗等，２０１３；欧阳永忠等，２０１３），根据误差传播理论，

为确保向下延拓计算模型误差不显著影响航空重力

测量成果的质量，应尽可能将计算模型的单项误差

控制在数据观测误差的四分之一以内．这里将观测

误差量值设定为２ｍＧａｌ（新型航空重力仪一般可达

到此指标），取计算模型单项误差限差为０．５ｍＧａｌ，

依据模型解式（１０）所对应的截断误差表达式（４），可

分别确定在不同延拓高度差条件下，满足单项误差

限差要求的不同阶次重力异常垂向偏导数所允许的

变化幅度．其中，二阶和四阶垂向偏导数允许变化幅

度的计算式分别为

２
（２）！

Δ犺
２

ｐｏ


２
Δ犵ｐ

犺
２ ≤０．５， （１６）

２
（４）！

Δ犺
４

ｐｏ


４
Δ犵ｐ

犺
４ ≤０．５． （１７）

　　对应于５个不同延拓高度差的具体计算结果如

表１所示．当已知某一区域的重力异常垂向偏导数

量值大小时，也可由式（１６）和（１７）确定误差限差允

许下的向下延拓计算高度．

表１　误差限差允许下的重力异常垂向偏导数变化幅度

犜犪犫犾犲１　犚犪狀犵犲狊狅犳犵狉犪狏犻狋狔狏犲狉狋犻犮犪犾犱犲狉犻狏犪狋犻狏犲狊

狌狀犱犲狉犪犾犾狅狑犪犫犾犲犲狉狉狅狉

高度差（ｋｍ） 二阶导数（ｍＧａｌ／ｋｍ２） 四阶导数（ｍＧａｌ／ｋｍ４）

１ ０．５ ６．０

２ ０．１２５ ０．３７５

３ ０．０５５５６ ０．０７４０７

４ ０．０３１２５ ０．０２３４４

５ ０．０２００ ０．００９６

　　在实际应用中，我们可依据表１给出的计算对

比结果，分析评估向下延拓模型解式（１０）对于不同

变化特征重力场的适应能力，可事先对预定的测量

区域开展航空重力测量技术设计，以确定合适的测

量飞行高度．

１．２　基于向上延拓的最小二乘解析解

如前所述，依据泰勒级数展开式（１）进行航空重

力向下延拓计算的关键，是准确获取重力异常沿垂

直方向的各阶偏导数．前面给出了不需要直接计算

９４７４
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重力异常垂向梯度，借助向上延拓信息就能实现向

下延拓稳定解算的近似处理方法．该方法虽然简便

易行，但由于模型解的截断误差随延拓高度差增大

而快速增大，因此其适用范围受到了一定的限制，只

能应用于较低飞行高度的航空重力向下延拓计算．

为了突破上述近似模型解的限制，这里进一步提出

借助向上延拓信息，通过最小二乘方法计算重力异

常不同阶次的垂向偏导数，从而实现向下延拓的严

密和稳定解算．

关于位场观测量沿垂直方向各阶导数的计算问

题，国内外学者已经开展了许多卓有成效的研究工

作（ＦｅｄｉａｎｄＦｌｏｒｉｏ，２００２；Ｃｏｏｐｅｒ，２００４；翟国君等，

２０１１；卞光浪，２０１１），但已有研究成果的解算思路几

乎都是基于位场强度沿垂直和水平方向的二阶偏导

数之间满足拉普拉斯（Ｌａｐｌａｃｅ）方程这一基本假设，

通过借助水平方向的偏导数来计算垂向偏导数的，

并通常采用频率域方法进行这样的转换．该方法理

论上较为完善，但频率域中的响应函数相当于高频

放大器，对观测数据中的噪声具有显著的放大作用，

且存在较强的边缘效应，因此需要对相关算法做相

应的改化（Ｔｒｏｍｐａｔｅｔａｌ．，２００３；卞光浪，２０１１）．本

文提出了完全有别于上述传统的由水平向转换到垂

直向的解算思路，具体解算过程如下．

首先在航空重力测量飞行高度面上方，以一定

的间隔选取 犕 个高度面（犙１，犙２，…，犙犕），它们相

对于飞行高度面的高度差为：Δ犺１ ，Δ犺２ ，…，Δ犺犕 ．

然后利用飞行高度面上的重力异常观测量（Δ犵ｐ），

依据向上延拓积分式（７）分别计算上述犕 个高度面

上的重力异常（Δ犵犙
１
，Δ犵犙

２
，…，Δ犵犙犕）．将计算得到

的犕 个高度面上的重力异常作为过渡观测量代入

泰勒级数展开式（２），可得到一系列以重力异常垂向

偏导数作为未知数的观测方程．对于飞行高度面上

的某个犘点，使用处于不同高度面但在同一垂线方

向上的犕 个重力异常（Δ犵ｑ１，Δ犵狇２，…，Δ犵狇犕），可建

立犕 个相对应的观测方程．考虑到航空重力测量分

辨率的有限性和观测噪声干扰的现实性，这里取泰

勒级数展开式（２）的最高阶数犖＝４，由此可建立如

下形式的观测误差方程：

Δ犵ｑ１＋狏１ ＝Δ犵ｐ＋Δ犺ｑ１ｐ
Δ犵ｐ
犺

＋
１

２！
Δ犺

２

ｑ１ｐ


２
Δ犵ｐ

犺
２ ＋

１

３！
Δ犺

３
ｑ１ｐ

３
Δ犵ｐ

犺
３ ＋

１

４！
Δ犺

４
ｑ１ｐ

４
Δ犵ｐ

犺
４
，

Δ犵ｑ２＋狏２ ＝Δ犵ｐ＋Δ犺ｑ２ｐ
Δ犵ｐ
犺

＋
１

２！
Δ犺

２

ｑ２ｐ


２
Δ犵ｐ

犺
２ ＋

１

３！
Δ犺

３
ｑ２ｐ

３
Δ犵ｐ

犺
３ ＋

１

４！
Δ犺

４
ｑ２ｐ

４
Δ犵ｐ

犺
４
，

……

Δ犵ｑ犕 ＋狏犕 ＝Δ犵ｐ＋Δ犺ｑ犕ｐ
Δ犵ｐ
犺

＋
１

２！
Δ犺

２

ｑ犕ｐ


２
Δ犵ｐ

犺
２ ＋

１

３！
Δ犺

３
ｑ犕ｐ

３
Δ犵ｐ

犺
３ ＋

１

４！
Δ犺

４
ｑ犕ｐ

４
Δ犵ｐ

犺
４

烅

烄

烆
，

（１８）

式中，狏犻代表重力异常观测误差和向上延拓计算误

差的综合影响．令

　　狓犼 ＝
犼Δ犵ｐ

犺犼
，犡＝ （狓１，…，狓犖）

Ｔ

犪犻犼 ＝
１

犼！
Δ犺犼狇犻狆（犻＝１，…，犕；犼＝１，…，犖）

犃＝ ［犪犻犼］犕×犖

犾犻 ＝Δ犵狇犻 －Δ犵ｐ，犔＝ （犾１，…，犾犕）
Ｔ

犞＝ （狏１，…，狏犕）
Ｔ

可将式（１８）表示为如下矩阵形式：

犔＋犞＝犃犡． （１９）

取犕＞犖，可求得式（１９）的最小二乘解为

犡＝ （犃
Ｔ犃）－１犃Ｔ犔． （２０）

这里把由式（２０）一次性求出所有未知数的解法称为

整体解．需要指出的是，当飞行高度面上的重力异常

观测量（Δ犵ｐ）存在较大的观测误差时，由其计算得到

的犕个高度面上的重力异常（Δ犵犙
１
，Δ犵犙

２
，…，Δ犵犙犕）

也必然会受到较大的干扰，此时由式（２０）解算得到

的高阶垂向偏导数可能存在较高的不确定性．为了

解决此类问题，本文提出如下分步求解不同阶次垂

向偏导数的数值解法（简称分步法）：以犖＝４为例，

首先按照式（２０）确定一阶和二阶垂向偏导数狓１ 和

狓２，然后把狓１和狓２作为已知量，同时把四阶项影响

视为误差干扰，使用下式计算三阶垂向偏导数：

狓３ ＝
１

犕∑
犕

犻＝１

犾犻－犪犻１狓１－犪犻２狓２
犪犻３

， （２１）

此后，可进一步把狓１、狓２ 和狓３ 作为已知量，使用下

式计算四阶垂向偏导数：

　　狓４ ＝
１

犕∑
犕

犻＝１

犾犻－犪犻１狓１－犪犻２狓２－犪犻３狓３
犪犻４

． （２２）

通过降低未知数解算过程的相关性，以提高解

算结果的稳定性，是上述分步计算高阶垂向偏导数

做法的主要目的，其实际效果将在后面的数值试验

中做进一步的验证．最后将单独由式（２０）或由式

（２０）—（２２）联合计算得到的重力异常垂向偏导数代

入式（１），即完成了航空重力向下延拓解析模型的构

０５７４
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建，依据该模型可实现任意高度差下的向下延拓解

算．但在多大的高度差范围内，相对应的向下延拓解

算结果才是有效的，取决于多方面的影响因素．

由式（１）和（１８）知，航空重力向下延拓计算过程

不仅涉及原始的重力观测量（Δ犵ｐ），还涉及两个不

同层次的过渡计算量即向上延拓计算值（Δ犵狇犻 ）和

重力异常垂向偏导数．可见，向下延拓模型的解算精

度不仅取决于航空重力的观测精度和垂向偏导数的

计算精度，还取决于模型展开式的截断阶数（犖）和

向上延拓值（Δ犵狇犻 ）的计算精度，它们之间相互交叉

影响，具有较强的相关性，因此很难使用传统的精度

估计公式来精确表征上述解算过程的误差传播规

律．实际上，除了数据观测误差、过渡量计算误差和

模型截断误差以外，在向下延拓模型中还隐含一个

与计算区域重力场变化特征相关的代表误差因素的

影响，因为我们知道，泰勒级数展开式是以展开点处

的各阶偏导数为基础建立起来的，计算点距离展开

点越远，重力场变化特征越显著，各阶偏导数的代表

误差就越大，展开式的计算误差也就越大．由此可

见，上述向下延拓模型的有效性不仅取决于重力数

据观测精度水平的高低，还取决于计算区域重力场

变化的剧烈程度，两个方面的因素都直接影响该延

拓模型的适用高度．

为了进一步了解和掌握向下延拓模型的适用性与

垂向偏导数解算精度和向下延拓有效高度之间的制约

关系，这里参照前面建立误差限差方程式（１６）和（１７）

时的研究思路，同样将对应于式（１）的向下延拓解析

模型的单项误差限定为０．５ｍＧａｌ，用公式形式表示为

　　
１

犼！
Δ犺犼狇犻狆 Δ狓犼 ≤０．５　（犼＝１，…，犖）， （２３）

式中，Δ狓犼 代表偏导数狓犼 ＝
犼Δ犵ｐ

犺犼
的误差量．式

（２３）与式（１６）和（１７）的区别主要体现为：前者限制

的是偏导数的综合计算误差（含代表误差），后者限制

的则是偏导数自身的大小．同样，可由式（２３）分别确

定在不同延拓高度差条件下，满足单项误差限差要求

的不同阶次偏导数综合计算精度指标．对应于５个不

同延拓高度差的具体计算结果如表２所示．表中数据

所体现的不同参数之间的制约关系，可为我们选择合

适的向下延拓模型和延拓高度提供量化的参考依据．

表２　误差限差允许下的重力异常垂向导数

综合计算精度要求

犜犪犫犾犲２　犚犪狀犵犲狊狅犳犮狅犿狆狌狋犪狋犻狅狀犪犮犮狌狉犪犮狔狅犳

狏犲狉狋犻犮犪犾犱犲狉犻狏犪狋犻狏犲狊狌狀犱犲狉犪犾犾狅狑犪犫犾犲犲狉狉狅狉

高度差

（ｋｍ）
Δ狓１

（ｍＧａｌ·ｋｍ－１）
Δ狓２

（ｍＧａｌ·ｋｍ－２）
Δ狓３

（ｍＧａｌ·ｋｍ－３）
Δ狓４

（ｍＧａｌ·ｋｍ－４）

１ ０．５ １．０ ３．０ １２．０

２ ０．２５ ０．２５ ０．３７５ ０．７５

３ ０．１６６６７ ０．１１１１１ ０．１１１１１ ０．１４８１５

４ ０．１２５ ０．０６２５ ０．０４６８７ ０．０４６８７

５ ０．１ ０．０４ ０．０２４ ０．０１９２

２　数值计算检验与分析

２．１　试验方案设计

为了检验前面提出的两种向下延拓模型的解算

效果，这里采用超高阶位模型作为标准场开展数值

计算检验及分析比较研究．以美国本土西部一个３°×

３°区块（φ：３７°Ｎ—４０°Ｎ；λ：２４８°Ｅ—２５１°Ｅ）作为试验

区，选用 ＥＧＭ２００８位模型模拟产生不同高度面

２′×２′网格重力异常及其垂向偏导数的“真值”．选

择美国本土作为试验区，是考虑到ＥＧＭ２００８位模

型在美国地区具有更高的逼近度（章传银等，２００９；

Ｐａｖｌｉｓｅｔａｌ．，２０１２）．该区块属于地形变化比较剧烈的

大山区，试验效果具有一定的代表性．由ＥＧＭ２００８位

模型计算空中网格重力异常的公式为（Ｈｅｉｓｋａｎｅｎ

ａｎｄＭｏｒｉｔｚ，１９６７）

Δ犵（狉，φ，λ）＝
犌犕

犚２∑
!

狀＝２

（狀－１）
犚（ ）狉

狀＋２

∑
狀

犿＝０

珚犆

狀犿ｃｏｓ犿λ＋珚犛狀犿ｓｉｎ犿（ ）λ珚犘狀犿（ｓｉｎφ［ ］｛ ｝） ， （２４）

式中，犌犕 为地球引力常数，犚为地球椭球平均半

径，狉＝犚＋犺，犺为计算点高度．珚犘狀犿（ｓｉｎφ）为完全

规格化缔合勒让德函数，珚犆
狀犿
和珚犛狀犿 为完全规格化

位系数．连续对式（２４）求狉的偏导数，可得到不同阶

次的垂向偏导数计算模型．

这里取犚＝６３７１ｋｍ，犺犻＝犻ｋｍ（犻＝０，１，…，

１０），使用ＥＧＭ２００８模型（以３６０阶次作为参考场）

分别计算１１个对应于狉犻＝犚＋犺犻球面上的２′×２′

网格重力异常“真值”Δ犵犻（ｔｒｕ），同时计算５ｋｍ高度

面（狉５＝犚＋犺５）上的垂向偏导数．表３列出了４个不

同高度面上的ＥＧＭ２００８位模型（３６１～２１６０阶次）

残差重力异常的统计结果，表４列出了５ｋｍ高度面

垂向偏导数计算值的统计结果．本文采用的试验方

案具体设计为：以５ｋｍ高度面作为航空重力测量

１５７４
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的观测面，即假设Δ犵５（ｔｒｕ）是已知的观测量，依次采

用不同的向下延拓模型，由Δ犵５（ｔｒｕ）分别计算４ｋｍ、

３ｋｍ、２ｋｍ、１ｋｍ 和０ｋｍ 高度面上的重力异常

（Δ犵
ｄ狀

４
（ｃａｌ）、Δ犵

ｄ狀

３
（ｃａｌ）、Δ犵

ｄ狀

２
（ｃａｌ）、Δ犵

ｄ狀

１
（ｃａｌ）、Δ犵

ｄ狀

０
（ｃａｌ）），

将计算值与相对应的“真值”Δ犵犻（ｔｒｕ）（犻＝０，…，４）

作比较，从而获得对应延拓模型解算精度的评估参数．

表３　不同高度面位模型残差重力异常统计结果

（单位：１０－５犿·狊－２）

犜犪犫犾犲３　犚犲狊犻犱狌犪犾犪狀狅犿犪犾犻犲狊犳狉狅犿犈犌犕２００８

狅狀犱犻犳犳犲狉犲狀狋犳犾狔犻狀犵犪犾狋犻狋狌犱犲狊（狌狀犻狋：１０
－５犿·狊－２）

高度（ｋｍ） 最小值 最大值 平均值 均方根

０ －１０７．０９ １８９．１９ －０．４４ ３４．２８

１ －８８．２２ １６２．０５ －０．３９ ３０．２６

３ －６８．３４ １２０．３３ －０．３３ ２４．０７

５ －５５．２２ ９０．６６ －０．２８ １９．５６

表４　５犽犿高度面垂向偏导数统计结果

犜犪犫犾犲４　犞犲狉狋犻犮犪犾犱犲狉犻狏犪狋犻狏犲狊狅犳犪狀狅犿犪犾犻犲狊

犳狉狅犿犈犌犕２００８狅狀５犽犿犪犾狋犻狋狌犱犲狊犾犲狏犲犾

偏导数 最小值 最大值 平均值 均方根

一阶（ｍＧａｌ·ｋｍ－１）－３．４５９８５ ２．０９４８９ ０．００５８９ ０．９４２３８

二阶（ｍＧａｌ·ｋｍ－２）－０．２８７４５ ０．４９３９６ ０．０００４９ ０．０９９６６

三阶（ｍＧａｌ·ｋｍ－３）－０．０８５６６ ０．０４１９６ －０．０００２２ ０．０１４４９

四阶（ｍＧａｌ·ｋｍ－４）－０．０１１１９ ０．０１８３３ ０．００００６ ０．００２８７

２．２　点对点解析模型计算检验

为了检验点对点延拓模型解式（６）的计算效果，首

先使用向上延拓积分式（７），由Δ犵５（ｔｒｕ）分别计算６ｋｍ、

７ｋｍ、８ｋｍ、９ｋｍ和１０ｋｍ高度面上的重力异常

（Δ犵
ｕｐ
６
（ｃａｌ）、Δ犵

ｕｐ
７
（ｃａｌ）、Δ犵

ｕｐ
８
（ｃａｌ）、Δ犵

ｕｐ
９
（ｃａｌ）、Δ犵

ｕｐ
１０
（ｃａｌ）），

求计算值与相对应“真值”Δ犵犻（ｔｒｕ）（犻＝６，…，１０）

的互差，可得到向上延拓计算模型的精度评价，具体

结果见表５．其中，积分半径统一取为ψ０＝３０′．为了

减小积分边缘效应对评估结果的影响，计算区域边

缘３０′范围内的数据不参加对比分析，这个区域的数

据也不再参加下一步的向下延拓计算检验（下同）．

表５　向上延拓模型计算精度检核（单位：１０－５犿·狊－２）

犜犪犫犾犲５　犃犮犮狌狉犪犮狔狋犲狊狋狅犳狌狆狑犪狉犱犮狅狀狋犻狀狌犪狋犻狅狀犿狅犱犲犾

（犝犆犕）狅狀犱犻犳犳犲狉犲狀狋犪犾狋犻狋狌犱犲（狌狀犻狋：１０－５犿·狊－２）

高度（ｋｍ） 最小值 最大值 平均值 均方根

６ －０．２７ ０．２８ －０．０１ ０．１０

７ －０．２１ ０．２３ －０．０１ ０．０８

８ －０．１７ ０．１９ －０．０１ ０．０７

９ －０．１４ ０．１６ －０．０１ ０．０５

１０ －０．１２ ０．１３ －０．００ ０．０４

　　由表５结果看出，当观测数据不存在噪声干扰

时，向上延拓模型计算结果可以达到很高的精度水

平，即使是１ｋｍ的延拓高度差，计算误差也不超过

０．３ｍＧａｌ．分别将前面计算得到的６个高度面的向

上延拓重力异常（Δ犵
ｕｐ
犻 （ｃａｌ））和飞行高度面上的观

测重力异常Δ犵５（ｔｒｕ）代入向下延拓计算式（６），可

求得相对应延拓高度差下的向下延拓重力异常：

Δ犵
ｄ狀

５－犻
（ｃａｌ）＝２Δ犵５（ｔｒｕ）－Δ犵

ｕｐ
５＋犻（ｃａｌ） （２５）

　　求上述计算值Δ犵
ｄ狀
５－犻（ｃａｌ）（犻＝１，…，５）相对应

“真值”Δ犵犻（ｔｒｕ）的互差，可得到向下延拓计算式

（６）的精度评价，具体结果见表６．

表６　点对点向下延拓模型计算精度检核

（单位：１０－５犿·狊－２）

犜犪犫犾犲６　犃犮犮狌狉犪犮狔狅犳狆狅犻狀狋狋狅狆狅犻狀狋犱狅狑狀狑犪狉犱

犮狅狀狋犻狀狌犪狋犻狅狀犿狅犱犲犾（犇犆犕）狅狀犱犻犳犳犲狉犲狀狋犪犾狋犻狋狌犱犲狊

（狌狀犻狋：１０－５犿·狊－２）

高度差（ｋｍ） 最小值 最大值 平均值 均方根

１ －０．３４ ０．２８ －０．０１ ０．１０

２ －１．８６ １．０１ －０．０１ ０．３６

３ －４．４５ ２．５０ －０．０１ ０．８８

４ －８．１９ ４．６１ －０．０１ １．６１

５ －１３．２１ ７．４０ －０．０２ ２．５９

　　表６中延拓高度差为犻ｋｍ对应于计算面的高

度为（５－犻）ｋｍ．由表６结果看出，虽然向上延拓模

型的计算误差随计算高度的增大而减小，但点对点

向下延拓模型的计算精度随延拓高度差的增大而降

低，说明向下延拓模型的截断误差对延拓计算结果

有较大影响．只有当延拓高度差小于３ｋｍ时，该模

型的计算精度才优于１ｍＧａｌ．对比表１和表４计算

结果可以看出，就本试验数据源所对应的重力场变

化特征而言，如果以０．５ｍＧａｌ作为单项误差限定

值，那么在表１所列的所有延拓高度差范围内，都可

以略去四阶垂向偏导数项的影响，但只能在２ｋｍ

高度差内略去二阶垂向偏导数项的影响．如果单项

误差限定值放宽到１ｍＧａｌ，那么可略去二阶垂向偏

导数影响项的高度差也可相应增大到３ｋｍ．不难看

出，上述分析结论与表６的计算检核结果完全吻合．

为了进一步考察数据观测噪声对向下延拓计算

结果的影响，这里人为在模拟观测量Δ犵５（ｔｒｕ）中分

别加入±１ｍＧａｌ、±３ｍＧａｌ和±５ｍＧａｌ的白噪声，

对应生成三组带噪声的观测量，并重复前面的计算

和比对检核过程．上述误差量值与当前国内外航空

重力测量的精度水平基本相当（Ａｌｂｅｒｔｓ，２００９；孙中
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苗等，２０１３；欧阳永忠等，２０１３），因此其检验结论具

有实用意义．加入观测噪声后，与表５相对应的向上

延拓模型计算精度检核结果（这里只列出互差均方

根值（ｒｍｓ），下同）如表７所示，与表６相对应的向

下延拓模型计算精度检核结果如表８所示．

表７　噪声影响下的向上延拓误差均方根值

（单位：１０－５犿·狊－２）

犜犪犫犾犲７　犃犮犮狌狉犪犮狔（狉犿狊）狅犳犝犆犕狑犻狋犺狀狅犻狊狔犱犪狋犪

（狌狀犻狋：１０－５犿·狊－２）

高度（ｋｍ） ６ ７ ８ ９ １０

噪声＝１ｍＧａｌ ０．２６ ０．２１ ０．１７ ０．１４ ０．１２

噪声＝３ｍＧａｌ ０．７０ ０．５６ ０．４５ ０．３７ ０．３１

噪声＝５ｍＧａｌ １．１８ ０．９５ ０．７８ ０．６５ ０．５４

表８　噪声影响下的点对点向下延拓误差

均方根值（单位：１０－５犿·狊－２）

犜犪犫犾犲８　犃犮犮狌狉犪犮狔（狉犿狊）狅犳狆狅犻狀狋狋狅狆狅犻狀狋

犇犆犕狑犻狋犺狀狅犻狊狔犱犪狋犪（狌狀犻狋：１０
－５犿·狊－２）

高度差（ｋｍ） １ ２ ３ ４ ５

噪声＝１ｍＧａｌ ０．２５ ０．４１ ０．８９ １．６１ ２．５８

噪声＝３ｍＧａｌ ０．７０ ０．６７ １．００ １．６７ ２．６２

噪声＝５ｍＧａｌ １．１６ ０．９７ １．１０ １．６６ ２．５８

　　对比表５和表７数值结果可以看出，数据观测

噪声对向上延拓计算结果的影响很小，几乎不改变

计算参数的变化形态，说明向上延拓模型作为低通

滤波器的作用相当明显．进一步对比表６和表８结

果可以看出，得益于向上延拓模型抑制高频噪声的

优良特性，点对点向下延拓模型计算结果也几乎不

受数据观测噪声的影响，在延拓高度差小于３ｋｍ

的高度内，仍可获得１ｍＧａｌ左右的计算精度．

２．３　最小二乘解析模型计算检验

下面重点讨论基于公式（２０）整体解的模型检验

问题．考虑到最小二乘解析模型对输入数据的特殊

要求，首先在５ｋｍ飞行高度面的上方，以０．５ｋｍ

的间隔选取２０个计算高度面（即计算高度延伸到

１５ｋｍ），使用向上延拓积分式（７），由Δ犵５（ｔｒｕ）分别

计算对应于上述 ２０ 个高度面上的 重 力 异 常

（Δ犵
ｕｐ
５＋犻
（ｃａｌ），犻＝１，…，２０；前期已经计算过的高度

面不再计算）．以每一个２′×２′网格点作为计算单

元，将前面计算得到的同一点但在不同面上的２０个

重力异常值代入式（２０），解算得到相对应的重力异

常垂向偏导数，并将其代入式（１），进一步依据设定

的延拓高度差（与前面的试验取值相同）即可求得想

要的向下延拓值．求上述计算值与相对应“真值”的

互差，可得到最小二乘解析延拓模型的精度评价．由

于选用不同数量的观测数据（向上延拓计算值是一

种过渡性的观测量）和不同阶次的垂向偏导数，都会

对向下延拓模型解算结果产生一定的影响，故需要

做必要的对比试验和分析，以选择合适的模型计算

参数．我们对试算初步结果作分析后发现，总体而

言，模型解算精度随使用观测数据数量的增多而逐

步提高，但观测数据达到一定数量后，模型解算结果

趋于稳定．其中，模型阶数取的越低，解算结果趋于

稳定所要求的数据量越少，当模型阶数取为犖＝１

和犖＝２时，使用５．５ｋｍ至１０ｋｍ高度段内的１０

个观测数据即可达到解算结果稳定要求．当模型阶

数取为犖＝３和犖＝４时，模型解算结果的变化规

律则略有不同，需要区别对待．因向上延拓高度越

低，相对应的向上延拓数据计算精度也越低，故较高

阶次的向下延拓模型对向上延拓高度较低的“观测”

数据具有更高的敏感度，此时如果加入这一部分观

测数据反而会在一定程度上降低向下延拓模型的解

算精度．为此，在构建犖＝３和犖＝４的向下延拓模

型时，我们对原有２０个高度面的观测数据进行了缩

减，最后只保留７ｋｍ至１４ｋｍ高度段内的１５组观

测数据参加重力异常垂向偏导数解算．这里依次取

垂向偏导数最高阶次为：犖＝１，２，３，４，分别解算得

到４组相对应的向下延拓模型解．４组模型解所对

应的向下延拓计算精度检核结果如表９所示．

表９　最小二乘解析模型误差均方根（单位：１０－５犿·狊－２）

犜犪犫犾犲９　犃犮犮狌狉犪犮狔狅犳犾犲犪狊狋狊狇狌犪狉犲狊犇犆犕

狅狀犱犻犳犳犲狉犲狀狋犪犾狋犻狋狌犱犲狊（狌狀犻狋：１０－５犿·狊－２）

高度差（ｋｍ） １ ２ ３ ４ ５

犖＝１ ０．２１ ０．５４ １．００ １．６２ ２．４１

犖＝２ ０．０７ ０．１６ ０．３０ ０．５０ ０．８０

犖＝３ ０．０６ ０．１４ ０．２６ ０．４２ ０．６５

犖＝４ ０．０７ ０．１８ ０．３３ ０．５６ ０．８７

　　由表９结果看出，最小二乘解析延拓模型的计

算精度随垂向偏导数最高阶次取值的增大而逐步提

高，但当最高阶次增大到犖＝４时，计算精度反而有

所下降，这个结果一方面说明增加高阶项对提高解

析延拓模型的计算精度具有重要作用，另一方面也

说明增加高阶项越多，对数据观测质量的要求也越

高．就本试验数据源而言，尽管形式上我们使用了

２′×２′分辨率的数据，但由于ＥＧＭ２００８模型的最高

阶次为２１６０，对应的数据分辨率只有５′×５′，故实

际使用的数据分辨率远达不到试验设计的要求．表
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９结果说明，使用这样的数据源只能有效确定三阶

及以下的垂向偏导数，三阶以上高阶项解算结果的

可靠性无法得到保证，因为现有数据源包含的有限

的高频成分不足以分离出三阶以上高阶项信息．实

际上，对比表２和表４结果不难看出，本试验数据源

四阶偏导数自身的量值已经远远小于计算误差限差

的要求，故舍去四阶及以上高阶项的影响应当在情

理之中．对比表６和表９结果还可以看出，在４ｋｍ

高度差以内，点对点解析延拓模型的计算精度要略

优于一阶最小二乘解析模型，这个结果与前面的分

析结论即通常使用的一阶梯度解模型只是点对点解

析延拓模型的主项是相吻合的．

采用类似于点对点解析延拓模型的检验思

路，在模拟观测量Δ犵５（ｔｒｕ）中分别加入±１ｍＧａｌ、

±３ｍＧａｌ和±５ｍＧａｌ的白噪声，然后重复前面的计

算和比对检核过程．加入观测噪声后，与表９相对应

的向下延拓模型计算精度检核结果如表１０所示．表

１１则有选择地列出了当犖＝４时，观测噪声分别取

为０ｍＧａｌ、１ｍＧａｌ、３ｍＧａｌ和５ｍＧａｌ四种情形下

的不同阶次垂向偏导数计算精度检核结果（计算值

与表４真值互差均方根值）．

表１０　噪声影响下的最小二乘解析模型误差均方根值

（单位：１０－５犿·狊－２）

犜犪犫犾犲１０　犃犮犮狌狉犪犮狔（狉犿狊）狅犳犾犲犪狊狋狊狇狌犪狉犲狊犇犆犕

狑犻狋犺狀狅犻狊狔犱犪狋犪（狌狀犻狋：１０
－５犿·狊－２）

高度差（ｋｍ） １ ２ ３ ４ ５

噪声＝１ｍＧａｌ

犖＝１ ０．２２ ０．５５ １．０１ １．６２ ２．４１

犖＝２ ０．１１ ０．２７ ０．４８ ０．７８ １．１８

犖＝３ ０．１０ ０．２５ ０．４５ ０．７１ １．０５

犖＝４ ０．１８ ０．４７ ０．８９ １．４９ ２．３１

噪声＝３ｍＧａｌ

犖＝１ ０．２５ ０．５９ １．０７ １．６９ ２．４９

犖＝２ ０．１９ ０．４４ ０．７６ １．１６ １．６９

犖＝３ ０．２８ ０．６６ １．１７ １．８３ ２．６４

犖＝４ ０．４８ １．２６ ２．４１ ４．０４ ６．２５

噪声＝５ｍＧａｌ

犖＝１ ０．２７ ０．６３ １．０９ １．７０ ２．４８

犖＝２ ０．２３ ０．５１ ０．８５ １．２８ １．８２

犖＝３ ０．４８ １．１４ ２．００ ３．１０ ４．４５

犖＝４ ０．８２ ２．１４ ４．１０ ６．８５ １０．５９

　　由表１０结果看出，观测噪声对解析延拓模型计

算精度的影响随垂向偏导数阶数的增高而加大，观

测噪声越大，其影响随阶数增大的趋势更加明显．这

一结果说明，随着观测噪声的增大，观测数据所对应

的信噪比发生了显著的变化，观测噪声的量值已经

表１１　不同阶次垂向偏导数计算精度检核

犜犪犫犾犲１１　犃犮犮狌狉犪犮狔（狉犿狊）狅犳狏犲狉狋犻犮犪犾犱犲狉犻狏犪狋犻狏犲狊

狅犳犱犻犳犳犲狉犲狀狋狅狉犱犲狉狊

偏导数
一阶

（ｍＧａｌ·ｋｍ－１）

二阶

（ｍＧａｌ·ｋｍ－２）

三阶

（ｍＧａｌ·ｋｍ－３）

四阶

（ｍＧａｌ·ｋｍ－４）

噪声＝

０ｍＧａｌ
０．０５１０６ ０．０２９９３ ０．００９８６ ０．００２２３

噪声＝

１ｍＧａｌ
０．１３５９９ ０．０７９６９ ０．０２５７５ ０．００４２０

噪声＝

３ｍＧａｌ
０．３６２７１ ０．２１６０３ ０．０７０２９ ０．０１０７７

噪声＝

５ｍＧａｌ
０．６２２１４ ０．３６５３０ ０．１１７８９ ０．０１７７８

足以淹没掉有用的高频观测信息，因此，无法准确分

离出所要求的高阶偏导数．就本试验数据源的变化

特征而言，只有当数据观测噪声小于１ｍＧａｌ时，选

用最高阶次犖＝３的解析延拓模型才是有效的，否

则，应当选择最高阶次犖＝２的解析延拓模型．从表

１０不难看出，较低阶次的解析延拓模型对观测噪声

和计算高度差大小的敏感度都远低于较高阶次的模

型，前者比后者具有更加稳定的模型解算精度．考虑

到航空重力测量数据不可避免会受到观测噪声的干

扰，其影响量值可达１～５ｍＧａｌ的水平，因此在实际

应用中，优先选用犖＝２的解析延拓模型是比较稳

妥的．此外，对比分析表１１和表２，同时联系对比表

９和表１０中对应于犖＝４的计算统计结果，不难看

出，除了四阶偏导数由于自身量值过小，比对结果失

去参考意义以外，其他三个阶次偏导数的计算结果

基本反映了表２所列的误差限差、延拓高度差与偏

导数计算精度要求之间的制约关系．

为了检验联合使用式（２０）—（２２）分步求解高阶

重力垂向偏导数的实际效果及其对向下延拓模型计

算精度的影响，本文在使用式（２０）解算得到一阶和

二阶垂向偏导数基础上，进一步使用式（２１）和（２２）

分别计算三阶和四阶偏导数，并按照同样的方式完

成垂向偏导数计算精度和向下延拓计算效果的检

核．表１２和表１３分别列出了与表１０和表１１相对

应的分步法数值检验结果，因两种解算方法在选用

一阶和二阶偏导数时不存在差异，故表１２只列出

犖＝３和犖＝４情形下的比对结果．表１３则是犖＝

４、观测噪声分别取１ｍＧａｌ、３ｍＧａｌ和５ｍＧａｌ三种

情形下的不同阶次垂向偏导数计算精度检核结果．

对比表１０和表１２可以看出，只有观测噪声取

１ｍＧａｌ、犖＝３一种情形，最小二乘整体解的计算精

度略优于分步法，其他情形后者都一致优于前者，观

测噪声越大，后者的优势更为明显．就本算例而言，
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表１２　带噪声的分步最小二乘解析模型误差

均方根值（单位：１０－５犿·狊－２）

犜犪犫犾犲１２　犃犮犮狌狉犪犮狔狅犳狊狋犲狆犫狔狊狋犲狆犾犲犪狊狋狊狇狌犪狉犲狊犇犆犕

狑犻狋犺狀狅犻狊狔犱犪狋犪（狌狀犻狋：１０
－５犿·狊－２）

高度差（ｋｍ） １ ２ ３ ４ ５

噪声＝１ｍＧａｌ
犖＝３ ０．１０ ０．２９ ０．６３ １．１８ ２．０２

犖＝４ ０．１０ ０．２９ ０．６２ １．１８ ２．０１

噪声＝３ｍＧａｌ
犖＝３ ０．１５ ０．３８ ０．７３ １．２８ ２．１１

犖＝４ ０．１５ ０．３８ ０．７３ １．２８ ２．１０

噪声＝５ｍＧａｌ
犖＝３ ０．２２ ０．４９ ０．８４ １．３５ ２．１２

犖＝４ ０．２２ ０．４９ ０．８４ １．３５ ２．１１

表１３　对应于分步法的不同阶次垂向偏导数

计算精度检核

犜犪犫犾犲１３　犃犮犮狌狉犪犮狔（狉犿狊）狅犳狏犲狉狋犻犮犪犾犱犲狉犻狏犪狋犻狏犲狊

狅犳犱犻犳犳犲狉犲狀狋狅狉犱犲狉狊犳狉狅犿狊狋犲狆犫狔狊狋犲狆犿犲狋犺狅犱

偏导数
一阶

（ｍＧａｌ·ｋｍ－１）

二阶

（ｍＧａｌ·ｋｍ－２）

三阶

（ｍＧａｌ·ｋｍ－３）

四阶

（ｍＧａｌ·ｋｍ－４）

噪声＝

１ｍＧａｌ
０．０７０８０ ０．０４３８７ ０．０５５７５ ０．００３１１

噪声＝

３ｍＧａｌ
０．１２９４０ ０．０４９４４ ０．０５６８５ ０．００３１１

噪声＝

５ｍＧａｌ
０．２０２４３ ０．０５５０４ ０．０６４６６ ０．００３１４

相比于犖＝２时的最小二乘整体解，尽管通过分步

法将泰勒级数展开式拓展到三阶和四阶，对提高向

下延拓精度并未起到实质性的作用，但表１０和表

１２对比结果已经证明，分步解算方法具有抑制噪声

干扰、提升计算稳定性的作用是显而易见的．这一点

从表１１和表１３计算结果的对比中也能得到验证．

在延拓模型中增加三阶和四阶项影响之所以对计算

精度没有改善效果，还是因为本算例中的三阶和四

阶偏导数量值过小，其计算误差已经超过或接近偏

导数自身的大小（具体见表４和表１３所列的数值结

果），因此，即使采用分步解算方法也无法准确分离

出所要求的高阶偏导数．当实际重力观测场的变化

特征比较明显，且又包含较大的观测误差时，可期待

分步解算法能够给出理想的向下延拓计算结果．

３　结论

基于位场向上延拓解算过程稳定可靠的优良特

性，本文提出了借助向上延拓信息实现航空重力向

下延拓稳定解算的两种方法，分别建立了点对点向

下解析延拓模型和最小二乘向下解析延拓模型．通

过前面的理论分析和数值计算检验，可得出以下基

本结论：

（１）利用泰勒级数展开模型，将位场向下延拓

解算过程转换为向上延拓计算和垂向偏导数解算两

个步骤，可有效抑制数据观测噪声对解算结果的干

扰，较好地解决了向下延拓解算固有的不适定性问

题，具有较高的实用性．

（２）点对点向下解析延拓模型解算过程简单易

行，计算精度优于传统的一阶梯度解模型，特别适用

于高度差小于２ｋｍ的低空向下延拓问题解算，对

应解算精度优于１ｍＧａｌ．

（３）最小二乘向下解析延拓模型虽然解算过程

略显复杂，但计算精度更高，适用范围更广．在存在

观测噪声干扰条件下，适宜选用顾及二阶偏导数的

向下解析延拓模型，当观测噪声为３ｍＧａｌ时，对应

于４ｋｍ高度差的向下延拓计算精度可达１ｍＧａｌ．

当实际重力观测场的变化特征比较明显，且又包含

较大的观测误差时，可考虑采用分步法计算高阶次

垂向偏导数，以提高解算过程的稳定性．

（４）在实际应用中，为了减小积分计算边缘效

应的影响，同时解决因数据观测区域不规则或存在

空白区引起的数据填充问题，建议采用超高阶位模

型（如ＥＧＭ２００８）作为参考场，以位模型延拓改正数

作为向下延拓解算的初始解（黄谟涛等，２０１４），以航

空观测重力异常余差作为观测量，按照本文提出的

计算步骤求解向下延拓问题的精确解．
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