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生物、工程及交叉力学

一种考虑液相惯性的一维准静力固结模型
1)

丁洲祥 2)

(北京交通大学土木建筑工程学院，北京 100044)

摘要 经典 Terzaghi一维固结理论不考虑孔隙流体惯性影响，且该理论在不同时期模型推导和表述结果差别较

大，导致当前仍存在诸多困惑甚至认识混乱的现象.在笔者前期研究大变形动力固结理论框架内，忽略固相惯

性而重点考虑液相惯性影响，经过合理简化建立反映孔隙流体惯性的一维小变形固结波动模型.该固结波模型

具有频散和耗散特性. 采用分离变量法，可得到单面排水和瞬时加载条件下无量纲形式固结波解析解答.算例

分析结果表明：固结波发展规律受无量纲数 Dc变化影响而呈现不同性态；Dc数值较大时固结波响应会出现阶

跃和正负波动现象；当 Dc值较小时，可能出现Mandel-Cryer效应等特殊现象.通过对早期和后期 Terzaghi固结

模型的分析和对比，初步探明 Terzaghi固结理论模型内部的矛盾性，在普通土体坐标和固相体积坐标两种不同

解读条件下，早期 Terzaghi (1923,1925)模型可以分别诠释为具有小变形和大变形属性的不同固结模型.在经典

一维固结理论模型的不同诠释背景下，固结波模型也可以据此作出相应拓展和表述.固结波理论揭示缩尺固结

试验中土体物理力学参数与固结波响应两种因素之间存在一种不确定性矛盾，据此建议微观土力学研究重视尺

度效应.固结波模型的意义还在于，可为 Terzaghi经典固结模型理论精度分析提供新的依据.
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ONE-DIMENSIONAL QUASI-STATIC CONSOLIDATION MODEL CONSIDERING

INERTIA OF FLUID PHASE 1)

Ding Zhouxiang2)

(School of Civil Engineering，Beijing Jiaotong University，Beijing100044，China)

Abstract Terzaghi’s one-dimensional classic consolidation theory ignores inertia of pore water in saturated soils, and

has outstanding differences in its derivation and formulation during various publication periods. This leads to a strange

phenomenon that considerable misunderstandings and confusion of it still prevail in the current literature. Within the pre-

vious framework of large strain dynamic consolidation theory, a one-dimensional infinitesimal strain consolidation wave

model is obtained to consider the effect of inertia of pore water with necessary simplification and hypotheses. The present

consolidation wave model is characterized by velocity dispersion and dissipative attenuation. The method of separation of

variables is used to obtain an analytical solution for a consolidation wave model under the condition of one-way drainage

and instantaneous loading. A numerical case study shows that behaviors of consolidation wave are actually controlled

by the value of a dimensionless numberDc. For cases of higher values ofDc, jump and fluctuation of dimensionless

excess pore water pressure between positive and negative values are prone to occur, in contrast with the cases of lower

2018–03–05收稿，2018–06–22录用, 2018–06–26网络版发表.

1)国家自然科学基金资助项目 (51278028, 41172221, 50708077).

2)丁洲祥，副教授，主要研究方向：固结理论与工程应用. E-mail：dingzhouxiang@163.com

引用格式：丁洲祥.一种考虑液相惯性的一维准静力固结模型.力学学报, 2018, 50(4): 908-928

Ding Zhouxiang. One-dimensional quasi-static consolidation model considering inertia of fluid phase.Chinese Journal of Theoretical

and Applied Mechanics, 2018, 50(4): 908-928



第 4 期 丁洲祥：一种考虑液相惯性的一维准静力固结模型 909

values ofDc that result into special phenomena including the Mandel-Cryer effect observed in laboratory tests. The

inherent ambiguities about Terzaghi’s classic theory models proposed in the early stage and the later stage respectively

are investigated to draw a conclusion that the early Terzaghi’s (1923,1925) consolidation model can be interpreted as a

large strain model with respect to the general soil coordinates contrasted with an infinitesimal strain model with respect

to the solid-phase volume coordinates. Accordingly, the present consolidation wave model can be extended to various

formulations based on the corresponding coordinate properties. Consolidation wave theory is of significance to probe into

an innovative uncertainty principle which shows that for scale model testing, the observed consolidation wave response

of undisturbed soil samples cannot equal the response of the same soil in practical conditions. Therefore, it is advisable to

pay attention to the size effect of soil samples in consolidation study from the perspective of microscopic soil mechanics.

The theoretical precision of evaluated excess pore water pressure by classic Terzaghi’s consolidation model varies with

the value of dimensionless quantityDc, which is a vital parameter in the proposed consolidation wave theory.

Key words consolidation wave, inertia of pore water，consolidation, Terzaghi’s one-dimensional consolidation theory,

Mandel-Cryer effect, jump phenomenon

引 言

西方学者 [1-2] 通常将土力学诞生的标志归于

Terzaghi著作 [3]——其中提出了经典 (一维)固结理

论.但固结理论的发展经历并不平凡，以至于当前仍

存在一些困惑，这主要表现为 2个方面：(1)经典固

结模型是否具有大变形属性；(2)模型是否需要考虑

液相惯性.

首先，对经典固结理论变形属性的研究进行概

述. Terzaghi[3] 于 1925年提出的固结方程为

c
∂2w
∂z2

=
∂w
∂t

(1)

式中，c = k/a，k 表示渗透系数，a 是所谓压缩系

数 (“a sei die verdichtungsziffer genannt.”)，w是超静孔

压，z是竖向坐标，t 是时间. Poskitt[4] 认为 Terzaghi

在早期论文中使用厘米 · 克 · 秒单位制，并令水重
度 γw = 1；de Boer等 [5] 还将 Terzaghi固结理论追溯

到 1923和 1924年的 2篇德语文章.这些研究 [4-5]还

认为，Terzaghi在早期表述固结理论时，使用了简化

Lagrangian坐标系统和简化水力传导系数 kx，并假定

kx 与真实水力传导系数 k都是常数，由此得到小应

变线性固结理论，但隐含孔隙比 e不变即没有固结

发生的矛盾. 这一矛盾贯穿在传统小应变理论范畴

内，只能通过考虑几何非线性的大变形固结理论，

如 Gibson等理论 [6]，才能解决 [4] .

令人惊讶的是，Znidarcic和 Schiffman[7] 提出：

Terzaghi(1923)以德语发表的固结理论

kr

av

∂2u
∂z2

=
∂u
∂t

(2)

其实是线性有限应变 (大变形)固结理论，而非普遍

认为的小变形理论.式 (2)中，u是超静孔压，z是物

质坐标系统，av 是压缩系数，kr 是物质坐标系统简

化渗透系数，且 kr = k/ (1 + e)，k是常用渗透系数，e

是孔隙比.在忽略材料自重，假定 kr, av 和总应力增

量 ∆σ为常数的条件下，Gibson等 [6] 大变形固结理

论就退化为

kr

γwav

∂2u
∂z2

=
∂u
∂t

(3)

于是，当忽略水重度 γw 时，式 (3) 精准地等价于

Terzaghi(1923)模型 [7]，由此表明式 (2)是线性有限应

变模型. Znidarcic和 Schiffman[7] 调研结果还表明：

(1) Terzaghi于 1931年及之前关于固结理论的所有文

章，都使用方程式 (3)的阐述；(2) Terzaghi和 Frohlich

(1936)将之前坐标系统改变为 Lagrangian系统，这就

导致 Terzaghi原始有限应变理论简化为无限小应变

(即小变形)理论，即 [7]

k (1 + e)
γwav

∂2u
∂a2

=
∂u
∂t

(4)

式中，a是物质点的 Lagrangian (初始)构形 [8] .式 (4)

是 Terzaghi固结理论的惯用表达式 [6-7].

Znidarcic和 Schiffman在针对文献 [7] 讨论稿 [8]

答复中，补充了控制方程 [8]

∂

∂z

[
k

γw (1 + e)
∂u
∂z

]
+
∂e
∂t

= 0 (5)

认为式 (5)就是 Terzaghi(1923)原始表述结果，并且

也是Gibson等大应变理论 [6]的 3种表述方法之一，
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其中 z定义为表示土体中固相高度的物质坐标. Lee

和 Szalwinski[8]对文献 [7]这一观点表示质疑——鉴

于实践上人们用的是 Terzaghi自 1936年以来的小应

变固结方程，该观点说明理论土力学尚未从倒退中

得到恢复，另外 Terzaghi原始方程可写为

∂

∂

[
kr
∂ (u/γw)
∂z

]
= av

∂u
∂t

(6)

式中，u是超静孔压，γw是孔隙流体密度，av是瞬时

压缩系数，kr是简化渗透系数，kr = k/ (1 + e)，而 k是

土样渗透系数. Lee等 [8] 则认为，由于 Terzaghi利用

初始空间坐标在固定空间域中求解其方程，由此导

致其理论局限于小应变情况.

抛开上述国际上对 Terzaghi(1925)模型是否是大

变形模型的争议，但就对模型小变形属性分歧较少

的 1943年至今 3篇 Terzaghi著作 [9-11]而言，经典固

结理论数学表述结果仍存在较大差异.

具体而言，Terzaghi(1943)固结方程为 [9]

∂u
∂t

= cvc
∂2u
∂z2

(7)

式中，u是超静孔压，z是竖向普通坐标，cvc是固结

系数，定义为

cvc = k/ (γwmvc) = k (1 + e0) / (γwavc) (8)

其中，k是常用渗透系数，mvc是体积减小系数，avc

是压缩系数，e0 是孔隙比初始值. 值得注意的是，

Terzaghi(1943)强调——式 (7)就是 Terzaghi(1923)水

平黏土层固结过程微分方程. Terzaghi等 [10] 后来又

使用体积应变 s替换文献 [9] 中孔隙率 n来推导控

制方程，其结果与式 (7)一样. 但是，最近 Terzaghi

等 [11]又将固结方程表述为

cv
∂2u′

∂z2
=
∂u′

∂t
(9)

式中，u′是不同于以往的超静孔压，固结系数

cv = kv/ (γwmv) = kv (1 + e) / (γwav) (10)

其中，e是固结过程中当前孔隙比.可见，除了超静

孔压内涵发生变化，固结系数定义也不同.

这种不统一的固结系数表述结果，对土力学研

究造成很大影响乃至歧义：在介绍 Terzaghi固结

理论的著作中，文献 [12-19]等使用了式 (8)，而文

献 [20-22]等则采用式 (10).袁大军等 [23]尽管从连续

介质力学角度，解释了式 (8)和式 (10)之间的联系，

但尚未深入研究其根源，即模型的变形属性.

其次，经典固结理论一直存在的另一个关键问

题是：忽视孔隙流体惯性. Terzaghi[9] 援引他人工

作，间接否认孔隙流体惯性对固结的实质影响，却

没有给出具体控制方程并阐明可以忽略惯性的条件.

根据 de Boer等 [5]，Terzaghi这一论断可能源于前期

学术争议，但其影响无疑是深远的.迄今为止，除了

Biot 动力固结理论 [24-26] 外，无论 Biot 静力固结理

论 [27] 还是 Terzaghi理论 [11]，均不考虑孔隙流体惯

性.调研结果还表明，尚未发现经多方验证的充分理

由，可以科学地否定流体惯性对固结研究的意义.

综上所述，本文将结合作者近 20年来在固结

领域的学习体会，主要按数学方程形式，首先讨论

Terzaghi(1943)固结理论的内涵和严格表述，并以考

虑孔隙流体惯性为主要任务，发展提出准静力 (不计

固相惯性)固结范畴内一维固结波动模型，并研究其

解析解答.然后将结合算例，分析固结波与经典固结

理论的联系与区别，探讨固结波模型揭示的阶跃效

应、Mandel-Cryer效应等现象的规律.最后，将探讨

经典理论早期历史和矛盾，并在此背景下展望固结

波模型在土力学发展和学科交叉中的意义.

1 Terzaghi (1943)固结理论模型

1.1 基本假定

Terzaghi采用的基本假定如下 [9]：(1)土体孔隙

完全充满水；(2)土体中水和固相成分均不可压缩；

(3)达西定律严格成立；(4)渗透系数 k是常数；(5)固

结时滞完全出于土体低渗透性. 补充假定有：(1)黏

土侧向受限；(2)对固结过程每个阶段，任意水平剖

面内各点总正应力和有效正应力相等；(3)有效应力

从初始值 p̄0增加到最终值 p̄将使黏土孔隙比由初始

值 e0减小到最终值 e；(4)压缩系数 avc在有效应力

增大范围内是常数.

1.2 固结过程微分方程

1.2.1有效应力方程

对施加超载之前的静力平衡关系，Terzaghi[9] 准

确使用了有效应力方程，即初始有效应力 p̄0等于初

始总应力 p0减去初始孔隙水压力 uw

p̄0 = p0 − uw (11)

但在超载施加后，Terzaghi[9] 却使用了超静孔压

u (初始超静孔压默认为 0)与有效应力增量 (p̄− p̄0)
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之和等于总应力增量 p1 (即超载)的关系

u + p̄− p̄0 = p1 (12)

这与有效应力原理并非严格相符，而隐含着忽略地

下水位变化和土体沉降影响的假设.

对式 (12)中超静孔压 u，求关于时间的偏导数

∂u
∂t

= −∂p̄
∂t

(13)

其中隐含 ∂ (p1 + p̄0) /∂t = 0，即外载不随时间变化.

1.2.2土体骨架本构关系

有效应力 p̄与孔隙率 n之间服从

n0 − n = mvc (p̄− p̄0) (14)

式中，mvc 具有相对初应力状态的起始割线模量含

义，但孔隙率 n令人费解，可能是 n01的笔误.

在式 (14)基础上，得到有效应力 p̄关于时间的

偏导数 (率型骨架本构方程)

∂p̄
∂t

= − 1
mvc

∂n
∂t

(15)

式中，隐含 ∂mvc/∂t = 0假定，或 mvc = mvc (z).

结合方程 (15)和 (13)，有

∂n
∂t

= mvc
∂u
∂t

(16)

Terzaghi将式 (16)应用于厚度 dz的薄层土体

−∂n
∂t

dz = −mvc
∂u
∂t

dz (17)

并赋予 −∂n/∂t 一种物理意义 —— 考察点处单位时

间和单位体积的黏土中挤出的水量，因而，式 (17)就

表示厚度 dz的薄层土体在单位时间和单位薄层面积

上挤出的水量.

1.2.3连续性方程

为将式 (16)或式 (17)中 n反映的变形场和 u反

映的渗流场联系起来，Terzaghi认为，孔隙水溢出速

度 v在向上方向上经过 dz距离的增量应满足

∂v
∂z

dz = −∂n
∂t

dz (18)

其物理意义是：式 (18)等号左端项表示的单位时间

内流出和进入单元土体的水量差，必须等于该式等

号右端项表示的单位时间内挤出单元体的水量.

1.2.4土体液相本构方程：Darcy渗流定律

Terzaghi使用 Darcy定律，将考察点在时刻 t的

溢出速度 v与水力梯度 i和渗透系数 k联系起来

v = ik (19)

式中

i = −∂h/∂z = − (1/γw) ∂u/∂z (20)

1.2.5固结控制方程的导出

基于上述基本方程，式 (17)左端变形场有关项

就可以采用渗流场相关项，即式 (18)等号左端项，

进行等价替换，最终得到以超静孔压 u为场变量的

固结控制方程式 (7)及其固结系数定义式 (8).

1.3 对 Terzaghi(1943)模型的再认识

从推导过程来看，Terzaghi (1943)建模关键方程

为连续性方程式 (18)，由此实现渗流场与骨架变形

场耦合. 由于固结问题针对瞬态平衡，连续性方程

的本质是率型的. 不难发现，Terzaghi(1943)使用了

苛刻的假设：(1) 由式 (14) 到式 (15)，只需要满足

∂mvc/∂t = 0，即 mvc = mvc (z)即可，而不必要求 mvc

为常数; (2)隐含 ∂k/∂z = 0假定，即 k = k (t)，而不必

要求 k为常数. 所以，Terzaghi (1943)模型其实一定

程度上可以考虑材料非线性，即式 (8)为

cvc (z, t) = k (t)
/ [
γwmvc (z)

]
(21)

式中，cvc (z, t)是关于时间和空间变量的固结系数.

换言之，Terzaghi推导模型之前的某些假定，其

实不是推导模型的必需条件，而仅是为了简化数学

求解.这一简化的结果是，人们通常认为 Terzaghi理

论中土体特性都是常数，而试验研究却表明：在现

场条件对应的应力范围内固结系数会有相当大的变

化 [28].因此，式 (21)能够在 Terzaghi理论框架内，部

分反映土体变化的影响.修正 Terzaghi模型 [9] 的进

展还包括：Yin和 Graham[29]将弹黏塑性本构引入固

结理论，并采用差分法进行求解；Liu 和 Griffiths[30]

考虑总应力随时间和埋深变化，采用 Laplace变换得

到解析解；Verruijt[31] 考虑可含气泡液相压缩性，据

此改进连续性方程；Chai和 Zhou[32] 基于固结过程

中土体渗透性和体积压缩性空间和时间变化，提出

一种折减固结系数及固结度算法，但没讨论这种折

减方法与 Terzaghi模型之间的相容性. 可见，探明

Terzaghi (1943)理论 [9] 存在的不足，对于理论发展

具有重要意义，在后文将另行分析.
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2 一维小变形固结波模型的建立

2.1 力学基础

丁洲祥等 [33] 提出欧拉描述的大变形固结理论

框架，其中连续性方程和动力平衡方程可作为发展

固结波模型的主要依据. 该理论不同于混合物理论

和小变形 Biot理论思想，而是着眼于具有普遍性的

大变形欧拉描述方法，将饱和土体连续介质构形定

义为固相 (或骨架)在空间占据的区域，并以固相随

时间变化来考察饱和土运动变形，在此基础上考虑

液相与控制体外界质量交换，同时运用散度定理、

传运公式和局部化假设，得到了饱和土质量守恒方

程，并给出固液两相不可压缩条件下的特殊形式 [33]

vsi,i = −qi,i (22)

式中，vsi 是固相速度；qi 是渗流速度，服从某种渗流

定律 (如 Darcy定律).

一般情况下，饱和土欧拉运动方程 [33]为

τ ji , j + ρ fi = ρv̇si − vsi

(
ρf q j

)
, j

+ ρf vsj, jqi+

D (ρf qi) /Dt (23)

式中，τ ji 是欧拉应力张量，ρ是 t时刻空间点 xi 处土

体密度，fi 是单位质量体力，ρf 是液相密度.

考虑到钱学森 [34] 物理力学研究方法之一 ——

“ · · · · · · 制造出一个简单的模型，使模型里只包括机
理里面最重要的因素. 唯有这样，分析运算才能进

行”，可以证明：在一维和固、液两相不可压缩简化条

件下，式 (23)等号右端第 2项与第 3项之和为零；

如果进一步忽略固相惯性，即 v̇si = 0，最终得到两相

不可压缩一维大变形饱和土体准静力平衡方程

∂τ/∂x + ρ f = ρf q̇ (24)

式中，为简化表述而省略若干下标.式 (22)退化为

∂vs/∂x = −∂q/∂x (25)

式 (24)和式 (25)构成本文进行固结波研究的基础.

2.2 一维小变形固结波的基础方程

在小变形条件下，式 (24)和式 (25)退化为

∂σ/∂z+ ρ f = ρf∂q/∂t (26)

∂vs/∂z = −∂q/∂z (27)

上式中，z是普通或物质坐标，σ是 Cauchy应力，q

的物质时间导数退化为普通时间导数.

2.3 固相速度场散度及其转换所需基本方程

2.3.1固相速度场散度的等价变换

设固相位移为 us (z, t)，当二阶混合偏导数

∂2us/ (∂t∂z) 与 ∂2us/ (∂z∂t) 在问题求解域内某点 z都

存在且连续，则 ∂2us/ (∂t∂z) = ∂2us/ (∂z∂t).于是

∂vs

∂z
=
∂

∂z

(
∂us

∂t

)
=
∂

∂t

(
∂us

∂z

)
=
∂εs

∂t
(28)

式中，εs是一维工程应变或小应变，εs = ∂us/∂z.

2.3.2土体小应变时间变化率及骨架本构的引入

土体小应变 (按连续介质力学符号约定)

εs = (e− e0) / (1 + e0) (29)

当忽略土体变形次压缩效应，孔隙比 e仅是有

效应力的函数，即 e = e(σ′)，小应变时间变化率为

∂εs

∂t
=

1
1 + e0

∂e
∂t

=
1

1 + e0

de
dσ′

∂σ′

∂t
=

−av

1 + e0

∂σ′

∂t
(30)

式中，av = −de/dσ′，表示切线压缩系数.

2.3.3有效应力时间变化率及有效应力方程的引入

根据 Terzaghi有效应力方程

σ′ = σ − uw (31)

式中，σ是土中某点的总应力，uw是孔隙水压力.因

此

∂σ′/∂t = ∂σ/∂t − ∂uw/∂t (32)

2.3.4总应力时间变化率及准静力平衡方程、土水势

方程和 Darcy定律的引入

根据式 (26)进行坐标积分，并忽略自重影响，

得到总应力在时刻 t的空间分布

σ =

∫ z

zGS

(ρf∂q/∂t)dz+ pGS(t) (33)

式中，zGS表示地表坐标；pGS(t)是地表 z = zGS处的

总应力或总面力载荷，可以随时间变化.

对式 (33)两端求关于时间的偏导数

∂σ

∂t
=
∂

∂t

∫ z

zGS

ρf∂q/∂tdz+
∂pGS(t)
∂t

(34)

式中，等号右端第 1项是难点.根据积分号下求导定

理 [35]，在满足有关连续、收敛和一致收敛条件下

∂

∂t

∫ z

zGS

ρf∂q/∂tdz =

∫ z

zGS

∂

∂t
(ρf∂q/∂t)dz (35)
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饱和土土水势方程为

ψ = γf

(
z− zdp

)
+uw = γf

(
z− zdp

)
+γf (zwt − z)+ue (36)

式中，γf

(
z− zdp

)
表示位置势能，γf (zwt − z)表示静水

压力有关的势能，ue表示超静孔压有关的势能，zdp

是零势能参考面位置，zwt是水位位置.

式 (36)等价于

ψ = γf

(
zwt − zdp

)
+ ue (37)

假设 Darcy定律成立，则有

q = − k
γf

∂ψ

∂z
= − k

γf

∂ue

∂z
(38)

再设 k与 z和 t无关，则式 (35)右端项

∫ z

zGS

∂

∂t
(ρf∂q/∂t)dz = −ρf k

γf

∫ z

zGS

∂2

∂t2

(
∂ue

∂z

)
dz (39)

设三阶混合偏导数 ∂3ue/
(
∂z∂t2

)
和 ∂3ue/

(
∂t2∂z

)

在问题求解域内存在且连续，则

∫ z

zGS

∂2

∂t2

(
∂ue

∂z

)
dz =

∂2ue

∂t2
|z − ∂

2ue

∂t2
∣∣∣zGS (40)

对实际工程和常规固结试验而言，土层或地表通常

为排水边界，此时 ue = 0，且恒满足

∂2ue/∂t2
∣∣∣zGS = 0 (41)

式 (34)最终简化为

∂σ

∂t
= −k

g
∂2ue

∂t2
+
∂pGS(t)
∂t

(42)

式中，g是重力加速度，g = γf/ρf .

2.3.5孔压变化率及孔压方程的引入

根据式 (36)，容易得到孔压方程

uw = γf (zwt − z) + ue (43)

在 ∂ (zwt − z) /∂t = 0条件下，孔压和超静孔压的时间

变化率满足

∂uw/∂t = ∂ue/∂t (44)

联立式 (28)，式 (30)，式 (32)，式 (42)和式 (44)，得到

土体固相速度的散度为

∂vs

∂z
=

av

1 + e0

(
k
g
∂2ue

∂t2
− ∂pGS(t)

∂t
+
∂ue

∂t

)
(45)

2.4 液相速度场散度及其转换所需的基本方程

根据 Darcy渗流方程式 (38)

−∂q
∂z

= − ∂
∂z

(
− k
γf

∂ue

∂z

)
=

k
γf

∂2ue

∂z2
(46)

2.5 一维小变形固结波的控制方程

联立式 (27)，式 (45)和式 (46)，得到一维小变形

固结波控制方程

ca
∂2ue

∂t2
− ∂pGS(t)

∂t
+
∂ue

∂t
= cv

∂2ue

∂z2
(47)

其中

ca = k/g (48)

cv = k (1 + e0) / (γf av) (49)

可以证明，当 ue和 pGS采用土力学符号约定时，方

程式 (47)的形式不变.故后面分析中，仍以 ue和 pGS

表示土力学意义的相应量.

当边界上外载荷瞬时施加并维持不变，即

∂pGS(t) /∂t = 0时，式 (47)简化为

ca
∂2ue

∂t2
+
∂ue

∂t
= cv

∂2ue

∂z2
(50)

这是一种近乎极简的一维固结波方程，属于双曲型

方程，区别于经典固结理论 [9] 的抛物型方程.

3 一维小变形固结波基本特征

3.1 固结波的频散关系

考虑如下形式的平面波解 [36]

ue (z, t) = ei(kzz−ωt) (51)

设 0 < kz < ∞，将式 (51)代入式 (50)，得

caω
2 + iω − cvk2

z = 0 (52)

当 kz > 1/
(
2
√

cacv

)
时，式 (52)的解答为

ω =
−i ±

√
4cacvk2

z − 1

2ca
=
±

√
4cacvk2

z − 1

2ca
− i

1
2ca

(53)

而当 kz < 1/
(
2
√

cacv

)
时，式 (52)的解答为

ω = i
−1±

√
1− 4cacvk2

z

2ca
(54)
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对式 (53)和式 (54)两种情况，都有 Im (ω) 6 0，

所以方程式 (50)的解稳定 [36]. 对 kz > 1/
(
2
√

cacv

)
和

kz < 1/
(
2
√

cacv

)
两种情况，相位速度分别为

vp =
Re(ω)

kz
= ±

√
4cacvk2

z − 1

2cakz
(55)

vp = 0 (56)

这表明，当 kz > 1/
(
2
√

cacv

)
时，固结波有频散；当

kz < 1/
(
2
√

cacv

)
时，固结波无频散.又因为 Im (ω)不

恒等于 0，所以固结波方程 (50)是耗散的.

3.2 固结波的波动方程形式

按一维波动方程的一般形式，将式 (50)改写为

∂2ue

∂t2
+ γ

∂ue

∂t
= c2

t
∂2ue

∂z2
(57)

式中，γ表示阻尼，γ = 1/ca；ct表示一种波速

c2
t = cv/ca = Es/ρf (58)

其中，Es是土体压缩模量，Es = (1 + e0) /av.

根据式 (55)

v2
p = c2

t −
γ2

4k2
z
< c2

t (59)

lim
kz→∞

v2
p = c2

t (60)

因此，固结波相位速度变化范围为 v2
p ∈

[
0, c2

t

]
，具有

显著的频散特征.此外，大部分细颗粒土渗透系数很

小，所以固结波阻尼值通常会较大。

4 固结波一般定解问题及解析解

4.1 一维小变形固结波定解问题

结合泛定方程式 (50)，拟研究如下初边值问题.

设求解域下边界不透水、上边界透水，即边界条件

∂ue (z, t)
∂z

= 0 , z = 0 (61)

ue (z, t) = 0 , z = H (62)

而初始时刻 t = 0域内超静孔压及其时间变化率分

别假设为函数 f (z)和 g (z)，即相应的初始条件

ue (z, t) = f (z) , 0 6 z< H , t = 0 (63)

∂ue (z, t)
∂t

= g (z) , 0 6 z< H , t = 0 (64)

4.2 固结波定解问题的无量纲化

定解问题式 (50)及式 (61)∼式 (64)对应的无量

纲泛定方程与求解条件分别为

D2
c
∂2Φ

∂T2
v

+
∂Φ

∂Tv
=
∂2Φ

∂ξ2
(65)

式中

Φ = ue/p , p = max (f (z)) (66)

ξ = z/H (67)

Tv = cvt/H2 (68)

D2
c = cacv/H2 (69)

无量纲化边值条件为

∂Φ/∂ξ = 0 , ξ = 0 (70)

Φ (ξ,Tv) = 0 , ξ = 1 (71)

初始条件为

Φ (ξ,Tv) = f (ξ) , 0 6 ξ < 1 , Tv = 0 (72)

∂Φ (ξ,Tv) /∂Tv = g (ξ) , 0 6 ξ < 1 , Tv = 0 (73)

4.3 固结波定解问题的分离变量法解答

4.3.1分离变量

设目标特解具有分离变量形式，即

Φ (ξ,Tv) = Ξ (ξ) T (Tv) (74)

将式 (74)代入式 (65)，即得

Ξ′′ (ξ) T (Tv) = D2
cΞ (ξ) T′′ (Tv) + Ξ (ξ) T′ (Tv) (75)

上式两端除以 Ξ (ξ) T (Tv)，并令结果为 −λ，即
Ξ′′ (ξ)
Ξ (ξ)

= D2
c
T′′ (Tv)
T (Tv)

+
T′ (Tv)
T (Tv)

= −λ (76)

其中蕴含两个常微分方程

Ξ′′ (ξ) + λΞ (ξ) = 0 (77)

D2
cT′′ (Tv) + T′ (Tv) + λT (Tv) = 0 (78)

将 ϕ (ξ,Tv)代入边界条件式 (70)和式 (71)，得

Ξ′ (ξ) = 0 , ξ = 0, Tv = Tv (79)

Ξ (ξ) = 0 , ξ = 1, Tv = Tv (80)

相应的初始条件 (72)和 (73)为

Ξ (ξ) T (0) = f (ξ) , 0 6 ξ < 1 (81)

Ξ (ξ) T′ (0) = g (ξ) , 0 6 ξ < 1 (82)

4.3.2求解本征值问题

容易证明：当 λ 6 0时，式 (77)的 Ξ (ξ)仅有平
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凡解；只有当 λ > 0，解答才有意义，此时的通解为

Ξ (ξ) = C1 cos
√
λξ + C2 sin

√
λξ (83)

再根据边界条件 (79)和 (80)，要得到非平凡解，只能

是 cos
√
λ = 0，由此得到本征值

λn = (2n + 1)2 π2/4 , n = 0,1,2, · · · (84)

相应的本征函数为

Ξn (ξ) = cos ((2n + 1)πξ/2) , n = 0,1,2, · · · (85)

4.3.3一般解

记 ∆ = 1− D2
c (2n + 1)2 π2, n = 0,1,2, · · ·，以及

α = 1/
(
2D2

c

)
(86)

βn =
√|∆|/

(
2D2

c

)
, n = 0,1,2, · · · (87)

则时间域常微分方程式 (78)特征方程的特征根为

r1,2 = −α ±
√
∆/

(
2D2

c

)
(88)

讨论：(1) 对于实际问题，D2
c 一般不会是无理

数，所以 ∆ , 0. (2)当 ∆ > 0，即

n < [1/ (Dcπ) − 1] /2 , n = 0,1,2, · · · (89)

时，式 (78)的解答为

Tn (Tv) = e−αTv (An coshβnTv + Bn sinhβnTv) ,

n = 0,1,2, · · · (90)

(3) ∆ < 0，即

n > [1/ (Dcπ) − 1] /2 , n = 0,1,2, · · · (91)

时，式 (78)的解答为

Tn (t) = e−αTv (An cosβnTv + Bn sinβnTv) (92)

为表述简洁，另设 F (Dc) = [1/(Dcπ) − 1]/2，同

理 F (Dc) , 0.引入整数 N，N定义为

N =


int (F (Dc)) , F (Dc) > 0

−1 , F (Dc) < 0
(93)

于是，得到分离变量法的一般解答为

Φ (ξ,Tv) =

∞∑

n=0

Ξn (ξ) Tn (Tv) =

N∑

n=0

e−αTv (An coshβnTv + Bn sinhβnTv) ·

cos
(2n + 1)π

2
ξ+

∞∑

n=N+1

e−αTv (An cosβnTv + Bn sinβnTv) ·

cos

[
(2n + 1)π

2
ξ

]
(94)

在实际计算中，式 (94) 右端项很可能遇到很

大的实数，如超过 Matlab最大正浮点数 1.797 7×
10+308，此时将导致计算失败. 这里提出一种对策，

即将式 (94)中部分函数进行如下等效转换

e−αTv (An coshβnTv + Bn sinhβnTv) =

1
2

An

[
e(−α+βn)Tv + e(−α−βn)Tv

]
+

1
2

Bn

[
e(−α+βn)Tv − e(−α−βn)Tv

]
(95)

4.3.4初始条件的引入及系数 An, Bn确定

根据初始条件式 (81)和式 (82)确定式 (94)中的

系数 An, Bn，n = 0,1,2, · · ·，两者应满足
∞∑

n=0

An cos[(2n + 1)πξ/2] = f (ξ) (96)

∞∑

n=0

(−αAn + βnBn) cos[(2n + 1)πξ/2] = g(ξ) (97)

对式 (96)和式 (97)中的 f (ξ) 和 g (ξ) 分别在

(−1,0]上进行偶延拓，展开为周期为 2且以 cos[(2n+

1)πξ/2]为基本函数族的 Fourier余弦级数，同时考虑

本征函数正交性质，最后得到

An = 2
∫ 1

0
f (ξ) cos[(2n + 1)πξ/2]dξ (98)

−αAn + Bnβn = 2
∫ 1

0
g (ξ) cos[(2n + 1)πξ/2]dξ (99)

联立式 (98)和式 (99)，得到

Bn =
2α
βn

∫ 1

0
f (ξ) cos[(2n + 1)πξ/2]dξ+

2
βn

∫ 1

0
g (ξ) cos[(2n + 1)πξ/2]dξ (100)

5 经典算例的 Terzaghi解和固结波解

针对上边界排水和下边界不排水、面力载荷瞬

时施加且维持不变的一维经典固结算例，这里给出

无量纲化的 Terzaghi(1943)理论解析解以及相应条件

下本文固结波精确理论解，为后面分析提供依据.
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5.1 Terzaghi固结解答及其无量纲化

在边界条件式 (61)和式 (62)以及初始条件 (63)

f (z) = p1情况下，Terzaghi原著 [9] 固结解答是错误

的，因为混淆了本征函数，正确的表达式可写为

u(z, t) =
4p1

π

∞∑

k=0,1,···

(−1)k

2k + 1
e−

(2k+1)2π2cvt
4H2 ·

cos
(2k + 1)πz

2H
(101)

如果采用坐标变换，z′ = H − z，则式 (101)等价于

u(z′, t) =
4p1

π

∞∑

k=0

1
2k + 1

e−
(2k+1)2π2cvt

4H2 sin
(2k + 1)πz′

2H
(102)

此结果与 Terzaghi(1943)解答 [9]在形式上一致，但边

界条件将变为 z′ = 0处排水而 z′ = H处不排水.

采用同上的无量纲化方法式 (66) ∼ 式 (68)、边

界条件式 (70)和式 (71)以及初始条件式 (72)且其中

f (ξ) = 1 , 0 6 ξ < 1 (103)

那么容易得到 Terzaghi(1943)模型定解问题 [9] 的无

量纲泛定方程

∂ΦT

∂Tv
=
∂2ΦT

∂ξ2
(104)

及其无量纲超静孔压解答 (按式 (101)进行修正)

ΦT (ξ,Tv) =
4
π

∞∑

k=0,1,···

(−1)k

2k + 1
e−

(2k+1)2π2Tv
4 cos

(2k + 1)πξ
2

(105)

5.2 经典算例固结波理论解

为便于对比，固结波算例的单面排水边界条件

同式 (70)和式 (71)，而初始条件式 (72)和式 (73)则

分别为

f (ξ) = 1 , 0 6 ξ < 1 (106)

g (ξ) = 0 , 0 6 ξ < 1 (107)

根据式 (98)和式 (100)，得待定系数

An = (4/π) (−1)n / (2n + 1) , n = 0,1,2, · · · (108)

Bn = (4α/π) (−1)n / (2n + 1)/βn, n = 0,1,2, · · · (109)

将式 (108)和式 (109)代入式 (94)，就得到给定问题

的固结波解析解 Φ (ξ,Tv).

6 算例参数研究与对比分析

6.1 参数变化范围和计算条件

固结波方程式 (65)中除自变量和因变量之外的

唯一参数是 D2
c. 参考经验，对黏性土 [37]，取 k =

1× 10−7 cm/s，Es = 2 MPa；H = 1 m；g = 9.81 m/s2；由

式 (69)得到 D2
c = 2.078× 10−17.若以 k = 1× 10−1 cm/s

和 Es = 40 MPa表征粗颗粒土，则在相同厚度条件

下，D2
c = 4.154× 10−4.可见，在 H = 1 m条件下，D2

c

变化范围大致为 [10−18,10−3]；对于更薄的土体，D2
c

会增大.

在保证计算精度条件下，固结波级数解式 (94)

等号右端的两项级数之和，按下式进行实际计算

N∑

n=0

≈
Nod∑

n=0

,

∞∑

n=N+1

≈
N+Nud∑

n=N+1

(110)

其中，Nod仅在第 1项级数和中作为 N的替代值，适

用于 N很大 (如 N > 107)的情况；Nud用于截断第 2

项无穷级数和的求和项数.

实际计算的硬件条件和软件环境为：Intel Core

i7-7700 CPU，金士顿 16GB DDR4内存，Win10 64位

专业版操作系统和 MATLAB R2017a数学软件.

Dc数值或对应的 N值对固结波函数Φ (ξ,Tv)的

变化规律有重要影响.以下将重点针对 Dc值较大和

较小两种典型情况，探讨固结波模型蕴含的阶跃效

应和 Mandel-Cryer效应，并与 Terzaghi(1943)固结模

型加以对比.

6.2 阶跃现象与波动效应

6.2.1 N = 1与一级阶跃

对 Dc较大的情况，首先不妨以 Dc = 0.1为例：

在固结波级数解答式 (94)的数学结构中，N = 1. 这

意味着固结波解中仅有 2项涉及过阻尼机理贡献，

其余则为欠阻尼机理贡献. 兼顾精度和效率起见，

欠阻尼级数和中，取 Nud = 3× 105. 考察不透水边界

点 ξ = 0、中点 ξ = 0.5和距离排水边界为 0.1的点

ξ = 0.9等 3个代表点，其时程曲线如图 1所示.

由图 1，可观察到给定初边值条件下固结波阶

跃现象. 对点 ξ = 0.9，发生阶跃的相邻时间计

算点和函数值分别为 Φ (0.9, 0.009 98) ≈ 1.00 和

Φ (0.9, 0.010 05)≈ 0.39；对中心点 ξ = 0.5和不透水

边界点 ξ = 0.0，发生阶跃的相邻点和函数值分别为
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图 1 固结波 Φ在 3个考察点的时程曲线 (Dc = 0.1)

Fig. 1 Consolidation waveΦ and time curve for 3 points (Dc = 0.1)

Φ (0.5,0.049 93) ≈ 1.00, Φ (0.5,0.050 27) ≈ 0.92,

Φ (0.0,0.099 66)≈ 1.00,以及 Φ (0.0,0.100 35)≈ 0.99.

随着 ξ 数值的减小即远离排水边界，阶跃的幅值越

来越小.而对紧邻排水边界点 ξ = 1−,波函数 Φ理论

值将由初始时刻 1.0阶跃为边界值 0，这是最大阶跃

幅值.

关于上述阶跃现象的计算精度，相对于 Nud =

1 × 106 , N̄ud的结果而言，Nud = 3 × 105 , Ñud对应

的计算误差随着与排水边界 ξ = 1.0距离的增大而在

总体上逐渐减小. 其中，对于考察点 ξ = 0.9而言，

Φ
(
Ñud

)
−Φ

(
N̄ud

)
的范围即误差限是 [−1.668 7× 10−4,

1.139 4× 10−3]，其余 ξ < 0.9的各点误差范围均包含

于此界限并逐渐收缩.

如前所述且易证，固结波 Φ 相速度上限值 cφT

存在理论关系 cφT = 1/Dc. vφT 也是波前速度. 上

述阶跃现象本质是波前达到. 这里 Dc = 0.1，故

cφT = 10. 对点 ξ = 0.9, 0.5, 0，波前理论到达时间

分别为 Tv = 0.01, 0.05, 0.10，各自准确落在上述阶跃

对应的相邻时域计算点区间，与理论相符.

由图 1还可看到，在波前达到前，各 ξ 点 Φ值

均保持为初值 1.0，只有当波前到达之后，超静孔压

才开始下降. 通常视为超静孔压消散过程的固结现

象，实质是波的传播.后续分析也将不断验证这点.

6.2.2 N = 0与多级阶跃

不妨再以 Dc = 0.3为例，此时 N = 0，式 (94)最

后 1个等号右端第 1个求和级数的项数仅有 1项，

即此时固结波解中仅有 1项反映过阻尼机理影响.式

(65)蕴含波动方程阻尼项为 γΦ = 1/D2
c. 显然，Dc的

提高将降低阻尼系数 γΦ，导致欠阻尼波动特征更突

出，这是图 2出现多级阶跃的根本原因.

6.2.3 N = −1与波动中的负压

当 Dc > 1/π时，恒有 N = −1，此时固结波函数

Φ 将不受过阻尼项任何影响，而呈现完全欠阻尼波

动特点.不妨以 Dc = 0.5和 10.0为例继续计算，结果

分别如图 3和图 4所示.

图 2 固结波 Φ在 3个考察点的时程曲线 (Dc = 0.3)

Fig. 2 Consolidation waveΦ and time curve for 3 points (Dc = 0.3)

图 3 固结波 Φ在 3个考察点的时程曲线 (Dc = 0.5)

Fig. 3 Consolidation waveΦ and time curve for 3 points (Dc = 0.5)

图 4 固结波 Φ在 3个考察点的时程曲线 (Dc = 10.0)

Fig. 4 Consolidation waveΦ and time curve for 3 points (Dc = 10.0)

图 3结果表明，Dc = 0.5的固结波不仅存在多级

阶跃，而且随时间发展还出现负孔压.当 Dc增大到

10.0时，图 4中负孔压现象更显著，体现欠阻尼波动

规律.随着 Tv增大，固结波幅值呈衰减趋势，这是阻

尼作用的效果.

如前所述式 (65)蕴含系统阻尼系数 γΦ = 1/D2
c.

当 Dc由 0.5增加到 10.0时，阻尼系数 γΦ 减小到原

来的 1/400，由此造成图 3和图 4结果差异.

至于负压现象，在考虑流体惯性的流体力学研

究中较常见，如输水管道在阀门关闭时水锤效应将

引起管道流体压力或冲击力波动 [38](阀门打开将产

生负水锤)，流固界面上液体压强时程 [39] 也有液压
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正负波动现象.对土体而言，在微观上孔隙水在骨架

形成的特殊通道中渗流，具有流固耦合特征. 当土

体单面排水路径极短，相应 Dc 值可能引起不同程

度的负孔压波动或孔压振荡. 这有待未来试验证实.

另外，对于同时考虑土体固相加速度的动力固结过

程，孔压正负波动现象 [40-42]则较为常见.

6.3 固结波与 Terzaghi(1943)固结理论对比

区分固结波时空分布特征与 Terzaghi(1943)固结

理论结果的相应差别是很有意义的. 不妨选择 Tv =

0.049 9和 0.200 3两个时刻，考察 Dc = 0.1, 0.2, 0.3等

3种情况下固结波的空间分布，分别如图 5和图 6所

示，其中给出了 Terzaghi理论 [9] 解答.

图 5显示 Tv = 0.049 9时刻 3种不同固结波的

波前位置.在波前到达之前，各 ξ点的Φ值始终为初

值 1.0，而波前过后各 ξ点的 Φ值则有不同程度的下

降.此外，Dc = 0.1对应的波前距离排水边界 ξ = 1.0

最远，而 Dc = 0.5对应的波前则距离 ξ = 1.0最近，

这是由于波前速度 cφT 与 Dc成反比的缘故. 还可看

到：Terzaghi理论结果的分布曲线较光滑，各 ξ点 Φ

值都有所下降——该模型默认边界扰动传播速度无

穷大；固结波在波前附近变化剧烈——其较大梯度

值意味着渗流冲击力产生，Terzaghi理论显然无法预

测此现象. 这种渗流冲击效应对于深化渗透力概念
[43]研究可能具有重要意义.

图 5 不同 Dc值的固结波 Φ空间分布 (Tv = 0.049 9)

Fig. 5 Spatial distribution of consolidation waveΦ for variousDc

(Tv = 0.049 9)

由 Tv = 0.049 9发展到 0.203 3时，在图 6 中

Dc = 0.1的固结波波前早已通过不透水边界 ξ = 0，

故 ξ = 0处 Φ值有明显下降，并且各点 Φ值总体上

与 Terzaghi理论曲线相符.其他 2种 Dc值对应的波

前已更靠近但仍未达到不排水面，所以仍存在阶跃.

固结波时域发展规律可通过 ξ = 0和 ξ = 0.5两

个点的时程分析来考察，其中考虑上述 3种 Dc值，

图 6 不同 Dc值的固结波 Φ空间分布 (Tv = 0.200 3)

Fig. 6 Spatial distribution of consolidation waveΦ for variousDc

(Tv = 0.200 3)

并以 Terzaghi理论 [9] 作对比，结果见图 7和图 8.图

7和图 8同样体现固结波的波动特征——波前到达

前固结波函数值不变，或边界扰动传播速度有限，

而 Terzaghi理论则不能反映这一规律.

图 7 不同 Dc值的固结波 Φ时程分布 (ξ = 0.0)

Fig. 7 Consolidation waveΦ and time curve for variousDc (ξ = 0.0)

图 8 不同 Dc值的固结波 Φ时程分布 (ξ = 0.5)

Fig. 8 Consolidation waveΦ and time curve for variousDc (ξ = 0.5)

也可以采用三维瀑布图，进一步展示固结波模

型与 Terzaghi(1943)模型分别预测的无量纲超静孔压

在时空中的发展规律，结果依此如图 9和图 10所示.

对比可见：Terzaghi(1943)模型无法反映波动效应；

本文固结波能够较好地预测超静孔压的阶跃现象及

其时空发展过程.
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图 9 固结波模型预测的超静孔压 Φ时空分布 (Dc = 0.1)

Fig. 9 Spatial and time distribution of excess pore water pressureΦ by

consolidation wave model(Dc = 0.1)

图 10 Terzaghi(1943)模型预测的超静孔压 Φ时空分布

Fig. 10 Spatial and time distribution of excess pore water pressureΦ by

Terzaghi’s model (1943)

6.4 Mandel-Cryer效应的新机理

6.4.1 Mandel-Cryer效应机理经典诠释

Mandel-Cryer效应是指在一定条件下，固结初期

部分土体中孔隙水压力不仅不消散而且呈上升的现

象 [37]. 钱家欢和殷宗泽 [44] 对均布压力作用的土球

径向向外排水固结问题，提出 Mandel-Cryer效应的

一种机理解释：设在固结初期某一时间 t1，排水边

界周边处孔压下降仅波及到半径 rB 之外，rB 以内

孔隙水尚未排出；此时 rB以外土体固结过程将产生

收缩，由此引起内部总应力随时间而提高；在 rB 以

内土体不固结前提下，这种外壳收缩引起的总应力

增大只能通过内部孔压提高来承担. 龚晓南 [37] 也

提出一种精辟解释：排水边界土体收缩变形对内部

土体产生压缩力，由此引起超静孔压的提高量大于

排水固结引起的下降量时，就产生 Mandel-Cryer效

应.传统观点还认为，该效应仅是二维和三维固结中

的现象，一维固结并不存在——因为没有总应力变

化 [44].

6.4.2固结波模型对总应力时间变化率的考虑

按固结波理论，Mandel-Cryer效应并不受问题维

数限制.固结波模型中总应力随时间的变化率，即式

(42)表明：在模型推导各前提下，进一步忽略边界外

载荷变化率，即 ∂pGS(t) /∂t = 0，将有

∂σ/∂t = −[k (t) /g]∂2ue/∂t2 (111)

对 k (t) , 0 的固结过程，显然总应力时间变化率

∂σ/∂t受超静孔压 ue二阶时间变化率 ∂2ue/∂t2控制，

而不再恒为零. 因此，一维固结同样具备 Mandel-

Cryer效应产生条件：总应力随时间变化.

6.4.3 Mandel-Cryer效应算例及其对称性和一维化

为说明一维固结可以发生 Mandel-Cryer效应，

对文献 [44]算例进行分析.该算例针对假想半径 R =

15 m的土柱，在周边受径向均布压力 p = 10 kPa作用

下，按 Biot固结理论有限元法分析径向向外排水固

结过程.土体弹性模量 E = 10 MPa，泊松比 ν = 0.3，

渗透系数 K = 1.16× 10−6 cm/s.文献 [44]给出某些时

刻孔压沿半径分布及圆心处孔压随时间变化图，显

示初期孔压升高现象.

上述算例缺乏土柱高度，故暂按长圆柱体处

理，再考虑到周边外荷载和排水边界对称性，于是

孔压分布将只与径向位置和时间有关，这在数学上

等效于一维情况 (土球径向固结也等效于一维数学

问题).再按弹性力学换算关系，得到压缩模量 Es =

13.461 5 MPa；重力加速度 g = 9.81 m/s2；最终得到固

结波无量纲量 Dc = 9.146 3× 10−9.

6.4.4算例的固结波分析及 Mandel-Cryer效应

算例 [44]等效一维固结问题的固结波结果分别

如图 11和图 12所示.其中，图 11给出 ξ = 0, ξ = 0.5

和 ξ = 0.9等 3个位置处超静孔压 Φ随 Tv 的变化规

律，可见：(1)在固结初期阶段，ξ = 0处同样出现超

静孔压随时间发展先增大而后减小的现象，Φ 的极

大值 1.022 2在 Tv = 0.053 1时刻出现. (2)对 ξ = 0.5

图 11 存在 Mandel Cryer效应的算例 (Dc = 9.146 3× 10−9)

Fig. 11 Case study of Mandel-Cryer effect (Dc = 9.146 3× 10−9)
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和 ξ = 0.9两点，由于更靠近排水边界，其Mandel效

应并没有 ξ = 0处明显. (3)在 ξ = 0处的 Terzaghi

理论结果没有 Mandel-Cryer效应，这与传统观点一

致，同时也说明 Terzaghi理论中忽略流体惯性的局

限性.

图 12给出典型时刻沿 ξ(径向)的超静孔压空间

分布. 钱家欢和殷宗泽 [44]Mandel-Cryer效应机理解

释的出发点是排水和不排水分界半径 rB 这个假想

概念，但此概念尚未见有明确的理论支持. 图 11和

图 12结果表明，在 Tv 6 1.412 8× 10−4 阶段，ξ = 0

处的超静孔压满足Φ = 1，意味着确实存在这样的某

个时刻 “ t1” 和对应半径 rB(对不同考察点，t1和 rB不

同).因此，固结波模型可为诠释Mandel-Cryer效应机

理的上述假设提供理论依据.

图 12 Mandel Cryer效应中固结波空间分布 (Dc = 9.146 3× 10−9)

Fig. 12 Spatial distribution of consolidation wave for Mandel-Cryer

effect (Dc = 9.146 3× 10−9)

图 12中，Tv = 0.020 3时刻的 ξ = 0处超静孔压

达到 Φ = 1.010 0；Tv = 0.167 3时刻的 ξ = 0处超静

孔压 Φ = 0.900 4.作为对比，给出 Terzaghi理论 [9] 预

测的超静孔压在 Tv = 0.053 1和 0.167 3两时刻的空

间分布规律：(1) Terzaghi理论超静孔压结果均偏小

于固结波对应值；(2)在 ξ = 0处，Terzaghi结果分别

为 0.995 7和 0.832 2，两种理论的结果差异随固结而

变化，这表明固结波模型具有研究意义.

6.4.5算例结果简要对比

龚晓南 [37] 在圆形土柱径向排水固结 Biot理论

数值分析中，给出圆柱体中心处超静孔压在 Tv =

0.05时刻达到较高无量纲值 u/P，该结果介于 1.1和

1.2，明显高于本文前述 Tv = 0.053 1时刻达到的极大

值 Φ ≈ 1.022 2.

Mandel-Cryer效应中最大孔压的固结波预测值

相对偏小的原因主要有：(1)不同分析中物理力学和

几何参数的差异；(2)问题维度差异；(3)土体体力的

影响——固结波模型与 Terzaghi理论都没考虑土体

体力影响，但丁洲祥等 [45]认为土体体力具有非保守

属性，当变形较大时对结果影响显著；(4)材料和几

何双线性化的影响；(5)黏性或次固结效应.仇玉良

和丁洲祥 [46] 在一维小变形主、次固结耦合研究中

发现，随着无量纲主、次固结耦合系数 Csc变化，单

面排水不透水边界上无量纲超静孔压会在不同程度

上超过外载荷，即出现类似Mandel效应现象——这

与殷建华等 EVP模型预测的早期超静孔压异常升高

的黏性本质是一致的. 但黏性效应造成初期超静孔

压升高的同时降低了有效应力，固结过程中总应力

不变，因此区别于本文固结波孔隙流体惯性机理.在

固结波模型中，如果进一步考虑黏性，那么固结初期

超静孔压理论值会有所提高.

7 深入讨论和展望

上述固结波的理论对比采用了 Terzaghi(1943)模

型，该模型通常被视为小变形模型.然而，Terzaghi固

结理论的变形属性和表述结果在不同时期存在较大

差异甚至争议，从历史发展角度剖析其根源仍然有

益，这也为固结波模型的发展和完善提供学术背景.

下面将通过讨论不同阶段 Terzaghi理论模型的内在

矛盾及改进轨迹，得到 Terzaghi固结理论复杂的 2种

坐标背景和 4种固结系数，由此拓展本文固结波的

相应表述、对比与Cytoviq理论和 Fillunger理论的

异同，以及展望固结波潜在的学术意义.

7.1 Terzaghi固结理论的内在矛盾及改进历史

7.1.1 Terzaghi(1925)固结理论的基本方程

Terzaghi(1925)在推导其固结模型时，先后使用

了如下方程.固相本构方程

ε − ε0 = − ε0

p2
p = −ap (112)

针对该方程，另有两个附注公式

dε = −adp (113)

dq = −adp (114)

超静孔压方程 (或有效应力方程)

ω = p1 − p (115)

液相本构方程 (Darcy定律)

i =
Q
k

= −dω
dz

(116)
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连续性方程 (质量守恒方程)

dQ
dz

= a
dp
dt

= −a
dω
dt

(117)

最终得到固结方程即式 (1)，以及等效的固结方程

c
∂2p
∂z2

=
∂p
∂t

(118)

式中，c = k/a.其余各式符号意义见文献 [3].

文献 [47]汇编了 Terzaghi(1923)首次发表的固结

理论德语论文，其推导方法和结果与 Terzaghi(1925)

上述方程 [3] 基本一致.

7.1.2 Terzaghi(1925)模型的内在矛盾

Terzaghi(1925)模型 [3] 是否是一种线性化大应

变模型 [7,8]？笔者认为，问题核心在于连续性方程式

(117)的解读方式. 当坐标 z为普通坐标且系数 a为

压缩系数含义时，式 (117)在力学意义上不成立. 如

果在坐标 z为普通坐标条件下保证式 (117)的正确

性，则系数 a的含义应当是体积压缩系数.但是，系

数 a已经在方程式 (112)∼式 (114)中被赋予压缩系

数的含义，这样就产生了内在矛盾.

7.1.3 Terzaghi(1943)模型中的努力：mvc的引入

Terzaghi[9] 和 Terzaghi和 Jelinek[10] 先后不断努

力解决上述矛盾. 首先，在固相本构关系的表征方

面，Terzaghi[9]在与 Terzaghi[3]基本一致的孔隙比--有

效应力关系方程 (文献 [9]式 (1)∼式 (3))后面，没有

说明原因情况下，以应变--有效应力关系形式，补充

了表示相同固相本构规律的方程 (文献 [9]式 (4)∼式
(6))，其中涉及新的体积减小系数mvc(文献 [9]式 (5)).

Terzaghi[9] 在连续性条件中以 mvc替代 Terzaghi[3] 模

型式 (117)中的系数 a. 于是，上述逻辑矛盾暂时得

到解决：坐标 z是普通坐标，且连续性方程正确.

7.1.4 Terzaghi(1943)模型中的努力：新矛盾即 n歧义

然而，Terzaghi修补工作 [9] 在体积变化度量方

面却产生新矛盾. 这是因为，Terzaghi[9] 将初始孔

隙比 e0 对应于每单位土体体积的孔隙体积 n0 =

e0/ (1 + e0)，最终孔隙比 e对应于 n01 = e/ (1 + e0)，所

以每单位初始土体体积的孔隙体积减小量 ∆n(即文

献 [9]式 (4))

∆n = n0 − n01 = · · · = mvc (p̄− p̄0) = mvc∆p̄ (119)

于是，∆n被赋予小应变含义，表示土体在固结完成

后相对于固结前初始状态的体积应变. Terzaghi随后

又将式 (119)写为 (文献 [9])

n0 − n = mvc (p̄− p̄0) (120)

Terzaghi把 n理解为黏土的孔隙体积.显然，如果要

保持前后一致，式 (120)中 n应当为 n01——概念 n

的内涵产生歧义.

7.1.5 Terzaghi(1954)模型的努力：∆s的引入

为了解决 n 的上述歧义，Terzaghi和 Jelinek[10]

引入 ∆s表示应变，即 (文献 [10]式 (3a))

ε = (n0 − ∆s) / (1− n0) (121)

和本应完全等价的关系 (文献 [10]式 (3c))

ε− ε0 =
n0

1− n0
− n0 − ∆s

1− n0
=

∆s
1− n0

= (1 + ε0) ∆s (122)

以改进 Terzaghi[9] 中 (即文献 [9]中式 (4))式 (119)的

符号歧义问题，而有 (即文献 [10]式 (4))

∆s =
ε − ε0

1 + ε0
= · · · = mvc (p̄− p̄0) = mvc∆p̄ (123)

但仍有遗憾的是，式 (122)和式 (123)中 (ε − ε0)应更

正为 (ε0 − ε)，否则等式不成立.

Terzaghi理论的自我完善在力学上局限于本文

连续性条件式 (27)的范畴.

7.2 Terzaghi固结理论 2种小变形固结系数的起源

Taylor[48] 认为土体微元体积在固结过程中固相

体积不变，据此求出单位土体微元体积时间变化

率，相当于式 (30)第 1个等号右端变为

∂εs

∂t
=

1
1 + e

∂e
∂t

(124)

由此导致固结系数 cv变为式 (10)所示包含 (1 + e)项

的形式，从而区别于式 (8)涉及 (1 + e0)的结果.

Taylor[48] 使用的坐标是欧拉坐标，而非普通坐

标，这区别于 Terzaghi[3,9-10]作法.很多文献沿用 Tay-

lor 上述推导思路 [48]. 例如，Terzaghi等 [11] 引入

dxdydz/ (1 + e0)为常数的假定，却又前后不一致地采

用 (1 + e)替换 (1 + e0)，得到式 (10)所示与 Taylor结

果 [48]相同的固结系数 cv.再以同济大学土力学教材

为例，其第 2版 [20] 中 cv 是式 (10)，而第 3版 [49] 和

第 5版 [50]中 cv则为式 (8)，但没有见到深入讨论.

7.3 Gibson理论框架内 Terzaghi理论的变形属性

下面基于Gibson[6]大变形固结理论，探讨 Terza-

ghi理论的变形 (几何)属性.忽略自重影响时，Gibson

模型 [6] 退化为

∂

∂z

[
k (e)

γw (1 + e)
dσ′

de
∂e
∂z

]
+
∂e
∂t

= 0 (125)
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式中，γw 表示液相重度.当总应力 σ (z, t) 为常数且

k (e) / (1 + e)是关于坐标 z的常数时，由式 (125)得到

k (e)
γw (1 + e) (−de/dσ′)

∂2uw

∂z2
=
∂uw

∂t
(126)

由式 (125)至式 (126)，并不需要假定 (−de/dσ′)

为常数，这不同于 Znidarcic和Schiffman[7]的认识.如

果记 k = k (e) /
[
γw (1 + e)

]
和 a = −de/dσ′，并假设地

下水位不随时间变化、忽略固相运动速度、uw = w，

以及 c = k/a，此时式 (126)等同于 Terzaghi方程 [3]

即式 (1). 这似乎表明，Terzaghi固结理论 [3] 是一种

大应变固结理论.然而，式 (126)中坐标 z的属性是

固相体积坐标或简化 Lagrangian坐标，而不是普通

坐标. Terzaghi[3,9-10,47]并没有对超越普通意义的坐标

含义多样性予以明确阐述.

7.4 Cytoviq理论与 Terzaghi理论的联系

7.4.1 Cytoviq (崔托维奇) (1951)的固结控制方程

Cytoviq[51]提出一种固结模型

c
∂2pz

∂z2
=
∂pz

∂t
(127)

式中，pz 是 “传递于土固体颗粒上的压力”，t 是时

间，c是 “土的固结系数”

c = k/[a(1 + ε1)∆0] (128)

其中，k是透水系数或渗透系数，a是土的压缩 (压

密)系数，ε1是相应于天然产状条件的土孔隙比，∆0

是水的容重 (水的重度).式 (127)也可以改写为以 pw

取代 pz的形式，其中 pw 表示传递于水上的压力，

且有 pz + pw = p，p表示外部压力.

7.4.2 Cytoviq (1951)理论的坐标属性和关键概念

文献 [51]并没有明确式 (127)中坐标 z的性质，

但却阐明 “引用高度” 的概念，“这个高度在土的整个

压缩过程中都不变”，它等于

h0 = h/(1 + ε1) (129)

此外，在解方程式 (127)时，“必须考虑到土层的引用

厚度 h0” [51]. 由此推论，式 (127)中的坐标 z应当具

有土体固相体积坐标的含义，即与式 (126)中坐标 z

的含义相同.因此，崔托维奇 [51] 模型式 (127)与式

(126)是一致的.

Cytoviq (1951)还给出 3点：(1)“土的引用渗透

系数”k0概念，以区别于渗透系数 k，即

k0 = k/(1 + ε1) (130)

(2) Darcy定律的表述形式

q = −k0∂H/∂z (131)

其中，H是水头. (3)关键原理——“对于任何一个时

间间隔，在饱水土体基本分层中，水流量增大值将等

于土湿度 (相对孔隙度)减小值”，即

∂q/∂z = −∂ε/∂t (132)

式中，ε是孔隙比.

式 (129)∼式 (132)是Cytoviq (1951)固结理论

的重要依据.其中，式 (131)和式 (132)并不容易理解

和验证. 这里尝试加以探讨. 设土体 Lagrangian坐标

为 ζ，则式 (131)可写为

q = −k0
∂H
∂ζ

∂ζ

∂z
= − k

1 + ε1

∂H
∂ζ

1 + ε1

1
= −k

∂H
∂ζ

(133)

因此，崔托维奇 [51]默认 Darcy定律基于普通坐标 ζ.

再根据丁洲祥等 [33] 连续性方程式 (22)以及丁洲祥

等 [52]大变形固结连续性条件严格表述方法，可以证

明，Cytoviq[51]连续性方程式 (132)是严谨成立的.

7.4.3 Cytoviq理论与 Terzaghi理论的关系

Terzaghi用过特殊土体厚度 h(red)概念 [47]，即

h(red)= h/(1 + ε0) (134)

这与土体固相体积坐标本质相符.在计算固结系数 c

算例 [3] 中，Terzaghi使用渗透系数 k计算式

k = kd/(1 + ε) (135)

式中，kd是 Darcy渗透系数，ε是孔隙比 (不是常数).

同时，Terzaghi[3] 在算例中将 a按压缩系数使用，最

终以 c = k/a得到 c的具体数值.因此，根据量纲原

理，引入水重度 γw，则 Terzaghi[3]固结系数可以展开

为

c =
k

aγw
=

kd

a(1 + ε)γw
(136)

ASCE[53] 报道过固结系数定义由式 (136) 到

式 (10) 的奇怪变化，但没有原因说明. Taylor[48]

与 Znidarcic和 Schiffman[7] 等也先后注意到这个问

题. Terzaghi[47] 认为，Terzaghi[3] 理论中坐标 z 具

有固相体积坐标属性，不同于后期 Terzaghi[9] 理论

中 z的普通坐标属性，这种差异导致不同的控制方

程及固结系数. 然而，Terzaghi[9] 较早时却阐明：
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Terzaghi[9]模型与早期 Terzaghi[3,47]模型是一样的.显

然 Terzaghi[9,47]论述之间充满自相矛盾.

注意到这些历史事实后可以发现，不同时期的

Cytoviq 理论模型明显受到 Terzaghi理论表述变

化的影响. 在某种意义上，早期 Cytoviq[51,54] 理

论与早期 Terzaghi理论 [3,47] 都可以理解为一定

条件下线性化的一维大变形固结理论即 Gibson理

论 [6] 的特例. 但后期 Cytoviq 模型 [55-56] 不再与

Cytoviq[51,54] 相同, 而与 Terzaghi后期模型 [9] 一

样，即可理解为小变形模型.

然而，这两种理论固结系数定义之间仍存在细

微差异，即Cytoviq[51,54]固结系数 c中孔隙比 ε1(或

e1) 是常数，而 Terzaghi[3,47] 固结系数 c 中孔隙比

ε(或 e) 并非常数. 笔者认为，其根本原因在于：

Terzaghi[3,47] 潜在使用了 Eulerian描述的 Darcy定

律，其中渗透系数为 kd；Cytoviq[51,54]则使用了 La-

grangian描述的 Darcy定律，其对应渗透系数是 k.换

言之，在 Cytoviq[51,54] 框架内，如果采用 Eulerian

描述的 Darcy定律，那么 “土的引用渗透系数”k0 即

式 (130)就相应地更新为

k̃0 = k/(1 + ε) (137)

于是，在其他条件不变情况下，Cytoviq[51,54] 与

Terzaghi[3,47]两种固结理论完全等价.

7.5 2种坐标背景及 4种固结系数

通过前述分析，对于传统一维固结理论：当坐

标 z为普通土体坐标或 Lagrangian坐标含义时，后

期 Terzaghi模型有式 (8)和式 (10)所示的 2种小变

形固结系数；当坐标 z为固相体积坐标含义时，早期

Terzaghi固结理论则具有 2种大变形固结系数，即式

(136)和式 (128).

为便于比较，传统一维固结模型写为统一形式

cζ
∂2uw

∂ζ2
=
∂uw

∂t
(138)

式中，cζ 是基于 Lagrangian坐标 ζ 的形式上统一的

固结系数.

对简化 Gibson大变形固结模型式 (126)

cζ = cGEH =
k (e) (1 + e0)2

γw (1 + e) (−de/dσ′)
(139)

可以证明，早期 Terzaghi[3,47]大变形固结模型对

应的固结系数 c(T,1925)
ζ 为

c(T,1925)
ζ = cGEH (140)

而 Cytoviq[51,54] 大变形固结模型的固结系数

c(C,1940)
ζ 为

c(C,1940)
ζ = [(1 + e) / (1 + e0)] cGEH (141)

小变形的 Terzaghi[9] 模型固结系数 c(T,1943)
ζ 和

Taylor[48] 或 Terzaghi等 [11] 模型固结系数 c(Taylor,1948)
ζ

分别为

c(T,1943)
ζ = [(1 + e) / (1 + e0)] cGEH (142)

c(Taylor,1948)
ζ =

[
(1 + e)2 / (1 + e0)2

]
cGEH (143)

7.6 固结波模型拓展与历史背景

7.6.1固结波模型拓展

固结波模型式 (50)也可以写为统一形式

cζ
∂2ue

∂ζ2
= ca

∂2ue

∂t2
+
∂ue

∂t
(144)

当 cζ = c(T,1943)
ζ 时，式 (144)等价于式 (50).当式 (144)

中 cζ 分别取 c(T,1925)
ζ , c( C,1940)

ζ 和 c(Taylor,1948)
ζ 时，则在

形式上得到固结波模型其他 3种表述形式.

7.6.2 Fillunger(1936)固结理论

援引 de Boer 等和 de Boer 论述 [5,57]，对

Fillunger[58]固结理论加以对比讨论. Fillunger固结基

本方程 (组)[5] 为

∂vw

∂t
+ vw

∂vw

∂z
=

g
nγw

[
−Z − ∂ (nσ)

∂z

]
(145)

∂vs

∂t
+ vs

∂vs

∂z
=

g
(1− n) γs

[
Z − ∂ (1− n)σ

∂z

]
(146)

∂n
∂t

+
∂ (nvw)
∂z

= 0 (147)

−∂n
∂t

+
∂ (1− n) vs

∂z
= 0 (148)

Z = −vw − vs

n0k′
γw (149)

式 (145)∼ 式 (149)中各符号定义见文献 [5,58]. Fil-

lunger理论领先孔隙介质力学约 30年，但缺乏一般

和具体的初边值条件，并认为不可能通过试验获得

n0和 k′合理值 [5] .

7.6.3 Fillunger理论分析及与固结波模型对比

对 Fillunger(1936)理论尝试作如下分析和对比.

将式 (147)和式 (148)左右两端相加，得到

∂vs/∂z+ ∂q/∂z = 0 (150)

式中，q = n (vw − vs).式 (150)与式 (27)等价.
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根据物质导数概念，式 (145)和式 (146)等号

左端项分别有 ∂vw/∂t + vw∂vw/∂z = v̇w 和 ∂vs/∂t +

vs∂vs/∂z = v̇s. 再按混合物理论记法 g/ (nγw) =

1/ρ(w)，g/[(1 − n)γs] = 1/ρ(s)，所以将式 (145)和 (146)

在等号两端对应相加，整理后有

ρ(w)v̇w + ρ(s)v̇s = −∂σ/∂z (151)

式 (151)等号左端有 3种等价处理方法.第 1种

方法：按混合物思想，引入平均化加速度概念 ˙̂v，即
˙̂v =

(
ρ(w)v̇w + ρ(s)v̇s

)
/ρ，从而式 (151)等价表述为

ρ ˙̂v = −∂σ/∂z (152)

显然，这与单相连续介质力学对应方程形式一致.

第 2种方法：不引入新变量，而按固相控制土体

构形思想 (丁洲祥等 [33])，式 (151)等号左端项

ρ(w)v̇w + ρ(s)v̇s = ρv̇s + ρwn (v̇w − v̇s) (153)

式中，ρ = ρ(w) + ρ(s)，ρw = ρ(w)/n = γw/g，并特别地记

q0 = vw − vs，q0 的意义是液相相对于固相的真实流

速，而非 Darcy速度；q = nq0.因此，式 (151)等价于

以下形式

ρv̇s + ρwnq̇0 = −∂σ/∂z (154)

若采用 Darcy速度 q，则得式 (151)第 3种表示

ρv̇s + ρwq̇− ρwq0ṅ = −∂σ/∂z (155)

可见，当 nq̇0 = q̇ 或忽略 ρwq0ṅ 项时，Fillunger理

论 [58] 推论式 (155)与本文固结波模型式 (23)在固

液两相不可压缩、忽略土体自重和一维条件下的对

应方程本质上完全一致.如果考虑自重但忽略 ρv̇s和

ρwq0ṅ，那么 Fillunger理论推论式 (155)与本文固结

波基本方程式 (26)也相互等价.

目前不清楚造成 Fillunger理论推论式 (154)等

号左端第 2项 ρwnq̇0区别于本文式 (23)中 d (ρf qi) /dt

即 ρwq̇(流体不可压缩 ρ̇f = 0、一维和下标符号 w = f)

的根本原因，这有赖于更深入的基础研究.有关进展

是，Tani[59] 发现 Fillunger理论隐含 Darcy定律的新

形式——其中含有 v̇w 并且与孔隙率 n和孔隙率梯

度均相关，这不同于传统模型中 Darcy定律与孔隙

率无关的情况，但尚没发现解决这一分歧的毋庸置

疑的方案.

综合而言，以基本方程式 (150)和式 (155)为基

础，再联合其他条件和假设，可以得到 Fillunger理论

框架内相应的一维动力固结控制方程和忽略固相加

速度的一维准静力固结控制方程 (固结波)，但其中

ρwq0ṅ特有项的存在，将导致其求解比本文固结波模

型更加困难.

7.6.4 Biot动力固结理论与固结波模型对比

Biot 动力固结理论 [24-25] 比 Fillunger[58] 理论滞

后约 20年，但前者逐渐发展成为主流并仍是研究

热点，如宋佳等 [60] 和 Xu 等 [40] 在体积波传播特

征等方面取得新认识. 然而，Voyiadjis和 Song[61] 认

为：Biot 模型不是从力学和热力学基本公理和原理

发展得出，所以复杂难懂.在 Biot[24-27]成果基础上，

Zienkiewicz等 [62-63]和 Zienkiewicz[64] 提出一种简化

的 u− p模型，其中仅考虑固相加速度而忽略液相加

速度，不同于本文固结波仅考虑液相惯性的情况.

7.7 固结波的土力学意义及学科交叉

7.7.1缩尺固结试验的不确定性原则

固结波模型表明，土体固结响应特征主要取决

于 Dc值.由 D2
c = cacv/H2 = k2Es/(g2ρwH2)可见，标

准固结试验 [65]试样 Dc值 (厚度常取 20 mm)与现场

实际土层 Dc 值 (厚度可达数十米) 可能出现较大差

别.按相似理论，只有当试样与现场土样 Dc值相等

时，才能通过室内试验准确模拟现场土体固结响应

规律.这就引出缩尺固结试验不确定性原则——即

使能够获得未受扰动的最理想原状土样及其传统物

理力学参数准确值，缩尺固结试验在理论上也无法

准确模拟足尺现场条件下土体的固结波响应；在 Dc

等价条件下，扰动土样的缩尺固结试验反而更接近

于真实固结波响应.缩尺试验可以加快试验，却因改

变 Dc值而违反相似定律.传统 Terzaghi一维固结模

型无法反映这一规律.

需要注意的是：确定土体最终沉降量仍需原状

土样；应重视并尽量准确获得现场土体真实排水状

况和排水路径. 旧金山 Bay Farm岛和 Kansai国际机

场工程实践 [66-67]经验之一就是——准确的沉降速

率预测需要对黏性土中嵌入砂层所提供的内部排水

评估方法进行改进，尽管该建议尚未注意到固结波

效应，但结论与本文相符.

7.7.2尺度效应与微观土力学

固结波模型基于连续介质力学基本概念而提

出，当土样 H 值减小到适用范围极限 —— 表征体

元 REV (RVE或 unit cell)对应特征长度值时，Dc值

较大，而相应试验结果可能表现为显著的波动过程.
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这种尺度效应对微观土力学研究将具有实际意

义：在一定观测精度条件下，土体材料尺度的巨大

差异可能导致微观上和宏观上根本不同的固结响应.

如何评价和应用基于微观土力学的相应结果值得深

入思考.

7.7.3固结波与学科交叉

赵亚溥 [68]在纳米和介观力学问题研究中，提到

Yakobson和 Smalley为代表的一种观点——“连续介

质理论在纳米尺度依然适用”. 但固结波模型能否应

用于纳米尺度，仍有待探索.

从数学方程来看，固结波方程与若干反映其他

物理现象的模型方程基本一致：(1)描述分子扩散过

程的考虑弛豫时间的 non-Fick第二定律 [68]；(2)描述

传热传质现象的包含弛豫时间的 non-Fourier导热方

程 [68]、非傅里叶 CV导热方程 [69] 或称为热波的方

程 [70]；(3)描述运动规律的Maxwell黏弹性介质一维

波动方程 [71]和阻尼弦振动方程 [72]；(4)描述传输线

上电压和电流关系的电报方程或传输线方程 [72-73].

固结波方程两个系数之间存在相关性，即 cv =

(Es/ρw) ca.这与其他物理现象有所不同，例如扩散运

动中弛豫时间 τ1与扩散系数 D相互独立 [68] 等. 当

ca = 0即 k = 0时，cv = 0，此时固结波方程退化为

∂ue/∂t = 0，即超静孔压是定常的. 固结波这些特征

导致其应用范围与其他物理现象存在差别，如过增

元和曹炳阳 [74]“只有在超快加速加热或极低温的情

况下，才必需考虑热量以波动方式传递的非傅里叶

导热现象”. 未来研究应加强精密仪器、测试技术开

发和跨学科合作，进一步结合精细化室内试验和现

场观测来验证和发展固结波理论，正如赵成刚等 [75]

指出 “如果总是停留在简单的土力学理论上，不再前

进，土力学理论就难有实质性进展，这不符合科学发

展规律”. 也可以结合热固结 [76]、非饱和地基 [77]、垃

圾土 [78]甚至混凝土 [79]等方向新近成果，探讨固结

波理论的应用.

8 结 语

在一维固结范畴内，研究了忽略固相惯性但考

虑液相惯性的准静力固结模型，主要成果和结论

为：

(1)基于丁洲祥等大变形动力固结理论 [33]，经过

简化提出一个一维小变形固结波动模型，即式 (50)

和式 (65).固结波具有频散和耗散特征，其极限相位

速度满足式 (60)和式 (58).

(2)采用分离变量法，得到了单面排水和瞬时加

载条件下无量纲固结波定解问题的解析解答，即式

(94)，可为理论应用分析和校核数值解法的精度提

供可靠的依据. 固结波解析解即式 (94) 数学结构

反映了动力学中过阻尼 (n ∈ [0,N]) 和欠阻尼 (n ∈
[N + 1,∞))两种机理的贡献.

(3)单面排水和瞬时加载情况下固结波分析结果

表明：当无量纲数 Dc达到某些较大值时，无量纲超

静孔压Φ可能出现阶跃和波动现象；而当 Dc为某些

较小数值时，对应固结波响应结果可以解释Mandel-

Cryer效应的部分机理. 超静孔压发展的本质是固结

波传播.

(4) Terzaghi经典固结理论系统分析结果表明：

(a) Terzaghi模型方程其实可以部分反映渗透性和压

缩性变化. (b)早期 Terzaghi固结模型与后期 Terza-

ghi 固结模型可能不同，而 Terzaghi(1943)和 Terza-

ghi(1960)的解释相互矛盾. (c)当坐标理解为普通土

体坐标时，早期 Terzaghi模型就成为等同于后期模

型的小变形模型，但会出现系数 a兼作压缩系数和

体积压缩系数的错误. (d)当坐标理解为固相体积坐

标时，早期 Terzaghi模型就是一种与后期模型不同

的大变形模型，此时系数 a将仅表示压缩系数. (e)

不同时期 Terzaghi固结模型的固结系数涉及 4种定

义和 2种坐标性质，可统一于式 (138). (f)经大变形

诠释的早期 Terzaghi固结模型比后期小变形模型在

理论上更先进.

(5)鉴于经典一维固结理论上述复杂背景，固结

波模型在形式上可拓展至相应的 4种表述结果.

(6)固结波模型具有丰富的内涵：常规缩尺固结

试验在理论上存在物理力学参数与固结波响应两种

因素之间的不确定性矛盾；通过微观土力学视角的

固结研究宜重视尺寸效应. 土力学中可能隐含一种

量子效应.

(7)在一定 Dc 范围内，抛物型经典一维固结理

论结果在不同程度上近似于双曲型固结波模型结果.

未来固结波理论发展，可以逐步考虑非线性、固相惯

性和多场多相耦合，同时加强试验研究.
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