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固体力学

基于微形态模型的颗粒材料中波的频散现象研究
1)

修晨曦 楚锡华 2)

(武汉大学土木建筑工程学院工程力学系，武汉 430072)

摘要 基于颗粒材料冲击与波动响应特性的调控波传播行为的超材料设计受到广泛关注，设计这类材料需要对

颗粒材料的波传播机制及调控机理有深入认识.波在颗粒材料中传播的频散现象及频率带隙等行为与材料的非

均匀性密切相关，通常讨论频散现象是基于弹性理论框架建立微结构连续体或高阶梯度连续体等广义连续体模

型来进行. 本研究基于细观力学给出了一个颗粒材料的微形态连续体模型. 在该模型中，考虑了颗粒的平动和

转动，且颗粒间的相对运动分解为两部分：即宏观平均运动和细观真实运动.基于此分解，提出了一个完备的变

形模式，得到了对应于不同应变及颗粒间运动的宏细观本构关系.结合宏观变形能的细观变形能求和表达式，

获得了基于细观量表示的宏观本构模量.应用所建议模型考察了波在弹性颗粒介质的传播行为，给出了不同形

式的波的频散曲线，结果显示此模型具有预测频率带隙的能力.
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STUDY ON DISPERSION BEHAVIOR AND BAND GAP IN GRANULAR MATERIALS

BASED ON A MICROMORPHIC MODEL 1)
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Abstract The design of metamaterials is paid more attention to control the behaviors of the wave propagation based on

response characteristics of shock and wave in granular materials, and it requires in-depth understanding of the propagation

mechanism and control mechanism of waves for granular materials. The dispersion behavior and frequency band gap of

granular materials are closely related to the heterogeneity. Generally, the dispersion behavior and frequency band gap are

based on the elastic theory framework to establish a generalized continuum model including the microstructural continuum

or the high order gradient continuum. This study proposes a micromorphic continuum model based on micromechanics

for granular materials. In this model, the translation and the rotation of particles are taken into consideration, and the

relative motion between particles is decomposed into two parts: the macroscopic mean motion and the microscopic actual

motion. Based on this decomposition, a complete pattern of deformation is obtained. The macroscopic deformation

energy is defined by a summation of the microscopic deformation energy at each contact. As a result, the micromorphic

constitutive relation can be derived, and the corresponding constitutive modulus can be derived by microscopic parameters

in terms of contact stiffness parameters and microscopic geometric parameters. The proposed model investigates the

propagation of waves in an elastic granular medium, give dispersion curves for different waves such as longitudinal,
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transverse and rotational waves and predict the frequency band gap. It proves that the proposed model has the ability to

describe dispersion behaviors and predict the frequency band gap in granular materials.

Key words granular materials，micromorphic model，wave propagation，dispersion，frequency band gap

引 言

颗粒材料是指由大量离散固体颗粒及颗粒间孔

隙构成的集合体，其具有强烈的非均匀性与复杂的

力学性质，诸如多尺度行为、可破碎性、各向异性

等 [1-3].深入研究颗粒材料的基本力学行为不仅有助

于减少其生产运输的过程中不必要的浪费，也有助

于提高预测和控制诸如泥石流、山体滑坡等由于颗

粒材料变形、破坏而导致的自然灾害 [4] .考虑到颗粒

材料的离散特性，离散单元法是模拟其力学行为的

更加自然与合理的一个方法.但是在实际应用中，颗

粒数量往往十分庞大，其运动规律也很复杂，基于离

散单元法模拟和预测工程问题仍然是一个巨大的挑

战.因而，连续体方法或者多尺度方法模拟颗粒材料

仍是比较合适与便捷的途径，建立连续体框架下的

模型研究其力学行为具有十分重要的意义 [5-6].

颗粒材料的宏观性质与细观尺度上的颗粒排

布、接触刚度等信息密切相关 [3] . Chang等 [7] 认为

通过微结构连续体途径 (microstructural continuum ap-

proach)可以考虑细观结构的影响，基于能够反映细

观离散特性的宏观变形量，得到宏观尺度上的本构

关系.这种方法已被大量用于研究颗粒材料的力学行

为中 [7-15].其中，Cosserat理论 [8-13,16-18]十分具有代

表性且得到了广泛应用. 该理论通过引入旋转自由

度，推导出与其对应的偶应力及表征细观结构信息

的特征长度，从而适合模拟颗粒材料的微结构，且更

加符合颗粒材料的物理实际.但是，经典 Cosserat理

论只能部分表征微结构信息，不能与颗粒材料的离

散结构特性建立显式联系 [14]. Nemat-Nasser等 [14-15]

为表征微结构特性，引入了结构张量，并建立起其

与宏观应力的联系，使本构关系能够反映微结构的

演化，从而发展出基于细观力学的连续介质描述.

该理论通过应力、应变概念描述颗粒材料的宏观变

形行为，基于相互接触的颗粒间的局部运动及力学

行为建立细观本构关系，其关键是如何建立颗粒材

料离散的细观力学响应与宏观上连续行为之间的联

系 [19]. 考虑颗粒材料的细观离散特性，基于经典连

续体的应力应变定义不再适用，大量研究 [19-25] 致

力于发展颗粒材料细观结构的描述、细观结构应力

应变的定义以及采用均一化方法建立宏细观的联系.

如Chang等 [20]将颗粒材料的本构关系划分为 3个层

次：表征元、微单元及颗粒接触，以表征元体现宏观

应力应变关系，以微单元体现局部应力应变关系，

以颗粒接触体现力与位移的关系.并基于 Vogit均一

化理论应用最优拟合假设、运动假设、静态假设等建

立颗粒材料宏细观联系及本构关系 [26-27].

微形态理论 [28-33] 同样具有描述复杂微结构变

形的能力，可以被用于模拟颗粒材料. Misra[28] 根据

Mindlin[29]和 Eringen[30]的微结构线弹性理论建议了

基于细观力学方法的颗粒材料微形态模型. 微形态

理论假设物体是由宏观物质与细观物质组成的变形

协调体，其每个物质点都是一个微结构胞元，并且引

入 9个变形自由度用以描述微结构的变形与旋转，

适用于复杂微结构的变形模拟. 针对颗粒材料 Misra

等 [28] 认为一个物质点即为一个颗粒集合体体积单

元，将颗粒运动分解为宏观运动与细观运动两个部

分，并基于细观变形能求和得到宏观变形能函数，

再通过对宏观变形能求导构建基于细观结构信息表

示的宏观本构关系.

近年来，基于颗粒材料冲击与波动响应特性的

调控波传播行为的超材料设计引起了研究者的兴

趣，为此研究者已开展了大量基于广义连续体模型

(高阶梯度模型或 Cosserat连续体模型) 的波动分

析 [34-36]. 正如上文所述，Cosserat连续体模型因包

含了可与细观上颗粒转动相关联的转动自由度以及

能够反映一定细观结构的内禀特征长度，且相对简

单而受到颗粒材料研究领域的广泛关注 [17,30,34-35,37].

但是 Cosserat连续体仅能反映细观结构的刚体转

动 [35,38]，考虑到颗粒材料细观结构或者中尺度结构

上诸如拉压与剪切等其他变形模式的重要性 [39-40],

因而，能够反映细观结构完整运动模式的微形态连

续体模型 [29,38]引起了研究者的重视 [28,41-43].一阶微

形态连续体模型除了描述宏观运动的自由度外，还

包含描述微/细观结构变形的自由度，因此在其框架

下基于细观途径发展颗粒材料连续体模型能在一阶

梯度情况下为更多细观信息的均匀化提供对应的描

述变量.
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本文基于 Mindlin-Eringen的微结构理论 [29-30]

和 Misra的微形态理论 [28]，给出了一个颗粒材料的

微形态连续体模型. 不仅对颗粒的平动进行分解，

同时对颗粒转动也进行了分解：颗粒运动分解为宏

观平均运动 (平动与转动) 和细观真实运动 (平动与

转动)两部分，并认为颗粒的细观真实运动 (平动与

转动) 是由宏观平均运动 (平动与转动) 与相对运动

(平动与转动)组成.基于此分解，求得相应的细观本

构关系和细观变形能函数. 结合宏观变形能的细观

变形能求和表达式与细观本构关系的表达式，可获

得基于细观量表示的宏观本构关系与相应的本构模

量，其中包括了偶应力 (相对偶应力) 与微曲率 (相

对微曲率)的关系及其本构模量.通过推导的微形态

模型探讨波在弹性颗粒介质中传播的现象，考察纵

波、横波、横向剪切波、横向旋转波的频散关系 [44]，

并对其频率带隙 [44]进行预测.

1 颗粒的运动描述

根据 Mindlin 的微结构理论 [29]，建立一个全局

坐标系 x，并考虑一个体积单元为 V，此时，V代表

了一个物质点 P，如图 1所示.然后在 P的重心建立

一个局部坐标系 x′，保持 x′的坐标轴平行于 x的坐

标轴，见图 1.考虑 V中的两个颗粒分别为 p和它的

临近颗粒 q，那么颗粒 p的位移可由颗粒 q的位移用

泰勒级数展开 [28]

φ
p
i = φ

q
i + φ

q
i, j l j + · · · (1)

式中，φi 为颗粒中心的位移，l j 为连接颗粒 p中心与

颗粒 q中心的分支向量.值得注意的是，φi 应假定为

x′的一个特定函数与 x和 t的任意函数之和 [29].由

图 1 物质点 P与其微体积元 V

Fig. 1 Material pointP and its microstructural volume elementV

此，可以求得细观的位移梯度 ψi j

ψi j = φi, j =
∂φi

∂x′j
(2)

此时，ψi j 只是 x和 t的函数.那么，通过宏细观的位

移梯度，可以定义一个相对变形量 γi j

γi j = ψi j − φ̄i, j (3)

式中，φ̄i, j 为宏观位移 φ̄i 的梯度，并且，假定 φ̄i 为 x

和 t的函数，即 φ̄i = φ̄i (x, t). 那么，宏观应变可以求

得为

εi j = φ̄(i, j) ≡ 1
2

(
φ̄i, j + φ̄ j,i

)
(4)

式中，φ̄(i, j)表示 φ̄i, j 的对称部分.

将式 (2)代入式 (1)中，可以得到颗粒 p与 q的

相对位移为

δ
pq
i = φ

p
i − φq

i + ei jk

(
χ

p
j r

p
k − χq

j r
q
k

)
=

φ̄i, j l j + γi j l j + ei jkχ j,l l lrk (5)

式中，ei jk 为置换张量，χi 表示颗粒转动，rk 为颗粒

的半径.此时，将相对位移分解，分别定义为

δM
i = φ̄i, j l j , δ

m
i = γi j l j , δ

R
i = ei jkχ j,l l lrk (6)

其中，δM
i 表示宏观平均应变引起的位移，δ

m
i 表示颗

粒位移波动的梯度引起的位移，δR
i 表示可以转动引

起的位移，所以，颗粒的相对位移可以看作由宏观上

的平均位移，相对波动的位移，以及颗粒相对转动的

位移 3个部分组成.同理，颗粒 p的转动也可以用颗

粒 q的转动泰勒级数展开

χ
p
i = χ

q
i + χ

q
i, j l j + · · · (7)

那么，这两个颗粒间的相对转动为

θ
pq
i = χi, j l j (8)

与位移的分解相似，颗粒的转动可以分解为整个体

积元的转动与相对于体积元的转动两个部分，并定

义这个相对的转动的梯度 αi j 为

αi j = (χi − Γi), j (9)

其中，Γi 是整个体积元的转动，并且有

Γi = ei jkφk, j (10)

那么，式 (8)中的相对转动可以表示为

θR
i = θ

pq
i = χi, j l j = αi j l j + ei jkϕk, jplp (11)
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对其进行分解，令

θs
i = αi j l j , θu

i = ei jkφk, jplp (12)

以求得微曲率

κi j = χi, j (13)

2 颗粒的宏细观本构关系

颗粒的宏观变形能密度W可以表示为连续变形

量的函数：W = W
(
εi j , γi j , κi j , αi j

)
.从而可以求得与这

些变形量共轭的宏观应力量

τi j =
∂W
∂εi j

, σi j =
∂W
∂γi j

, µi j =
∂W
∂κi j

, νi j =
∂W
∂αi j

(14)

其中，τi j 为柯西应力，σi j 为相对应力，µi j 为偶应

力，νi j 为相对偶应力. Tordesillas和Walsh等 [45]认为

颗粒材料的宏观变形能密度为颗粒接触间的细观变

形能密度 w之和，而细观变形能密度 w是颗粒间相

对运动的函数，即 w = w
(
δM

i , δ
m
i , δ

R
i , θ

R
i , θ

s
i , θ

u
i

)
.那么，

整个体积元的 V的变形能密度为

W =
1
V

∑
w

(
δM

i , δ
m
i , δ

R
i , θ

R
i , θ

s
i , θ

u
i

)
(15)

对细观变形能密度 w求偏导，可以得到对应细观运

动量的颗粒接触力 fi 与接触力矩 mi

∂w

∂δ
ξ
i

= f ξi ,
∂w

∂θ
η
i

= mη
i (16)

其中，ξ = M,m,R，η = R, s,u. 式 (15)和式 (16)代入

式 (14)中，宏观应力可以用细观尺度上的颗粒接触

力来表示

τi j =
∂W
∂εi j

=
1
V

∑ ∂w

∂δM
k

δikl j =
1
V

∑
f M
i l j (17)

σi j =
∂W
∂γi j

=
1
V

∑ ∂w
∂δm

k

δikl j =
1
V

∑
f m
i l j (18)

µi j =
∂W
∂κi j

=
1
V

∑ ∂w

∂δR
l

∂δR
l

∂κi j
+

∑ ∂w

∂θR
l

∂θR
l

∂κi j

 =

1
V

(∑
f R
l elik l jrk +

∑
mR

i l j

)
(19)

νi j =
∂W
∂αi j

=
1
V

∑ ∂w
∂θs

l

∂θs
l

∂αi j
=

1
V

∑
ms

i l j (20)

为建立颗粒的细观本构关系，首先对一个颗粒

接触对建立局部坐标系，如图 2所示 [46]. 向量 n是

接触面的法向向量，另外两个正交向量 s与 t 在接

触面切向平面上

n = cosαe1 + sinα cosβe2 + sinα sinβe3 (21)

s =
dn
dα

= − sinαe1 + cosα cosβe2 + cosα sinβe3 (22)

t = n× s = − sinβe2 + cosβe3 (23)

其中，e1, e2, e3 分别为平行于坐标轴的 3个单位向

量.

忽略法向与切向的交叉项，细观变形能密度 w

可以简单写为

w =
∑

ξ

f ξnδ
ξ
n + f ξsδ

ξ
s + f ξt δ

ξ
t + mη

nθ
η
n + mη

sθ
η
s + mη

t θ
η
t (24)

图 2 颗粒接触的局部坐标 [46]

Fig. 2 Local coordinate system at a contact of particles[46]

其中，ξ = M,m,R; η = R, s,u. 下标 n, s, t分别为上述

局部坐标系的分量.则，进一步对于线弹性各向同性

材料，细观变形能密度为

w =
1
2

[∑
ξ Kξ

n

(
δ
ξ
n

)2
+ Kξ

s

(
δ
ξ
s

)2
+ Kξ

t

(
δ
ξ
t

)2
+

Gη
n

(
θ
η
n

)2
+ Gη

s

(
θ
η
s

)2
+ Gη

t

(
θ
η
t

)2 ]
(25)

其中，Kξ
n, Kξ

s, Kξ
t 与 Gη

n, Gη
s, Gη

t 分别为对应于上文分

解后的位移与转动的接触刚度. 对于一个接触对的

两个圆形颗粒来说，接触面是一个圆形区域，那么 s

与 t方向的接触刚度应该一致，则令

Kξ
s = Kξ

t = Kξ
w, Gη

s = Gη
t = Gη

w (26)

通过旋转张量将局部坐标转换为全局坐标，颗

粒的细观本构关系可以写为

f ξi = Kξ
i jδ

ξ
j , Kξ

i j = Kξ
nnin j + Kξ

w

(
si sj + ti t j

)
(27)

mη
i = Gη

i jθ
η
j , Gη

i j = Gη
nnin j + Gη

w

(
si sj + ti t j

)
(28)

式中，i, j = 1,2,3. 将式 (27)与式 (28)代入式 (17)∼
式 (20)中，可以求出基于细观信息表示的宏观本构

关系为
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τi j =
1
V

∑
f M
i l j =

1
V

∑
KM

ik δ
M
k l j =

1
V

∑
KM

ik εkll l l j =

(
1
V

∑
KM

ik l l l j

)
εkl = CM

i jklεkl (29)

σi j =
1
V

∑
f m
i l j =

1
V

∑
Km

ikδ
m
k l j =

1
V

∑
Km

ikγkll l l j =

(
1
V

∑
Km

ik l l l j

)
γkl = Cm

i jklγkl (30)

µi j =
1
V

(∑
f R
l elik l jrk +

∑
mR

i l j

)
=

1
V

(∑
KR

lmδ
R
melik l jrk +

∑
GR

ikθ
R
j l j

)
=

1
V

(∑
KR

nmemkqχk,l l lrqenipl jrp +
∑

GR
ikχk,l l l l j

)
=

1
V

(∑
KR

nmemkql lrqenipl jrp +
∑

GR
ikl l l j

)
χk,l =

(
BR

i jkl + CR
i jkl

)
χk,l (31)

νi j =
1
V

∑
ms

i l j =

1
V

∑
Gs

ikθ
s
kl j =

1
V

∑
Gs

ikαkll l l j =

(
1
V

∑
Gs

ikl l l j

)
αkl = Cs

i jklαkl (32)

3 颗粒的宏观本构参数识别

从式 (29)∼式 (32)可以看到，宏观本构参数是

接触刚度和分支向量的函数. 对于一个体积元 V 来

说，其中的每个接触对的接触刚度和分支向量通常

是不同的，为了简化计算，假设材料为各向同性，

Chang等 [47] 提出了一个方向分布密度函数 ξ，并令

ξ (α, β) = 1/4π，这样可以保证下式成立
∫ π

0

∫ 2π

0
ξ sinαdβdα = 1 (33)

由此能够将式 (29)∼式 (32)的离散求和转化为积分

形式

CM
i jkl =

1
V

∑
KM

ik l l l j =

l2NV

∫ π

0

∫ 2π

0

(
KM

ik nln j

)
ξ sinαdβdα (34)

Cm
i jkl =

1
V

∑
Km

ik l l l j =

l2NV

∫ π

0

∫ 2π

0

(
Km

iknln j

)
ξ sinαdβdα (35)

BR
i jkl =

1
V

∑
KR

nmemkql lrqenipl jrp =

l2r2NV

∫ π

0

∫ 2π

0

(
KR

nmemkqnlnqenipn jnp

)
ξ sinαdβdα

(36)

CR
i jkl =

1
V

∑
GR

ikl l l j =

l2NV

∫ π

0

∫ 2π

0

(
GR

iknln j

)
ξ sinαdβdα (37)

Cs
i jkl =

1
V

∑
Gs

ikl l l j =

l2NV

∫ π

0

∫ 2π

0

(
Gs

iknln j

)
ξ sinαdβdα (38)

式中，NV表示体积元的体积密度.那么，求解上述积

分，就可以得到宏观本构模量

Cξ
iiii =

l2NV

15

(
3Kξ

n + 2Kξ
w

)
, Cξ

ii j j =
l2NV

15

(
Kξ

n − Kξ
w

)

Cξ
i ji j =

l2NV

15

(
Kξ

n + 4Kξ
w

)
, Cξ

i j ji =
l2NV

15

(
Kξ

n − Kξ
w

)

Cξ
i jkl = 0 , otherwise


(39)

Cη
iiii =

l2NV

15

(
3Gη

n + 2Gη
w

)
, Cη

ii j j =
l2NV

15

(
Gη

n −Gη
w

)

Cη
i ji j =

l2NV

15

(
Gη

n + 4Gη
w

)
, Cη

i j ji =
l2NV

15

(
Gη

n −Gη
w

)

Cη
i jkl = 0 , otherwise


(40)

BR
iiii =

l2r2NV

15

(
2KR

w

)
, BR

ii j j =
l2r2NV

15

(
−KR

w

)

BR
i ji j =

l2r2NV

15

(
4KR

w

)
, BR

i j ji =
l2r2NV

15

(
−KR

w

)

BR
i jkl = 0 , otherwise



(41)

式中，ξ = M,m,R; η = R, s; i, j = 1,2,3且 i , j.

4 平衡方程

根据能量守恒，外力做功转化为动能与势能，

则，由哈密顿原理可以得到

δ

∫ t

0
(T −W) dt +

∫ t

0
δWextdt = 0 (42)

其中，W为总势能，T为总动能，Wext为外力功.

上文中假设总势能密度 W 是宏观应变量的函

数，根据式 (14)，总势能密度W的变分应为
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δW = τi jδεi j + σi jδγi j + µi jδκi j + νi jδαi j =

τi jδφ̄i, j + σi j

(
δφi, j − δφ̄i, j

)
+ µi jδχi, j+

νi j

(
δχi, j − eipqδφq,p j

)
=

(
τi j − σi j

)
δφ̄i, j + σi jδψi j +

(µi j + νi j )δχi, j − νi j eipqδψpq, j =

[(
τi j − σi j

)
δφ̄i

]
, j
−

(
τi j − σi j

)
, j
δφ̄i + σi jδψi j +

[(
µi j + νi j

)
δχi

]
, j
− (µi j + νi j ), jδχi−

(
νi j eipqδψpq

)
, j

+ νkl,leki jδψi j (43)

那么，可以求得总势能W的变分

δW =

∫

V
δWdV = −

∫

V

(
τi j − σi j

)
, j
δφ̄idV−

∫

V
(µi j + νi j ), jδχidV +

∫

V

(
σi j + νkl,leki j

)
δψi j dV+

∫

S

(
τi j + σi j

)
n jδφ̄idS +

∫

S

(
µi j + νi j

)
n jδχidS−

∫

S
νi j eipqn jδψpqdS (44)

同时，根据Mindlin的微结构理论 [29]，求得动能的变

分为

δ

∫ t

0
Tdt = −

∫ t

0
dt

∫

V

(
ρ ¨̄φiδφ̄i +

1
3
ρ′d2ψ̈i jδψi j +

2
3
ρ′d2χ̈iδχi

)
dV (45)

其中，d为体积元的边长，ρ为宏观质量密度，ρ′ 为

细观质量密度.式 (42)中的外力功的变分可以定义

为 [29]

δWext =

∫

V
fiδφ̄idV +

∫

V
miδχidV +

∫

V
Φi jδψi j dV+

∫

S
tiδφ̄idS +

∫

S
MiδχidS +

∫

S
Ti jδψi j dS (46)

其中，fi，mi，Φi j 分别为单位体积上的体力、力矩、

二阶体力，ti，Mi，Ti j 分别为单位面积上的面力、力

矩、二阶面力.

从而，将式 (43) ∼式 (46)代入式 (42)中，可以

得到
∫

V

[(
τi j − σi j

)
, j

+ fi − ρ ¨̄φi

]
δφ̄idV+

∫

V

[
(µi j + νi j ), j + mi − 2

3
ρ′d2χ̈i

]
δχidV+

∫

V

[
−σi j − νkl,leki j +Φi j − 1

3
ρ′d2ψ̈i j

]
δψi j dV+

∫

S

[
ti −

(
τi j − σi j

)
n j

]
δφ̄idS+

∫

S

[
Mi −

(
µi j + νi j

)
n j

]
δχidS+

∫

S

(
Ti + νkleki jnl

)
δψi j dS

(47)

为了使式 (47)成立，要求式中每一项均为 0，那么，

就可以得到 3组平衡方程的变分
(
τi j − σi j

)
, j

+ fi = ρ
··
φ̄i

(µi j + νi j ), j + mi =
2
3
ρ′d2χ̈i

Φi j − σi j − νkl,leki j =
1
3
ρ′d2ψ̈i j



(48)

以及 3组边界条件
(
τi j − σi j

)
n j = ti

(
µi j + νi j

)
n j = Mi

Ti j + νkleki jnl = 0


(49)

5 运动方程与波的传播

将式 (29) ∼ 式 (32)代入上文的平衡方程 (48)

中，得到 3组 15个运动方程
(
CM

i jkl + Cm
i jkl

)
φ̄k,l j −Cm

i jklψkl, j = ρ
··
φ̄i

(
BR

i jkl + CR
i jkl + Cs

i jkl

)
χk,l j −Cs

i jkl ekmnψmn,l j =

2
3
ρ′d2χ̈i

Cm
i jkl φ̄k,l −Cm

i jklψkl −Cs
klmneki jχm,nl+

Cs
klmneki jempqψpq,nl =

1
3
ρ′d2ψ̈i j



(50)

其中，忽略 fi，mi，Φi j 项.并且，假定波沿 x1方向传

播，那么为了求解平面波，要求运动量只是 x1的函

数

φ̄i = φ̄i (x1, t)

χi = χi (x1, t)

ψi j = ψi j (x1, t)


(51)
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将式 (51)代入式 (50)中，得到这 15个运动方程具体

的分量形式

ρ
··
φ̄1 =

(
CM

1111+ Cm
1111

)
φ̄1,11−

(
Cm

1111ψ11,1 + Cm
1122ψ22,1 + Cm

1133ψ33,1

)

ρ
··
φ̄2 =

(
CM

2121+ Cm
2121

)
φ̄2,11 −

(
Cm

2112ψ12,1 + Cm
2121ψ21,1

)

ρ
··
φ̄3 =

(
CM

3131+ Cm
3131

)
φ̄3,11 −

(
Cm

3113ψ13,1 + Cm
3131ψ31,1

)



(52)

2
3
ρ′d2χ̈1 =

(
BR

1111+ CR
1111+ Cs

1111

)
χ1,11−

Cs
1111

(
ψ23,11 − ψ32,11

)

2
3
ρ′d2χ̈2 =

(
BR

2121+ CR
2121+ Cs

2121

)
χ2,11−

Cs
2121

(
ψ31,11 − ψ13,11

)

2
3
ρ′d2χ̈3 =

(
BR

3131+ CR
3131+ Cs

3131

)
χ3,11−

Cs
3131

(
ψ12,11 − ψ21,11

)



(53)

1
3
ρ′d2ψ̈11 = Cm

1111φ̄1,1 −
(
Cm

1111ψ11 + Cm
1122ψ22 + Cm

1133ψ33

)

(54a)

1
3
ρ′d2ψ̈22 = Cm

2211φ̄1,1 −
(
Cm

2211ψ11 + Cm
2222ψ22 + Cm

2233ψ33

)

(54b)

1
3
ρ′d2ψ̈33 = Cm

3311φ̄1,1 −
(
Cm

3311ψ11 + Cm
3322ψ22 + Cm

3333ψ33

)

(54c)

1
3
ρ′d2ψ̈12 = Cm

1221φ̄2,1 −
(
Cm

1212ψ12 + Cm
1221ψ21

)
−

Cs
3131χ3,11 + Cs

3131

(
ψ12,11 − ψ21,11

)
(54d)

1
3
ρ′d2ψ̈13 = Cm

1331φ̄3,1 −
(
Cm

1313ψ13 + Cm
1331ψ31

)
+

Cs
2121χ2,11 −Cs

2121

(
ψ31,11 − ψ13,11

)
(54e)

1
3
ρ′d2ψ̈21 = Cm

2121φ̄2,1 −
(
Cm

2112ψ12 + Cm
2121ψ21

)
+

Cs
3131χ3,11 −Cs

3131

(
ψ12,11 − ψ21,11

)
(54f)

1
3
ρ′d2ψ̈23 = −

(
Cm

2323ψ23 + Cm
2332ψ32

)
−

Cs
1111χ1,11 + Cs

1111

(
ψ23,11 − ψ32,11

)
(54g)

1
3
ρ′d2ψ̈31 = Cm

3113φ̄3,1 −
(
Cm

3113ψ13 + Cm
3131ψ31

)
−

Cs
2121χ2,11 + Cs

2121

(
ψ31,11 − ψ13,11

)
(54h)

1
3
ρ′d2ψ̈32 = −

(
Cm

3223ψ23 + Cm
3232ψ32

)
+ Cs

1111χ1,11−

Cs
1111

(
ψ23,11 − ψ32,11

)
(54i)

那么，式 (52)∼式 (54)的解是下列简谐波函数形式

φ̄i = Ai i exp
[
i (ξx1 − ωt)

]

χi = Bi exp
[
i (ξx1 − ωt)

]

ψi j = Ci j exp
[
i (ξx1 − ωt)

]


(55)

其中，ξ为单位长度内的波数，即波长的倒数，ω为

角频率，Ai , Bi , Ci j 为振幅.然后，将式 (52)∼式 (54)

的 15个方程进行分组，具体分为 5个方程组

(A)式 (54b)与式 (54c)

1
3
ρ′d2ψ̈22 = Cm

2211φ̄1,1−
(
Cm

2211ψ11 + Cm
2222ψ22 + Cm

2233ψ33

)

1
3
ρ′d2ψ̈33 = Cm

3311φ̄1,1−
(
Cm

3311ψ11 + Cm
3322ψ22 + Cm

3333ψ33

)

(B)式 (54g)与式 (54i)

1
3
ρ′d2ψ̈23 = −

(
Cm

2323ψ23 + Cm
2332ψ32

)
−

Cs
1111χ1,11 + Cs

1111

(
ψ23,11 − ψ32,11

)

1
3
ρ′d2ψ̈32 = −

(
Cm

3223ψ23 + Cm
3232ψ32

)
+

Cs
1111χ1,11 −Cs

1111

(
ψ23,11 − ψ32,11

)

(C)式 (53a),式 (54g)与式 (54i)

2
3
ρ′d2χ̈1 =

(
BR

1111+ CR
1111+ Cs

1111

)
χ1,11−

Cs
1111

(
ψ23,11 − ψ32,11

)

1
3
ρ′d2ψ̈23 = −

(
Cm

2323ψ23 + Cm
2332ψ32

)
−

Cs
1111χ1,11 + Cs

1111

(
ψ23,11 − ψ32,11

)

1
3
ρ′d2ψ̈32 = −

(
Cm

3223ψ23 + Cm
3232ψ32

)
+

Cs
1111χ1,11 −Cs

1111

(
ψ23,11 − ψ32,11

)

(D)式 (52b),式 (53c), (54d)与 (54f)

ρ ¨̄φ2 =
(
CM

2121+ Cm
2121

)
φ̄2,11 −

(
Cm

2112ψ12,1 + Cm
2121ψ21,1

)

2
3
ρ′d2χ̈3 =

(
BR

3131+ CR
3131+ Cs

3131

)
χ3,11−

Cs
3131

(
ψ12,11 − ψ21,11

)
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1
3
ρ′d2ψ̈12 = Cm

1221φ̄2,1 −
(
Cm

1212ψ12 + Cm
1221ψ21

)
−

Cs
3131χ3,11 + Cs

3131

(
ψ12,11 − ψ21,11

)

1
3
ρ′d2ψ̈21 = Cm

2121φ̄2,1 −
(
Cm

2112ψ12 + Cm
2121ψ21

)
+

Cs
3131χ3,11 −Cs

3131

(
ψ12,11 − ψ21,11

)

或者式 (52c), (53b), (54e)与式 (54h)

ρ ¨̄φ3 =
(
CM

3131+ Cm
3131

)
φ̄3,11 −

(
Cm

3113ψ13,1 + Cm
3131ψ31,1

)

2
3
ρ′d2χ̈2 =

(
BR

2121+ CR
2121+ Cs

2121

)
χ2,11−

Cs
2121

(
ψ31,11 − ψ13,11

)

1
3
ρ′d2ψ̈13 = Cm

1331φ̄3,1 −
(
Cm

1313ψ13 + Cm
1331ψ31

)
+

Cs
2121χ2,11 −Cs

2121

(
ψ31,11 − ψ13,11

)

1
3
ρ′d2ψ̈31 = Cm

3113φ̄3,1 −
(
Cm

3113ψ13 + Cm
3131ψ31

)
−

Cs
2121χ2,11 + Cs

2121

(
ψ31,11 − ψ13,11

)

(E)式 (52a),式 (54a),式 (54b)与式 (54c)

ρ ¨̄φ1 =
(
CM

1111+ Cm
1111

)
φ̄1,11−

(
Cm

1111ψ11,1 + Cm
1122ψ22,1 + Cm

1133ψ33,1

)

1
3
ρ′d2ψ̈11 = Cm

1111φ̄1,1 −
(
Cm

1111ψ11 + Cm
1122ψ22 + Cm

1133ψ33

)

1
3
ρ′d2ψ̈22 = Cm

2211φ̄1,1 −
(
Cm

2211ψ11 + Cm
2222ψ22 + Cm

2233ψ33

)

1
3
ρ′d2ψ̈33 = Cm

3311φ̄1,1 −
(
Cm

3311ψ11 + Cm
3322ψ22 + Cm

3333ψ33

)

再将式 (55)代入这 5个方程组，就可以求得关于波

数 ξ 与频率 ω 的频散方程. (1)对于方程组 (A) 与

(B)，波沿 x1方向传播，形变方向为 x2与 x3方向，

且其形变由剪切应变组成，即可称为横向剪切波；

(2)对于方程组 (C)，形变方向同样为 x2 与 x3 方向

(χ1表示以 x1为轴进行旋转的转动自由度)，且形变

由剪切应变与旋转组成，可称为横向旋转波；(3)对

于方程组 (D)，波沿 x1方向传播，形变方向沿 x2或

者 x3方向传播，可视为经典波动理论的横波概念；

(4)对于方程组 E，波沿 x1方向传播，形变方向沿 x1

方向传播，即为经典波动理论的纵波：

(A)横向剪切波

1
3
ρ.d2ω2 = Cm

2222−Cm
2233 (56)

(B)横向剪切波

1
3
ρ.d2ω2 = Cm

2323+ Cm
2332 (57)

(C)横向旋转波

[(
Br

1111+ Cr
1111+ Cs

1111

)
− 2

3
ρ′d2ω2

]
·

(
Cm

2323−Cm
2332−

1
3
ρ′d2ω2 + 2Cs

1111ξ
2

)
=

2
(
Cs

1111ξ
2
)2

(58)

(D)横波
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
CM

3131 + Cm
3131

)
ξ2 − ρω2

Cm
3113−Cm

3131

2
ξ

Cm
3113 + Cm

3131

2
ξ 0

(
Cm

1331−Cm
3131

)
ξ 2Cs

2121ξ
2 + Cm

1313−Cm
1331−

1
3
ρ′d2ω2 0 2Cs

2121ξ
2

(
Cm

1331 + Cm
1313

)
ξ 0 Cm

1331 + Cm
1313−

1
3
ρ′d2ω2 0

0 Cs
2121ξ

2 0
(
BR

2121 + CR
2121 + Cs

2121

)
ξ2 − 2

3
ρ′d2ω2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

(59)

(E)纵波
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
CM

1111+ Cm
1111

)
ξ2 − ρω2

(
Cm

1111−Cm
1122

)
ξ Cm

1122ξ

Cm
1111ξ Cm

1111−Cm
1122−

1
3
ρ′d2ω2 Cm

1122

(
Cm

1111+ 2Cm
1122

)
ξ 0 Cm

1111+ 2Cm
1122−

1
3
ρ′d2ω2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (60)



第 2 期 修晨曦等：基于微形态模型的颗粒材料中波的频散现象研究 323

其中，式 (58)∼式 (60)中波数 ξ与频率ω的关系比较

复杂，具体的解并未给出.由于假设材料各向同性，

式 (56)与式 (57)求得的频率是相等的. 令 ξ = 0，上

述各种波的截止频率为：

(A)/(B)横向剪切波

ωξ=0 = ω2 (61)

(C)横向旋转波

ωξ=0 =


ω3

ω4

(62)

(D)横波

ωξ=0 =



ω2

ω3

0

(63)

(E)纵波

ωξ=0 =



ω1

ω2

0

(64)

其中，将截止频率从大到小排列有 ω1 > ω2 > ω3 >

ω4 > 0，且

ω1 =

√
l2NV

ρ′d2
Km

n (65a)

ω2 =

√
l2NV

ρ′d2

2Km
n + 3Km

w

5
(65b)

ω3 =

√
l2NV

ρ′d2
Km

w (65c)

ω4 =

√
l2NV

ρ′d2

2r2KR
w + 3GR

n + 2GR
w + 3Gs

n + 2Gs
w

10
(65d)

对于行波来说，可根据截止频率是否为零分为两

类：截止频率为零的声波 (acoustic wave)与截止频率

非零的光波 (optical wave).从式 (61) ∼ 式 (64)可以

看到，横波与纵波均有一个声波分量和两个光波分

量，横向旋转波具有两个光波分量，横向剪切波的形

式为一条光波.此外，截止频率与颗粒接触尺度上的

细观参数相关，当接触刚度取为零时，所有波型均变

为声波.

6 结果与讨论

上一部分中推导了横向剪切波、横向旋转波、横

波、纵波的频散方程，根据此频散方程，可以求得波

数与频率的频散关系.从频散方程可以看到，频散关

系与细观参数相关.通常来讲，基于细观尺度的颗粒

材料研究一般取法向接触刚度为 10∼1 000 MN/m量

级，切向接触刚度取为法向接触刚度的 0.5倍，滚动

刚度取为 100 Nm量级. 理论研究中，颗粒的尺度常

取为 1 mm量级. 本文选取的参数来自 Misra等的研

究 [28]，如表 1所示，那么，上文中非零的截止频率

分别为：ω1 = 8.19× 106 rad/s，ω2 = 6.86× 106 rad/s，

ω3 = 5.74× 106 rad/s，ω4 = 77.5 rad/s.

表 1 细观参数取值

Table 1 Values of micro parameters

Parameters Values Parameters Values Parameters Values

l, d 10−3 m KM
n 200 MN/m KM

w 100 MN/m

r 0.5× 10−3 m Km
n 200 MN/m Km

w 100 MN/m

NV 10−3 m KR
n 0.02 MN/m KR

w 0.01 MN/m

ρ 1 570 kg/m3 GR
n 2× 10−8 MN·m GR

w 10−8 MN·m
ρ′ 3 000 kg/m3 Gs

n 2× 10−8 MN·m Gs
n 10−8 MN·m

图 3 分别给出了表示横向剪切波、横向旋转

波、横波与纵波的频散曲线.从图 3(a)可以看到，对

于横向剪切波来讲，只有一条呈平直的光波型的频

散曲线，在本文参数取值下，无论波数为多大，频率

始终为 6.86×106 rad/s，保持截止频率不变化，即此介

质无论只能传递频率为 6.86×106 rad/s的横向剪切波.

同样地，在图 3(b)中，横向旋转波也具有一条呈平直

的光波型的频散曲线，保持频率为 5.74×106 rad/s，此

外，当波数较小时，有一条频率较小 (小于 80 rad/s)且

迅速衰减的双曲线型光波的频散曲线，表明频率为

5.74×106 rad/s与 0∼77.5 rad/s的横向旋转波能够传递.

从图 3(c)可以看到，横波具有四条频散曲线：第 1条

为低频线性增长的声波，最后达到 7.26× 105 rad/s；

第 2条频率从 0开始随波数增大线性增长，后增速

减小，频率逐渐趋向平稳达到 4.46× 106 rad/s；第 3

条起始频率 (即截止频率) 为 5.74 × 106 rad/s，随后
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略微增大达到稳定的频率 6.34× 106 rad/s；第 4条起

始频率为 6.86× 106 rad/s，随后快速地呈双曲线式增

长.可以看到，第 2条与第 3条曲线之间、第 3条与

第 4条曲线之间分别存在一个狭长带，期间没有任

何频率的波通过，即为横波的频率带隙：4.46×106 ∼
5.74× 106 rad/s与 6.34×106 ∼ 6.86× 106 rad/s.对于纵

波，如图 3(d)，具有 3条频散曲线，除不存在低频的

曲线外，其变化规律与横波基本相同：第 1条频散曲

线达到稳定频率 5.13× 106 rad/s，第 2条频散曲线的

频率从 6.86×106 rad/s增长为 7.75×106 rad/s，第 3条

从截止频率为 8.19×106 rad/s呈双曲线式快速增大，

且有存在两条频率带隙：5.13×106 ∼ 6.86× 106 rad/s

与 7.75×106 ∼ 8.19× 106 rad/s. 此频散曲线的产生与

式 (56) ∼ 式 (60)的频散方程直接相关. 其中，横向

剪切波只受与细观的平动项相关的参数的影响，纵

波的频散由与宏观和细观平动项相关的参数共同影

响，而横向旋转波由细观的平动与转动项控制频散

现象，横波的频散则受宏--细观的平动与转动项的共

同影响.所以，各种形式的波的频散现象会存在差异.

值得注意的是，已有物理实验与离散元模拟 [34,48-49]

证实六方密排结构中横向旋转波与频率带隙的

存在.

(a)横向剪切波

(a)Transverse shear wave

(b)横向旋转波

(b)Transverse rotational wave

(c)横波

(c)Transverse wave

(d)纵波

(d) Longitudinal wave

图 3 横向剪切波、横向旋转波、横波与纵波的频散曲线

Fig. 3 Dispersion curves for transverse shear wave, transverse rotational wave, transverse wave and longitudinal wave
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(a)横向剪切波

(a)Transverse shear wave

(b)横向旋转波

(b) Transverse rotational wave

(c)横波

(c) Transverse wave

(d)纵波

(d) Longitudinal wave

图 4 所建议模型与 Misra模型 [28] 的横向剪切波、横向旋转波、横波与纵波的频散曲线对比图

Fig. 4 Dispersion curves of the proposed model vs. Misra model[28] for transverse shear wave, transverse rotational wave, transverse wave and

longitudinal wave

图 4所示为所建议模型与Misra模型 [28]的横向

剪切波、横向旋转波、横波与纵波的频散曲线对比

图. 对于横向剪切波，频散曲线基本重合.对于横向

旋转波，本文所建议模型多具有 1条低频的频散曲

线，而另 1条基本重合.对于横波，本文所建议模型

多具有 1条较低频的直线型频散曲线，而另外 3条

与Misra模型 [28]的频散曲线的变化规律相近，其中

1条频散曲线基本重合，所建议模型低频的频率带

隙比Misra模型 [28]更窄，高频的频率带隙基本一致.

对于纵波，两个模型均具有 3条频散曲线，且相互重

合，频率带隙基本一致.横向旋转波与横波同 Misra

模型所预测存在差异，而其他形式的波基本一致，

主要因为本文所建议模型多考虑了一个独立的转动

自由度，因而具备了一个考虑转动的变形模式，通过

式 (52)∼式 (54)可以反映出来，转动自由度主要影

响横向剪切波与横波的频散方程.

图 5 所示为所建议模型预测频率带隙的宽度.

从图中可以看到，综合考虑横向剪切波、横向旋转

波、横波与纵波的频散曲线，存在两个狭长带 (图中

红色与蓝色阴影区域)，无论波数如何变化，期间均

无任何频率的波能够在此介质传播，即此介质的频

率带隙为 5.13×106 ∼ 5.74 × 106 rad/s与 6.34×106 ∼
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6.86× 106 rad/s.对比于 Misra模型 [28] 预测的频率带

隙，总体上，频率带隙的宽度相一致，但横波的频率

带隙的宽度，本文建议模型所预测要窄于 Misra模

型，这还是由于所建议模型具有多考虑转动的变形

模式的存在所引起的.

图 5 所建议模型预测频率带隙

Fig. 5 The frequency band gaps predicted by the proposed model

7 结 论

颗粒材料的细观力学方法已经被应用于发展颗

粒材料的微形态模型. 基于此方法发展的颗粒材料

宏观连续体模型可以反映细观结构信息.本文针对颗

粒材料提出了一个基于细观力学的微形态模型. 首

先采用 Mindlin-Eringen的微结构理论 [29-30] 进行运

动分析，对颗粒的平动与转动均进行分解，分解为

宏观平均运动 (平动与转动) 和细观真实运动 (平动

与转动)两部分，并认为颗粒的细观真实运动 (平动

与转动) 是由宏观平均运动 (平动与转动) 与相对运

动 (平动与转动) 组成. 基于此分解，求得相应的细

观本构关系和细观变形能函数，并且宏观变形能由

细观变形能求和得到. 由此可获得基于细观量表示

的宏观本构关系与相应的本构模量.

基于所建议的微形态模型预测和探讨波在弹性

颗粒介质中传播的现象，考察了纵波、横波、横向剪

切波、横向旋转波的频散关系，并对其频率带隙进行

预测，主要结论如下：

(1)所建议模型能够模拟频散现象.由于纵波、

横波、横向剪切波、横向旋转波的频散关系分别受

宏 -细观尺度上的与平动项与转动项相关的参数的

影响，其频散曲线各不相同.横向剪切波具有 1条平

直的频散曲线；横向旋转波具有 1条平直的频散曲

线与 1条呈双曲线衰减型频散曲线；纵波具有 3条

频散曲线，且与 Misra[28] 所预测的频散曲线基本重

合；由于所建议模型具有考虑了转动自由度的变形

模式，横波具有四条频散曲线，比Misra[28]所预测的

多出一条低频的呈线性增长的频散曲线，另外 3条

变化规律相似且其中一条频散曲线基本重合.

(2) 所建议模型预测了弹性颗粒介质的频率带

隙.无论波数如何变化，频率范围为 5.13×106 ∼ 5.74×
106 rad/s与 6.34×106 ∼ 6.86× 106 rad/s的波均不能在

此介质中传播，即为所建议模型预测的频率带隙.
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