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动力学与控制

空间刚性杆--弹簧组合结构轨道、姿态耦合

动力学分析
1)

尹婷婷 邓子辰 2) 胡伟鹏 李庆军 曹珊珊

(西北工业大学力学与土木建筑学院，西安 710072)

摘要 以空间太阳帆塔在轨运行中遇到的强耦合动力学问题为研究背景，建立了空间刚性杆--弹簧组合结构轨

道与姿态耦合问题的动力学模型，采用辛 (几何)算法研究了其轨道与姿态耦合的动力学行为，研究结果可以从

系统的能量保持情况间接得到验证.首先，基于变分原理，通过引入对偶变量将描述空间刚性杆--弹簧组合结构

动力学行为的拉格朗日方程导入哈密尔顿体系，建立简化模型的正则控制方程；随后，采用辛龙格库塔方法模

拟分析了地球非球摄动对轨道、姿态的影响及系统能量的数值偏差问题.数值模拟结果显示：随着初始姿态角

速度增大，轨道半径的扰动增大，轨道与姿态之间的耦合效应加剧；带谐摄动对空间刚性杆 --弹簧组合结构模

型的轨道、姿态产生的影响比田谐摄动要高出至少两个数量级；同时辛龙格库塔方法能更好地快速模拟地球非

球摄动影响下空间刚性杆--弹簧组合结构的动力学行为，并能够长时间保持系统的总能量，有望为超大空间结

构实时反馈控制提供实时动力学响应结果.

关键词 太阳帆塔，刚性杆--弹簧，地球非球摄动，辛 (几何)算法，能量偏差

中图分类号：O241，V476.5 文献标识码：A doi：10.6052/0459-1879-17-337

DYNAMIC MODELLING AND SIMULATION OF ORBIT AND ATTITUDE COUPLING

PROBLEMS FOR STRUCTURE COMBINED OF SPATIAL RIGID RODS AND SPRING 1)

Yin Tingting Deng Zichen2) Hu Weipeng Li Qingjun Cao Shanshan

(Department of Engineering Mechanics，Northwestern Polytechnical University，Xi’an 710072，China)

Abstract For the strong coupling dynamic problems of the sail tower solar power satellite in orbit, a simplified model

combined of spatial rigid rods and spring that describes the coupling dynamic behaviours of orbit and attitude is estab-

lished. The coupling dynamic effects of the simplified model are analyzed by the symplectic geometry method and the

numerical results can be verified indirectly by the energy conservation of the system. Firstly, based on the variational

principle, by introducing the symplectic variables the Lagrange equation describing the dynamic behaviour of the simpli-

fied model combined by spatial rigid rods and spring is expressed in the form of the Hamilton system, and the associated

canonical governing equations of the simplified model are established. And then, the influence of the Earth non-shape

perturbation on the orbit, attitude coupling dynamic motion is simulated by the symplectic Runge-Kutta method and the

energy deviation of the simplified model is also analyzed by the symplectic Runge-Kutta method. According to the nu-

2017–10–11收稿，2018–01–02录用, 2018–01–02网络版发表.

1)国家自然科学基金资助项目 (11432010，11672241和 11502202).

2)邓子辰，教授，主要研究方向：非线性动力学系统的保结构分析与控制. E-mail: dweifan@nwpu.edu.cn

引用格式：尹婷婷,邓子辰,胡伟鹏,李庆军,曹珊珊.空间刚性杆--弹簧组合结构轨道、姿态耦合动力学分析.力学学报, 2018, 50(1): 87-98

Yin Tingting, Deng Zichen, Hu Weipeng, Li Qingjun, Cao Shanshan. Dynamic modelling and simulation of orbit and attitude coupling

problems for structure combined of spatial rigid rods and spring.Chinese Journal of Theoretical and Applied Mechanics, 2018, 50(1):

87-98



88 力 学 学 报 2018年 第 50 卷

merical results, it can be concluded that with the increase of the initial attitude angle velocity, the disturbance of the orbital

radius increases and the coupling dynamics between orbit and attitude increases. The effect of zonal harmonic term is

higher than that of the tesseral harmonic term at least about two orders of magnitude. And the symplectic Runge-Kutta

method proposed could reproduce the dynamic properties of the sail tower solar power satellite associated with the Earth

non-shape perturbation rapidly and preserve the energy well with excellent long-time numerical stability, which will give

a new approach to obtain the real-time dynamic response of the ultra-large spatial structure for the real-time feedback

controller design.

Key words sail tower solar power satellite，rigid rods and spring，earth non-shape perturbation，symplectic geometry

method，energy deviation

引 言

随着空天飞行技术的不断发展，对超大空间飞

行器结构上的要求也日益复杂. 在当前及未来超

大空天飞行器结构中，杆作为超大空间结构的基本

构件，其动力学特性分析 [1]，特别是相关耦合动

力学行为的研究，已经引起了学术界的广泛关注：

Duboshin[2] 以圆柱形飞行器为研究对象，建立了描

述空间飞行器刚性模型平动 --转动耦合效应的动力

学方程；Jung等 [3] 提出了一种两片式哑铃模型并用

于研究具有移动质量的绳系卫星系统. Lange[4] 基于

Euler-Hill方程研究了空间卫星轨道、姿态之间的线

性耦合行为并利用频域方法推导了用于空间卫星姿

态控制的稳定性条件. Wie等 [5] 以在地球同步轨道

上运行的 Abacus太阳能电站为研究对象，采用牛顿

力学方法建立了轨道、姿态耦合的动力学方程，并对

其轨道、姿态进行了动力学分析与控制方面的研究.

Ishimura等 [6] 建立了绳系太阳能电站构件的弹性杆

模型，并研究了其轨道、俯仰姿态、轴向振动之间的

耦合动力学行为.邓子辰等 [7] 针对空间太阳帆塔的

模型，采用辛 (几何)算法 [8-9] 对其进行了在轨动力

学模拟与系统稳定型分析，进一步拓展了保辛思想

在空间动力学领域的应用研究 [10-11].

地球非球摄动对超大飞行器空间结构在轨运行

动力学行为的影响不可忽略 [12]. 对空间太阳能电站

而言，地球非球摄动是影响其在轨运行动力学行为

的主要因素之一 [13]. 在地球非球摄动研究方面，

Casanova等 [14] 在哈密尔顿体系 (Hamilton)下分析

了不同面质比的空间碎片在地球非球摄动、太阳光

压摄动、日月摄动等条件下的短期和长期的动力学

行为. Liu等 [15]采用 Kelvin-Voigt方法研究了太阳帆

的柔性梁模型在重力梯度力矩和控制力矩作用下的

系统响应.温生林等 [16]分析了地球非球摄动对卫星

轨道偏心率的影响，并提出了基于能量守恒原理的

超低轨道维持策略.对于受摄动影响的轨道运动动力

学方程，一般很难得到方程的精确解，或者说可能不

存在精确解，因此在工程实践中广泛采用数值计算

方法对动力学模型进行求解的方案.但是在计算过程

中，传统的数值计算方法可能会引起关于数值耗散

方面的问题，且无法保持哈密尔顿系统的能量不随

时间而变化，这显然会歪曲哈密尔顿系统的固有特

性. 冯康院士在提出用于保结构计算的辛 (几何)算

法的初期 [17]，就已经开始尝试将辛算法应用于天体

力学的研究，并对天体运动行为进行了长时间的预

测.

超大型空间结构动力学特性异常复杂，其快速

动力学响应分析是对大型空间结构实时控制的前提

条件.采用柔性结构对应的动力学模型分析超大型空

间结构构件动力学响应精度更高，然而，其计算效率

远远不能满足实时反馈控制的要求，因此，本文以空

间太阳帆塔在轨运行动力学问题为背景，在文献 [7,

18]的基础上建立空间刚性杆--弹簧组合结构模型的

动力学方程，发展保结构方法快速分析结构动力学

响应，意在为超大空间结构构件的实时反馈控制提

供实时动力学响应数据，同时，也检验了保结构分析

方法在超大型空间结构构件动力学分析过程中的有

效性.

1 系统耦合动力学模型的建立

1998年欧洲在 “System Concepts, Architectures

and Technologies for Space Exploration and Utilization”

计划中提出了太阳帆塔的设计模型 [19]，如图 1 所

示，此设计方案的优点是结构简单、稳定性好、设计

理念模块化等.因此以太阳帆塔单元为研究对象，将

其简化为具有转动惯量的刚性杆，刚性杆之间采用
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质量忽略不计的弹簧连接 [7,20]，简化模型如图 2所

示.假定该刚性杆--弹簧组合模型受地球中心引力场

作用，仅在平面轨道内运动，忽略日--月摄动、大气

阻力、太阳辐射光压等的影响，建立以地心 O为圆

心的惯性坐标系 O--xyz，Ox轴与赤道长半轴重合并

指向春分点，Oz轴与赤道面相垂直，并且Oy轴的方

向由右手螺旋法则确定.简化的空间刚性杆，其空间

位形可用极坐标描述为

q =
[
qr1 qθ1 qα1 qr2 qθ2 qα2

]T
=

[r1 θ1 α1 r2 θ2 α2]T

式中，6个广义坐标的物理意义分别为：r1和 r2表示

空间刚性杆质心在轨运行的轨道半径，θ1和 θ2表示

空间刚性杆质心的轨道转角 (即真近角)，α1和 α2表

示空间刚性杆模型的姿态角.

对空间刚性杆--弹簧组合结构而言，刚性杆的平

图 1 太阳帆塔概念模型

Fig. 1 The concept of solar sail tower model

图 2 太阳帆塔简化模型

Fig. 2 The simplified model for sail tower solar power satellite

动动能 Tp和转动动能 Tv，分别表示为

Tp =
1
2
ρl[ ṙ2

1 + (r1θ̇1)2] +
1
2
ρl[ ṙ2

2 + (r2θ̇2)2]

Tv =
1
2
ρl3

12
(θ̇1 + α̇1)2 +

1
2
ρl3

12
(θ̇2 + α̇2)2


(1)

其中，ρ和 l分别表示空间刚性杆的线密度及长度，

各变量上的 “.” 表示变量对时间的导数.因此模型的

动能 T可以表示为

T = Tp + Tv =
1
2
ρl[ ṙ2

1 + (r1θ̇1)2]+

1
2
ρl[ ṙ2

2 + (r2θ̇2)2] +
1
2
ρl3

12
(θ̇1 + α̇1)2+

1
2
ρl3

12
(θ̇2 + α̇2)2 (2)

由于地球是质量分布不均、两极稍扁且赤道略

鼓的扁球体状，因此地球非球摄动对刚性杆件万有

引力势能的影响不可忽略.对于运行在地球同步轨道

上的空间结构，根据文献 [21],需要考虑带谐摄动、

田谐摄动对空间结构在轨运行的影响，此时模型的

万有引力势能可以表示为

Ue = U0 + U1 + U2 (3)

其中 U0，U1和 U2分别表示为

U0 = −µρl
r1

+
µρl3

24r3
1

(1− 3 cos2α1)−

µρl
r2

+
µρl3

24r3
2

(1− 3 cos2α2)

U1 = −µJ2R2
eρl

2r3
1

− µJ2R2
eρl

2r3
2

U2 = −3µJ22R2
eρl

r3
1

− 3µJ22R2
eρl

r3
2



(4)

其中，µ为地球万有引力常数，Re为地球赤道半径，

J2和 J22分别为带谐项摄动系数及田谐项摄动系数.

两根刚性杆之间被长度为 l0、质量不计的弹

簧相连，弹簧与两根刚性杆连接处的坐标分别为

(x1, y1) 和 (x2, y2)，因此空间刚性杆 --弹簧组合结构

系统的弹性势能 Uk可以表示为

Uk =
1
2

k[
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 − l0]2 (5)

其中 k为弹簧的弹性系数.
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因此模型的势能 U 可以表示为

U = Ue + Uk = −µρl
r1

+
µρl3

24r3
1

(1− 3 cos2α1)−

µρl
r2

+
µρl3

24r3
2

(1− 3 cos2α2)−

µJ2R2
eρl

2r3
1

− µJ2R2
eρl

2r3
2

−

3µJ22R2
eρl

r3
1

− 3µJ22R2
eρl

r3
2

+

1
2

k[
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 − l0]2 (6)

由式 (2)和式 (6)推导得到空间刚性杆 --弹簧组

合结构的拉格朗日函数，如下

L = T − U =
1
2
ρl[ ṙ2

1 + (r1θ̇1)2] +
1
2
ρl[ ṙ2

2 + (r2θ̇2)2]+

1
2
ρl3

12
(θ̇1 + α̇1)2 +

1
2
ρl3

12
(θ̇2 + α̇2)2+

µρl
r1
− µρl3

24r3
1

(1− 3 cos2α1) +
µρl
r2
−

µρl3

24r3
2

(1− 3 cos2α2)+

µJ2R2
eρl

2r3
1

+
µJ2R2

eρl

2r3
2

+
3µJ22R2

eρl

r3
1

+
3µJ22R2

eρl

r3
2

−

1
2

k
[ √

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 − l0
]2 (7)

2 辛分析方法

引入广义动量

p =
[
p1 p2 p3 p4 p5 p6

]T
=

[
pr1 pθ1 pα1 pr2 pθ2 pα2

]T (8)

根据拉格朗日函数，由 p =
∂L
∂q̇
得到广义动量的

表达式

p = Dq̇

其中 D =



ρl

ρlr 2
1 +

ρl3

12
ρl3

12
0

ρl3

12
ρl3

12

ρl

0 ρlr 2
2 +

ρl3

12
ρl3

12

ρl3

12
ρl3

12



.

对系统进行勒让德 (Legendre)变换，得到系统的

哈密尔顿函数 [22]

H (p, q) = pT q̇− L (9)

由哈密尔顿变分原理得到

ṗ = −∂H
∂q

q̇ =
∂H
∂p


(10)

展开即得到描述空间刚性杆 --弹簧组合结构模型的

哈密尔顿正则方程组，具体如下

q̇r1 =
pr1

ρl

q̇θ1 =
pθ1 − pα1

ρlr 2
1

q̇α1 = − 1

ρlr 2
1

pθ1 +
( 12
ρl3

+
1

ρlr 2
1

)
pα1

q̇r2 =
pr2

ρl

q̇θ2 =
pθ2 − pα2

ρlr 2
2

q̇α2 = − 1

ρlr 2
2

pθ2 +
( 12
ρl3

+
1

ρlr 2
1

)
pα2

ṗr1 =
(pθ1 − pα1)

2

ρlr 3
1

− µρl

r2
1

+
µρl3

8r4
1

(1− 3 cos2α1)−

3µJ2R2
eρl

2r4
1

− 9µJ22R2
eρl

r4
1

−

k(
√

M − l0)[−l cosα1 − 2r2 cos(∆θ)−

l cos(−∆θ + α2) + 2r1]
/
(2
√

M)

ṗθ1 = −k(
√

M − l0)[2r1r2 sin(∆θ)−

r1l cos(−∆θ + α2) − r2l sin(∆θ + α1)−
1
2

l2 sin(∆θ + ∆α)]
/
(2
√

M)

ṗα1 = −µρl3

4r3
1

sinα1 cosα1−

k(
√

M − l0)[r1l sinα1 − r2l sin(∆θ + α2)−
1
2

l2 sin(∆θ + ∆α)]
/
(2
√

M)


(11a)
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ṗr2 =
(pθ2 − pα2)

2

ρlr 3
2

− µρl

r2
2

+
µρl3

8r4
2

(1− 3 cos2α2)−

3µJ2R2
eρl

2r4
2

− 9µJ22R2
eρl

r4
2

−

k(
√

M − l0)(l cosα2 − 2r1 cos(∆θ)+

l cos(∆θ + α1) + 2r2)
/
(2
√

M)

ṗθ2 = −k(
√

M − l0)[−2r1r2 sin(∆θ)+

r1l cos(−∆θ + α2) + r2l sin(∆θ + α1)+

1
2

l2 sin(∆θ + ∆α)]
/
(2
√

M)

ṗα2 = −µρl3

4r3
2

sinα2 cosα2−

k(
√

M − l0)[−r2l sinα2 + r1l sin(−∆θ + α2)+

1
2

l2 sin(∆θ + ∆α)]
/
(2
√

M)


(11b)

其中

∆θ = θ1 − θ2 , ∆α = α1 − α2

M = −r1l cosα1 − 2r1r2 cos(∆θ)−

r1l cos(−∆θ + α2) + r2l cos(∆θ + α1)+

1
2

l2 cos(∆θ + ∆α) + r2l cosα2 + r2
1 +

1
2

l2 + r2
2

对于无约束系统而言，建模得到的系统哈密尔

顿方程通常为常微分方程组，可以利用龙格库塔方

法进行计算求解.式 (11)为 u̇ = f (t,u)形式的常微分

方程组，其中

u =
[
q p

]T
= [r1 θ1 α1 r2 θ2 α2

pr1 pθ1 pα1 pr2 pθ2 pα2]
T

u0 =
[
q0 p0

]T
= [r10 θ10 α10 r20 θ20 α20

pr10 pθ10 pα10 pr20 pθ20 pα20]
T



式中，u0为系统模型运行轨道的初始值

q0 = [r10 θ10 α10 r20 θ20 α20]T

p0 = [pr10 pθ10 pα10 pr20 pθ20 pα20]
T

因此式 (11)可以采用龙格库塔方法进行求解. s级的

经典龙格库塔方法的一般格式为

un+1 = un + h
s∑

i=1

bi ki

ki = f (tn + cih,un + h
s∑

j=1

ai j k j)



(12)

式中，i, j = 1,2, · · · , s，ai j，b j 和 ci 为待定系数，

且满足以下条件：b j > 0，
s∑

i=1

bi = 1，
s∑

j=1

ai j = ci，

s∑

j=1

c j = 1；h为计算步长.

从保结构的观点看，龙格库塔方法并不能自动

保辛，因此，冯康 [23]通过添加人工约束，使得龙格

库塔方法在某些特殊情形下满足保辛要求，从而发

展成了辛龙格库塔方法.冯康 [23]和 Sanz-Serna等 [24]

已经证明格式 (12)是辛的，当且仅当其系数满足如

下的条件

bib j − ai j bi − a ji b j = 0 (13)

其中 i, j = 1,2, · · · , s. 由于辛龙格库塔方法程序模块
化程度高，稳定性好，备受计算数学家的青睐.在式

(13)中，当系数 ai j 和 bi 取不同的值时，可以得到不

同的辛龙格库塔格式，其中一种常用的 2级 4阶辛

龙格库塔格式如下所示 [25]

un+1 = un +
h
2

(k1 + k2)

k1 = f
[
tn +

1
2
−
√

3
6

 h,un +
h
4

k1+

1
4
−
√

3
6

 hk2

]

k2 = f
[
tn +

1
2

+

√
3

6

 h,un +
h
4

k2+

1
4

+

√
3

6

 hk1

]



(14)

3 动力学分析及结果讨论

在本节的数值仿真中，空间刚性杆 --弹簧组合

结构模型相关的参数取值如下所示：刚性杆初始长

度 l = 150 m，线密度 ρ = 21.333 kg/m；弹簧初始长

度 l0 = 100 m，弹性系数 k = 1 N/m；地球赤道半径为

Re = 6.378 14× 106 m，万有引力常数 µ = 3.986 03×
1014 m/s2，带谐项摄动系数 J2 = 1.082 63×10−3，田谐

项摄动系数 J22 = 1.812 22× 10−6[26-27]；系统模型运

行在地球同步轨道上，初始值取为 r10 = 4.227 458×
107 m，r20 = 4.227 433× 107 m，θ10 = θ20 = 0◦，α10 =

α20 = 0◦，ṙ10 = ṙ20 = 0，θ̇10 = θ̇20 =

√
µ
( r1 + r2

2

)−3
=

7.263 622 335 2× 10−5 rad/s，α̇10 = α̇20 = 0[18,28].
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图 3给出了空间刚性杆 --弹簧组合结构模型中

刚性杆质心半径的变化情况.从图中可以看出，带谐

项摄动、田谐项摄动均会引起刚性杆质心半径的偏

移，其中带谐摄动、田谐项摄动分别引起质心半径

最大约 65 m和 0.66 m的轨道变化，这说明带谐摄动

对轨道半径的影响较田谐摄动高约两个数量级. 图

4给出了空间刚性杆--弹簧组合结构模型真近点角 θ

的变化情况.从图中可以看出，带谐摄动、田谐摄动

对真近点角偏移的影响均较小，其中带谐摄动造成

真近点角约 1.75× 10−2 的角度偏移，而由于田谐摄

动造成真近点角约 1.75×10−4的角度偏移，两者比较

可以看出较田谐摄动，带谐摄动对真近点角偏移的

影响更大.图 5给出了姿态角 α的变化情况，从图中

可以看出，带谐摄动、田谐摄动对姿态角偏移的影

(a) r1的变化情况

(a) Variation ofr1

(b) r2的变化情况

(b)Variation ofr2

图 3 质心半径 r 的变化情况

Fig. 3 Evolutions of the orbit radiusr
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(a) θ1的变化情况

(a) Variation ofθ1

(b) θ2的变化情况

(b) Variation ofθ2

图 4 真近点角 θ的变化情况

Fig. 4 Evolutions of the true anomaly

响均较小，其中带谐摄动造成姿态角约 4.6× 10−3的

角度偏移，而田谐摄动造成姿态角约 4.6× 10−5的角

度偏移，两者比较说明带谐摄动较田谐摄动对姿态

角偏移的影响更大.

另外，从系统势能的表达式 (4)中可以看出，带

谐摄动、田谐摄动均会对万有引力势能产生影响，

其比值可以表示为

η =
U1

U2
=

(
− µJ2R2

eρl

2r3
1

− µJ2R2
eρl

2r3
2

)/

(
− 3µJ22R2

eρl

r3
1

− 3µJ22R2
eρl

r3
2

)
=

0.995 675 653 802 15× 102 ≈ 1× 102 (15)
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(a)α1的变化情况

(a) Variation ofα1

(b) α2的变化情况

(b) Variation ofα2

图 5 姿态角 α的变化情况

Fig. 5 Evolutions of the attitude angle

即：带谐摄动与田谐摄动对系统势能的影响相

差大约 100倍.由于系统是弱线性的，这一比例关系

将直接映射到带谐摄动和田谐摄动对系统动力学性

能的影响程度中，而从上文中得到的关于质心半径

r,真近点角 θ及姿态角 α三个方面的数值计算结果

也验证了以上结论，如图 3∼图 5所示，从这一点上

讲，本文采用辛龙格库塔格式得到的数值结果能够

很好地再现系统的弱线性特性.

已有研究表明 [7]，空间杆姿态角的稳定平衡位

置为 α1 = α2 = 0，因此在考虑带谐摄动和田谐项

摄动的情况下，本文考察当系统初始姿态角 α10 =

α20 = 1/64 rad、初始姿态角速度分别为以下三种情

形时无质量弹簧的变化情况：(1) α̇ = 0 rad/s；(2) α̇ =

0.1 rad/s；(3)α̇ = 0.2 rad/s，得到弹簧的伸长量情况分

别如图 6所示. 由图 6可以看出，当 α̇ = 0 rad/s时，

弹簧的伸长量变化幅度非常小，这是因为空间杆的
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轨道与姿态之间的耦合效应非常弱，引力梯度的影

响难以在数值结果中得到体现；当 α̇ = 0.1 rad/s及

α̇ = 0.2 rad/s时，弹簧的伸长量变化幅度比姿态角速

度为零时至少高 1个数量级，其原因是空间杆轨道与

姿态之间的耦合效应加剧，轨道半径的扰动增大，

导致弹簧的伸长量变化幅度随之增大.

(a) α̇ = 0 rad/s

(b) α̇ = 0.1 rad/s

(c) α̇ = 0.2 rad/s

图 6 弹簧伸长量的变化情况

Fig. 6 Evolutions of the length of the spring

方程组 (11)是一个弱非线性系统，无法采用现

有的理论得到其解析解用于比较本文计算结果的精

确度，因此，本文将从另一个角度对以上结果加以验

证.在本节模拟仿真条件下，空间太阳帆塔在轨运行

中系统的能量是守恒的，其哈密尔顿函数表示的即

为系统的整体能量，因此，记录每一时间步系统的哈

密尔顿函数如下

H = T + U =
1
2
ρl[ ṙ2

1 + (r1θ̇1)2] +
1
2

I (θ̇1 + α̇1)2 − µρl
r1

+

µρl3

24r3
1

(1− 3 cos2α1) − µJ2R2
eρl

2r3
1

− 3µJ22R2
eρl

r3
1

+

1
2
ρl[ ṙ2

2 + (r2θ̇2)2] +
1
2

I (θ̇2 + α̇2)2 − µρl
r2

+

µρl3

24r3
2

(1− 3 cos2α2) − µJ2R2
eρl

2r3
2

− 3µJ22R2
eρl

r3
2

+

1
2

k[
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 − l0]2 (16)

哈密尔顿函数值与初始时刻哈密尔顿函数值之

间的相对偏差，记为

δH(t) =
|H(t) − H(0)|

H(0)

其中，H(0)表示初始时刻空间刚性杆--弹簧组合结构

系统的哈密尔顿函数值.当利用内存为 4 GB、CPU为

E8400型号的电子计算机对系统进行数值模拟时，

使用辛龙格库塔方法、经典龙格库塔方法计算得到

的关于系统相对能量偏差以及两种方法计算所需时

间的比较，分别如图 7、表 1 所示. 从图 7(a)可以

看出，在哈密尔顿体系下，在不考虑摄动、仅考虑田

谐摄动和仅考虑带谐摄动三种情况下，使用辛龙格

库塔方法计算得到的系统相对能量偏差保持在 10−16

量级；在同时考虑带谐摄动和田谐摄动的情况下，

计算得到的系统相对能量偏差保持在 10−15量级.从

图 7(b)可以看出，在不考虑摄动的情况下，使用传统

龙格库塔方法计算得到的系统相对能量偏差为 10−11

量级；仅考虑带谐摄动、同时考虑带谐摄动和田谐摄

动这两种情况下，计算得到的系统相对能量偏差都

是 10−9量级；而当仅考虑田谐摄动的情况下，得到

的系统相对能量偏差为 10−10 量级. 由图 7(a)和图

7(b)可以看出无论是否考虑地球非球摄动，使用传

统龙格库塔方法计算得到的系统相对能量偏差不仅

呈现线性增长的趋势，而且所得到的计算结果比辛

龙格库塔方法低至少 4个量级.
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(a)辛龙格库塔方法

(a) Symplectic Runge-Kutta method

(b)龙格库塔方法

(b) Runge-Kutta method

图 7 系统相对能量偏差图

Fig. 7 Relative energy deviation

表 1 数值计算用时的比较

Table1 The comparison of numerical calculation time

h = 10 s h = 30 s h = 60 s

Runge-Kutta method 700 s 100 s 60 s

symplectic Runge-Kutta method 60 s 10 s 4 s

从表 1可以看出，使用辛龙格库塔方法的计算

速度至少比龙格库塔方法快 1个量级，因此对于长

时间的数值仿真过程而言，本文使用的辛龙格库塔

方法可以显著节约计算时间，有望为超大空间结构

构件的实时反馈控制提供实时动力学响应数据.

4 结 论

本文以空间太阳帆塔为研究对象，建立了空间

刚性杆 --弹簧组合结构模型，通过 Legendre变换将
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系统运动方程导入哈密尔顿体系，得到了系统模型

轨道、姿态耦合的动力学方程，从保结构数值分析结

果中得到如下结论.

(1)地球非球摄动中的带谐摄动和田谐摄动对刚

性杆 --弹簧组合结构模型的轨道、姿态均会产生影

响，并且带谐摄动产生的影响要高出田谐摄动约两

个数量级.

(2) 随着空间杆姿态角速度的增大，空间杆轨

道与姿态之间的耦合效应加剧，轨道半径的扰动增

大，弹簧的伸长量变化幅度增加明显.

(3)哈密尔顿体系下的辛 (几何) 算法在快速分

析结构动力学响应方面具有突出优势，计算速度较

传统龙格库塔方法快至少一个量级.
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