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动力学与控制

浮放物体平面多刚体动力学建模与算法研究
1)

张润森 王 琪 2)

(北京航空航天大学航空科学与工程学院,北京 100191)

摘要 采用非光滑多体系统动力学的方法研究浮放物体与基础平台组成的多体系统，建立其非光滑接触的动力

学方程与数值算法. 浮放物体由主体部分和支撑腿组成，其间通过含黏弹性阻力偶的转动铰连接. 支撑腿与基

础平台间的接触力简化为接触点的法向接触力和摩擦力，采用扩展的赫兹接触力模型描述接触点的法向接触

力，采用库伦干摩擦模型描述其摩擦力.采用笛卡尔坐标系下的位形坐标作为系统的广义坐标.首先，将基础平

台运动看作非定常约束，用第一类拉格朗日方程建立系统的动力学方程，并采用鲍姆加藤约束稳定化的方法解

决违约问题.随后给出基于事件驱动法和线性互补方法的数值算法.当相对切向速度为零时，构造静滑动摩擦力

的正负余量和正、负向加速度的互补关系，从而将接触点黏滞--滑移切换的判断以及静滑动摩擦力的计算转化

为线性互补问题进行求解，并采用 Lemke算法求解线性互补问题.最后，通过数值仿真选择合适的步长；通过

仿真结果说明浮放物体运动中存在的黏滞--滑移切换现象以及基础平台运动、质心位置对浮放物体运动的影响.
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RESEARCH ON MODELING AND NUMERICAL METHOD OF FREE STANDING BODY

ON PLANAR RIGID MULTIBODY DYNAMICS 1)

Zhang Runsen Wang Qi2)

(School of Aeronautic Science and Engineering，Beihang University，Beijing100191，China)

Abstract A multibody system composed of free standing body and the basic platform is investigated by non-smooth

dynamics of multibody system. Dynamic equations and numerical method of the system with non-smooth contacts are

proposed. The free standing body consists of main body and supporting legs, which are connected by revolute joints with

viscoelastic moments. The contact forces between free standing body and the basic platform are simplified as normal

forces and frictional forces of contact points. Moreover, the modified Hertz contact model and Coulomb’s law for dry

friction are employed to describe normal forces and frictional forces, respectively. And the configuration coordinates

of Cartesian coordinate system are used as the generalized coordinates. Firstly, the system’s dynamic equations are

established by Lagrange’s equations of the first kind and the motion of basic platform is regarded as a rheonomous

constraint. The problem of constraints violations is solved by Baumgarte stabilization method. Secondly, the numerical

method of the multibody system are proposed, which is based on the event-driven schemes and linear complementarity

formulations. The complementary formulations of friction saturations and the relative accelerations in the tangential are

given, while the relative velocities in the tangential of the contact points are equal to zero. Therefore the judgements
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of stick-slip transitions for contact points and the solutions of frictional forces in stick situation could be solved as a

linear complementarity problem. And the linear complementarity problem is solved by Lemke’s algorithm. Finally, an

appropriate step is chosen by the simulation. Then the numerical simulations denote the stick-slip phenomenon and the

influence of basic platform as well as mass centre’s position.

Key words free standing body, non-smooth, Coulomb dry friction, linear complementarity problem, contact force

引 言

海上回收的火箭 (如图 1所示)、文物、家具、仪

器设备等以浮放方式放置于基础平台上的物体统称

为浮放物体，其受到基础平台运动的影响而产生滑

移、摇晃、倾覆、甚至坠落等现象而受到损坏.为此，

国内外学者对浮放物体的动力学特性展开了大量

研究.

图 1 猎鹰 9号火箭

Fig. 1 Rocket Falcon IX

Housner[1]将浮放物体简化为为对称均质的块状

刚体，假设浮放物体与基础平台之间为点接触且无

相对滑动，采用经典碰撞理论 (冲量与动量方法)建

立了浮放物体的动力学方程，并分析了浮放物体倾

覆时的最小脉冲加速度.

学者们在 Housner模型的基础上对浮放物体的

摇晃运动进行了大量理论和实验的研究，并取得了

阶段性的成果 [2-4]. Zhang等 [5] 对基础平台不同运动

规律下浮放物体的摇晃运动进行了研究，得到了浮

放物体不同的倾覆方式；Shi等 [6]对非对称浮放物体

的摇晃运动进行了数值模拟，研究了其动力学行为.

Shenton等 [7-8]指出基础平台激励下浮放物体存在着

摇晃、滑移、摇晃--滑移、相对基础平台静止等运动

形式，并推导了浮放物体摇晃、滑移、摇晃 --滑移 3

种运动形式下的动力学方程，指出了考虑浮放物体

与基础平台之间相对滑移的重要性.周乾 [7]，Roussis

等 [8]，Taniguchi等 [9]，Contento等 [10]，Pompei等 [11]

在 Shenton研究的基础上展开了进一步的研究.研究

了考虑浮放物体与基础平台间的相对运动时，基础

平台不同运动形式下浮放物体的动力学行为.这些研

究基于Housner关于碰撞的假设，碰撞在瞬间完成，

且为完全塑性碰撞.

不同于 Housner模型，一些文献考虑了浮放

物体和基础平台的变形，采用离散单元方法 (dis-

tinct/discrete element method)研究了浮放物体的动力

学行为 [12-13]. 当浮放物体与基础平台发生接触时，

该方法将法向接触力和切向接触力表示为接触点相

对位移和相对速度的函数，然后将法向接触力和切

向接触力代入动力学方程进行求解.

在某些情况下，浮放物体和基础平台可以视为

一个多体系统 [14]. 然而与行进的被动行走器 [15]、

考虑间隙的非理想铰 [16-17]、行驶的车辆 [18]、着陆的

飞机 [19]等非光滑多体系统相同，浮放物体和基础平

台之间存在的含摩擦接触问题给动力学方程的求解

带来了困难. Zhang等 [20] 和 Yilmaz等 [21] 分别将非

光滑多体系统动力学的方法应用于浮放物体的研究

中，研究了浮放物体摇晃运动时的动力学行为，但均

未考虑浮放物体相对于基础平台的滑移运动. Zhuang

等 [17]，Pfeiffer等 [22] 将相对切向速度为零时接触点

黏滞 --滑移的判断以及静摩擦力的求解等非光滑问

题转化为线性互补问题进行求解，与试算法相比减

少了对非光滑事件的判断，更易于编程计算，为浮放

物体和基础平台组成的多体系统求解提供了思路.

本文采用非光滑多体系统动力学理论，研究了

含支撑腿浮放物体与基础平台组成的平面多刚体系

统，建立了其动力学方程与数值算法. 通过数值仿

真，揭示了接触点摩擦状态黏滞--滑移的切换现象，

说明了基础平台运动规律、质心的偏移等对浮放物

体运动的影响.不同于 Housner采用的完全塑性碰撞

假设或离散单元法，本文将考虑浮放物体和基础平
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台间接触部位的局部变形，用扩展的赫兹接触力模

型描述接触点的法向接触力 [23]，用库伦干摩擦模型

描述摩擦力. 采用第一类拉格朗日方程建立系统的

动力学方程，并用鲍姆加藤违约修正方法改善数值

仿真过程中的违约问题 [24]. 利用事件驱动算法和文

献 [16-17]的思路，将接触点黏滞 --滑移状态的判断

转化为线性互补问题进行求解. 但不同于文献 [16-

17]中的方法，本文方法不需要将法向接触力的计算

转化为线性互补问题，从而降低了线性互补问题的

互补维数，提高了线性互补问题的计算效率.最后选

择合适的步长进行数值仿真，通过算例反映了浮放

物体运动过程中的黏滞 --滑移现象以及基础平台运

动规律、质心的偏移对浮放物体运动的影响，定性

说明了方法的正确性.

1 系统的描述及接触力模型

1.1 动力学模型

将含支撑腿的浮放物体简化为由主体部分、支

撑腿构成，并与基础平台组成平面多体系统，其模

型如图 2所示. 将支撑腿与主体的连接简化为含有

黏弹性阻力偶的转动铰 A和 B，其等效扭转刚度系

数为 k，等效扭转阻尼系数为 c. 考虑基础平台的平

移运动，其转动也可以按照本文给出的方法进行研

究.浮放物体主体部分为非均质刚体，质心位置如图

2中C1所示.将两条支撑腿为均质细杆，C2和C3分

别表示两条支撑腿的质心.

为叙述方便，用刚体 0，1，2，3依次代表基础

平台，浮放物体主体部分以及左右两条支撑腿. 刚

体 1质心 C1到铰链 A和 B的距离分别记作 r1和 r2.

刚体 2和刚体 3具有相同的长度 2l0，则质心C2和C3

图 2 浮放物的多体模型

Fig. 2 Model of multi-body system of free-standing body

到铰链的距离为 l0. 令 2b0 = r1 sinα1 + r2 sinα2，

h0 = r2 cosα2 = r1 cosα1，e = r1 sinα1 − b0，则 e为

刚体 1质心相对于几何对称轴的偏移量.用mi (i = 1,

2, 3)表示刚体 i 的质量，Ji (i = 1, 2, 3)表示刚体 i 相

对质心 Ci 的转动惯量. g为重力加速度.

建立如图 2中所示的直角坐标系，其中 x轴指

向水平向右，y轴指向铅锤向上.用 (xi , yi) (i = 0, 1, 2,

3)表示刚体 i的质心坐标.用 θi (i = 1，2, 3)表示刚体

i 的转角，以逆时针方向为正. 则该系统的广义坐标

可表示为

q =
[
x0 y0 x1 y1 θ1 · · · x3 y3 θ3

]T (1)

1.2 法向接触力模型

不同于 Hounser所采用的经典碰撞理论，扩展

的赫兹接触力模型可以更好地反映碰撞过程中法向

接触力的大小及其变化规律 [23]. 当物体发生接触

时，将碰撞力表示为嵌入量和嵌入速度的非线性函

数 [25-27]，本文采用文献 [26] 提出的连续碰撞力模

型，其表达式为

FNi = max
{
K1δ

n
i + c2δi δ̇i , 0

}
(2)

其中, FNi表示作用于接触点 i的法向接触力. δi 和 δ̇i

分别表示接触点 i对应的法向嵌入量和嵌入速度.指

数 n和广义刚度系数 K1 可以通过理论分析得到也

可以直接通过实验拟合获得，而广义阻尼系数 c2与

法向嵌入速度无关，往往通过实验拟合得到 [26]. 法

向嵌入量 δi 可表示为系统广义坐标的函数

δi = y0 − yi + l0 cosθi (i = 2,3) (3)

将上式对时间求导可得法向嵌入速度

δ̇i = ẏ0 − ẏi − l0 sinθi · θ̇i (i = 2,3) (4)

1.3 切向接触力模型

学者们根据不同的摩擦现象提出了多种摩擦模

型，如库伦干摩擦模型，库伦 + 黏性摩擦模型，

Stribeck摩擦模型. 库伦干摩擦模型简洁地反映了摩

擦的库伦现象以及黏滞--滑移切换现象，因而本文采

用了库伦干摩擦模型 [28]. 库伦干摩擦模型是关于相

对切向速度的多值函数，会给数值计算带来一定的

困难，因而学者们提出了关于相对切向速度连续的

修正的库伦摩擦模型，但是其无法反映相对切向速

度为零时的摩擦特性.为了反映摩擦黏滞--滑移切换
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现象以及相对切向速度为零时的摩擦特性，本文将

采用库伦干摩擦模型描述切向接触力.

根据库伦干摩擦模型，刚体 i (i = 2, 3)受到的摩

擦力与法向接触力的关系可以表示为

Ff i =


−µiFNisgn (ġτi) , ġτi , 0

−µ0iFNiSgn (g̈τi) , ġτi = 0
(5)

其中，Ff i 和 FNi (i = 2, 3)分别表示刚体 i与基础平台

接触时受到的摩擦力和法向接触力. ġτi 和 g̈τi (i = 2,

3)分别表示接触点 i 的相对切向速度和相对切向加

速度. µi 和 µ0i (i = 2, 3)分别表示接触点 i 与基础之

间的动、静滑动摩擦系数. sgn( )是符号函数，其函

数表达式如下

sgn (x) =



+1 , x > 0

0 , x = 0

−1 , x < 0

(6)

Sgn( )是集值函数，其定义如下

Sgn (x) =



+1 , x > 0

[−1,+1] , x = 0

−1 , x < 0

(7)

2 系统的动力学方程及其算法

2.1 动力学方程

在图 2所示系统中，设 fi(q) = 0 (i = 1, 2, 3, 4)分

别为铰链 A和 B的约束方程，其表达式如下

f1 = x2 − x1 + r1 sin (α1 − θ1) − l0 sinθ2 = 0

f2 = y2 − y1 + r1 cos (α1 − θ1) + l0 cosθ2 = 0

f3 = x3 − x1 − r2 sin (α2 + θ1) − l0 sinθ3 = 0

f4 = y3 − y1 + r2 cos (α2 + θ1) + l0 cosθ3 = 0



(8)

将基础平台的水平方向和铅锤方向的平移运动

看作非定常约束，其约束方程可以表示为

f5 = x0 − X0 sin(ωxt + αx) = 0

f6 = y0 − Y0 sin(ωyt + αy) = 0


(9)

将约束方程 (8)和 (9)用矩阵形式表示为

Φ (q, t) =
[
f1 f2 f3 f4 f5 f6

]T
= 0 (10)

由第一类拉格朗日方程可得系统的动力学方程

Mq̈ = Q +ΦT
qλ + QN + Qf

Φ (q, t) = 0


(11)

其中，M 为系统的广义质量矩阵；ΦT
q 为约束矩阵 Φ

关于 q的雅可比矩阵的转置；λ 为对应于约束方程

(10)的拉格朗日乘子列向量；QN为法向接触力的广

义力列向量；Qf 为摩擦力的广义力列向量；Q为重

力以及铰链 A和 B处黏弹性力偶矩对应的广义力列

向量，表达式为

Q = [0 0 0 −m1g −∑
(Mki + Mci) 0 · · ·

Mk2 + Mc2 0 −m3g Mk3 + Mc3]T (12)

其中，Mki = −ki (θi − θ1 − θi0), Mci = −ci

(
θ̇i − θ̇1

)
(i = 2,

3).

将法向接触力和摩擦力的广义力分别表示为

QN = WNFN (13)

Qf = WTFf (14)

其中，WN和WT 是与广义坐标有关的系数矩阵. FN

和 Ff 分别由基础平台作用于刚体 i (i = 2, 3)的法向

接触力 FNi 和摩擦力 Ff i 组成，可表示为

FN = [FN2 FN3]T (15)

Ff = [Ff2 Ff3]T (16)

将式 (13)和式 (14)代入动力学方程中，可将式

(11)中的第 1式改写为

Mq̈ = Q +ΦT
qλ + WNFN + WTFf (17)

2.2 摩擦力的互补关系

库伦干摩擦模型在零点的不连续性给动力学方

程 (17)的求解带来了困难，其难点在于接触点摩擦

状态黏滞--滑移切换 (非光滑事件)的判断.本文借鉴

前人的工作，将非光滑事件的判断转化为线性互补

问题进行求解.

当相对切向速度 ġτi , 0 (i = 2或 3)时，摩擦力

可由式 (5)中的第 1式给出.

当 ġτi = 0 (i = 2或 3)时，摩擦力与 g̈τi 有关，需

建立相关物理量的互补关系进行求解. 静滑动摩擦

力的正向余量和负向余量分别定义为 [28]

F+
f i = µ0iFTi + Ff i

F−f i = µ0iFTi − Ff i


(18)
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接触点相对切向加速度的正向加速度和负向加速度

分别定义为 [28]

g̈+
Hi =

(|g̈τi | + g̈τi)
2

g̈−Hi =
(|g̈τi | − g̈τi)

2


(19)

从而上述物理量的互补关系可以表述为

F+
f i > 0 , g̈+

Hi > 0 , F+
f i · g̈+

Hi = 0

F−f i > 0 , g̈−Hi > 0 , F−f i · g̈−Hi = 0


(20)

2.3 摩擦力的广义力化简

为便于动力学方程的求解, 在此将摩擦力的广

义力进行化简.由式 (14)可得

Qf = WTFf =

WTS


−µ02Sgn (g̈τ2)

−µ03Sgn (g̈τ3)

 FN+

WT (E − S)


−µ2sgn (ġτ2)

−µ3sgn (ġτ3)

 FN

(21)

其中，S = diag
{
1−

∣∣∣sgn (ġτ2)
∣∣∣ 1−

∣∣∣sgn (ġτ3)
∣∣∣
}
，E 为单

位矩阵. 式 (21)中右端第 1项表示静滑动摩擦力的

广义力列向量，第 2项表示动滑动摩擦力的广义力

列向量.将式 (5)代入式 (18)中可以得到

F+
f i = µ0iFNi − µ0iSgn(g̈τi)FNi

F−f i = µ0iFNi + µ0iSgn(g̈τi)FNi


(22)

将式 (22)代入式 (21)可得

Qf = WTS


F+

f2 − µ02FN2

F+
f3 − µ03FN3

 +

WT (E − S)


−µ2sgn (ġτ2)

−µ3sgn (ġτ3)

 FN =

WTS


F+

f2

F+
f3

 −WTµFN (23)

其中

µ = (E − S) ·

µ2sgn (ġτ2)

µ3sgn (ġτ3)

 +

S


µ02

µ03



对于矩阵 S，存在矩阵 B，满足

S = BBT (24)

当矩阵 S存在非零元素时，矩阵 B由矩阵 S中的非

零列向量组成.当矩阵 S不存在非零元素时，即为零

矩阵时，取 B = S.

将式 (24)代入式 (23)可得

Qf = WTBBT


F+

f2

F+
f3

 −WTµFN =

WH F+
fH −WTµFN (25)

其中,WH = WTB，F+
fH = BT

[
F+

f2 F+
f3

]T
.

则将式 (25)代入式 (17)中可得

Mq̈ = Q +ΦT
qλ + WNFN + WH F+

fH −WTµFN (26)

2.4 动力学方程的算法

本文采用鲍姆加藤约束稳定化的方法解决数值

求解动力学方程中的违约问题.将式 (11)中的约束

方程改写为 [24]

Φ̈ + αΦ̇ + βΦ = 0 (27)

其中，α和 β是大于零的常数，其大小与计算步长有

关，可以根据具体问题通过试算得到合理的取值 [24].

令

Φq =
∂Φ

∂q
, Φt =

∂Φ

∂t
, Φ̇q =

dΦq

dt
, Φ̇t =

dΦ
dt

则式 (27)可表示为

Φqq̈ + Φ̇qq̇ + Φ̇t + αΦqq̇ + αΦt + βΦ = 0 (28)

由式 (26)可得

q̈ = M−1Q + M−1ΦT
qλ + M−1WNFN+

M−1WHF+
fH − M−1WTµFN (29)

将式 (29)代入式 (28)可得

λ = DΦqM−1(WN −WTµ)F+

DΦqM−1WHF+
fH + DA1 (30)

其中

D = [−ΦqM−1ΦT
q]−1

A1 = ΦqM−1Q + Φ̇qq̇ + Φ̇t + αΦqq̇ + αΦt + βΦ
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将式 (30)代入式 (29)可得

q̈ = M−1Q + M−1ΦT
q DA1 + M−1W̃NFN+

M−1WHF+
fH (31)

其中

W̃H = WH +ΦT
q DΦqM−1WH

W̃N = WN −WTµ +ΦT
q DΦqM−1(WN −WTµ)

接触点的相对切向加速度列向量可表示为

g̈τ =


g̈τ2

g̈τ3

 = WT
T q̈ + wT (32)

其中，列向量 wT是广义坐标和广义速度的函数.

令 g̈H 表示相对切向速度 ġτi = 0时，其相对切

向加速度构成的列向量，则有

g̈H = BT g̈τ (33)

将式 (33)代入式 (32)可得

g̈H = WT
H q̈ + BTwT (34)

由式 (19)可得

g̈H = g̈+
H − g̈−H (35)

将式 (35)和式 (31)代入式 (34)可得

g̈+
H − g̈−H = WT

H M−1W̃HF+
fH + BTwT + BTL1 (36)

其中

L1 = WT
T[M−1Q + M−1ΦT

q DA1 + M−1W̃NFN]

由式 (18)可得

F+
fH + F−fH = 2BTµT

0 FN (37)

结合式 (36)和式 (37)可得


g̈+
H

F−fH

 =


WT

H M−1W̃H E

−E 0




F+

fH

g̈−H

 +


BT 0

0 BT




wT + L1

2µT
0 FN

 (38)

因为在式 (38)中，满足线性互补条件


g̈+

H

F−fH

 > 0 ,


F+

fH

g̈−H

 > 0 ,


g̈+

H

F−fH



T

·


F+
fH

g̈−H

 = 0

由此将接触点相对切向速度为 0时，接触点摩

擦状态的判断和静滑动摩擦力大小的求解转化为线

性互补问题，可以采用莱姆克 (Lemke)算法，转轴算

法等最优化方法进行求解. 给出第 n步到第 n + 1步

的计算流程图，如图 3所示.

图 3 算法流程图

Fig. 3 Simulation flow chat

3 数值仿真结果

3.1 步长的选取

Wrinkle[13]指出当使用显式算法 (如本文采用的

四阶龙格 --库塔方法)，需采用合适的时间步长以保

证数值稳定性.

如图 4 所示，等效扭转刚度系数为 k = 1.0 ×
105 N，等效扭转阻尼系数为 c = 0 N·s，各刚体的质
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量分别为：m1 = 1.2 kg，m2 = m3 = 0.1 kg.动/静滑动

摩擦系数分别为：µ02 = µ03 = 0.6，µ2 = µ3 = 0.48.

法向接触力的参数分别为 K1 = 2.0 × 107 N/m1.5，

c2 = 0 N·m/s2.图 5为一对称浮放物体从高度 0.4 m处

自由下落时，刚体 1质心纵坐标 y1的时间历程图，与

Wrinkle的计算结果保持一致.在系统运动过程中，

摩擦力不做功，系统机械能守恒，因而每次弹起高度

保持一致.随计算步长 h减小，计算结果趋于收敛，

步长 h = 1.0× 10−6 s与 h = 1.0× 10−7 s时计算结果几

乎重合，故选计算步长 h = 1.0× 10−6 s.

图 4 数值稳定性测试算例

Fig. 4 The case of numerical stability test

图 5 y1时间历程图

Fig. 5 Time history ofy1

3.2 数值仿真结果

表 1为系统数值仿真过程中各参数取值. 其中

θ20和 θ30分别表示铰链处力偶矩为零时 θ2和 θ3的大

小.令 xxd = x1−x0−x1(0)，则 xxd表示刚体 1相对于基

础平台的水平坐标.动、静摩擦系数满足 µi = 0.8µ0i .

情形 1

静滑动摩擦系数 µ02 = µ03 = 0.6，基础平台做

水平运动，X0 = 0.8 m，ωx = π rad/s，αx = 0. 初始

时，浮放物体放置于基础平台上，相对基础平台静

止.图 6分别给出了刚体 1质心偏移量 e = −0.915 m,

表 1 系统参数取值

Table 1 Parameters’ value of the system

Parameters Values Parameters Values

m1/kg 500 b0/m 3.415

m2, m3/kg 10 h0/m 4.330

J1/(kg·m2) 4 166.7 K1(N·m−1.5) 106

J2, J3/(kg·m2) 0.208 c2/(N·m·s−2) 107

k/N 106 l0/m 0.25

c/(N·s) 106 α 104

θ20/(◦) −60 β 2.0×104

θ30/(◦) 60 n 1.5

e = 0 m时 xxd的时间历程图. 当 e = −0.915 m时，

由于浮放物体非对称，其左右摇晃幅度不同，将会沿

基础平台产生单方向运动；而对于浮放物体对称的

情况，浮放物体在基础平台水平激励下做周期运动.

图 7和图 8分别给出质心偏移量 e = −0.915 m时接

触点相对切向速度 ġτi、法向接触力 FNi 和切向接触

力 F f i 的时间历程图.从图 7可以看到接触点的摩擦

状态发生黏滞--滑移切换现象，图 8所展示的法向接

图 6 xxd时间历程图

Fig. 6 Time history ofxxd

图 7 ġτi 时间历程图

Fig. 7 Time history of ˙gτi
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图 8 FNi 和 Ff i 时间历程图

Fig. 8 Time history ofFNi andFf i

触力和切向接触力变化规律与摩擦点状态的切换保

持同步.

情形 2

静滑动摩擦系数 µ02 = µ03 = 0.2，基础平台做

铅锤运动，Y0 = 0.99 mm，ωy = 30.0π rad/s，αy = 0.

h0 = 3.536 m，b0 = 7.208 m，其余系统参数如表 1所

示.初始时浮放物体放置于基础平台，且有铅锤方向

的相对速度，̇yi = ẏ0− 1.0 (i = 1，2，3).图 9分别给出

了刚体 1质心偏移量 e = −3.673 m和 e = 0 m时 xxd

的时间历程图.当 e = −3.673 m时，由于浮放物体非

对称，其左右摇晃幅度不同，在基础平台铅锤激励下

有水平方向运动；当 e = 0 m时，对称浮放物体始终

未产生水平方向运动.图 10给出了 e = −3.673 m时

接触点法向接触力 FNi 的时间历程图. 从图 10可以

看出浮放物体与基础平台发生碰撞后，法向接触力

呈现周期性的变化规律.

图 9 xxd时间历程图

Fig. 9 Time history ofxxd

图 10 FNi 时间历程图

Fig. 10 Time history ofFNi

情形 3

静滑动摩擦系数 µ02 = µ03 = 0.8，基础平台既

做水平运动，又做铅锤运动，X0 = 1.0 m，ωx = ωy =

π rad/s，αx = αy = 0，b0 = 2.5 m，e = 0 m，其余系统参

数如表 1所示.初始时浮放物体放置于基础平台，且

相对基础平台静止.图 11分别给出了基础平台铅锤

激励 Y0 = 0.9 m和 Y0 = 0 m时 xxd的时间历程图. 当

Y0 = 0.9 m时，由于基础平台铅锤运动和水平运动的

耦合，浮放物体朝单方向运动；当 Y0 = 0 m时，基础

平台做水平运动，xxd呈现周期的变化规律.

图 11 xxd时间历程图

Fig. 11 Time history ofxxd

4 结 论

本文基于非光滑多体系统动力学方法，建立了

含支撑腿浮放物体与基础平台所组成的平面多刚体

系统的动力学方程与数值算法. 用扩展的赫兹接触

力模型描述支撑腿与基础平台之间的法向接触力，

用库伦干摩擦模型描述摩擦力. 将第一类拉格朗日
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方程与包姆加藤约束稳定化方法结合建立系统的动

力学方程.由于摩擦的存在使动力学方程不连续，为

此建立正负摩擦余量与正、负向加速度，将静滑动

摩擦力的求解和黏滞 --滑移的判断转化为线性互补

问题的求解.

最后在数值仿真时，采用 Wrinkle 的方法选择

合适的步长以保证数值仿真的稳定性. 通过仿真算

例分析了浮放物体运动中存在的黏滞 --滑移问题，

定性地说明了方法的正确性与特定系统参数下基础

平台运动规律和质心的偏移对浮放物体运动的影响.

当基础平台做水平运动时，对称浮放物体水平方向

上做周期运动，而存在质心偏移量时，其将沿基础

平台单方向运动；当基础平台做铅锤运动时，对称

浮放物体无水平方向上相对运动，而存在质心偏移

量时，其将沿基础平台单方向运动；若基础平台做水

平方向和铅锤方向的耦合运动，对称浮放物体水平

方向上将沿基础平台单方向运动.
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