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固体力学

不同拉压特性的厚壁圆筒极限内压统一解
1)

赵均海 2) 姜志琳 张常光 曹雪叶

(长安大学建筑工程学院，西安 710061)

摘要 厚壁圆筒在实际工程领域中应用广泛，若能精确计算出极限内压，对预防事故发生，降低风险有重要意

义.工程中存在许多材料，其拉压强度和拉压模量均存在差异，这些差异对极限内压的大小有显著影响.以往研

究表明，仅考虑拉压强度与拉压模量的一个方面，计算结果与实际情况存在一定的误差. 本文基于双剪统一强

度理论，综合考虑中间主应力效应及材料拉压强度和拉压模量的不同，推导了内压作用下厚壁圆筒的弹、塑性

状态的应力分布及弹性极限内压、塑性极限内压与安定极限内压的统一解，通过与其他文献对比分析验证了本

文计算结果的正确性，分析了半径比、统一强度理论参数、拉压强度比与拉压模量系数对弹性极限内压、塑性

极限内压及安定极限内压的影响.结果表明：统一解均随半径比和统一强度理论参数的增大而增大，随拉压强

度比的增大而减小，弹性极限内压随材料拉压模量系数的增大而减小，当壁厚增加到一定值后，安定极限内压

随材料拉压模量系数的增大而减小；材料的拉压模量不同、拉压强度差异对厚壁圆筒的安定性影响显著，考虑

中间主应力效应可使材料的潜能得到更充分发挥，极限内压随半径比的变化规律可为选择合理壁厚提供参考，

该结论可为厚壁圆筒的工程应用提供理论依据.
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UNIFIED SOLUTIONS OF LIMIT INTERNAL PRESSURE FOR THICK-WALLED

CYLINDER WITH DIFFERENT BEHAVIOUR IN TENSION AND COMPRESSION 1)

Zhao Junhai2) Jiang Zhilin Zhang Changguang Cao Xueye

(School of Civil Engineering，Chang’an University，Xi’an 710061，China)

Abstract Thick-walled cylinder is widely used in practical engineerings. If the limit internal pressure is calculated

accurately, it is great significance to prevent accidents and reduce risk. There are many engineering materials that the

tensile strength and tensile modulus are different. These differences have a significant effect on the ultimate internal

pressure. Previous studies have shown that only considering one aspect of the tension and compression strength and the

modulus of tension and compression has a certain error with the actual situation. With consideration of the intermediate

principal stress and the different elastic modulus and different strength in tension and compression, elastic and plastic stress

distribution, the unified analytical solutions of the elastic limit internal pressure, the plastic limit internal pressure and the

shakedown limit internal pressure of thick-walled cylinder under internal pressure are deduced based on twin shear unified

strength theory. The correctness of the calculation results is proved through the verification and comparative analysis

2017–01–03收稿，2017–04–20录用, 2017–04–23网络版发表.

1)国家自然科学基金 (51508028，41202191)、中国博士后科学基金 (2016T90879，2014M562357)、中央高校基本科研业务费专项资金

(310828173402)资助项目.

2)赵均海，教授，主要研究方向：固体力学、强度理论、结构工程等. E-mail: zhaojh@chd.edu.cn

引用格式：赵均海,姜志琳,张常光,曹雪叶.不同拉压特性的厚壁圆筒极限内压统一解.力学学报, 2017, 49(4): 836-847

Zhao Junhai, Jiang Zhilin, Zhang Changguang, Cao Xueye. Unified solutions of limit internal pressure for thick-walled cylinder with

different behaviour in tension and compression.Chinese Journal of Theoretical and Applied Mechanics, 2017, 49(4): 836-847



第 4 期 赵均海等：不同拉压特性的厚壁圆筒极限内压统一解 837

with other literatures. The influence of radius ratio, unified strength theory parameter, tension-compression ratio and

coefficient of tensile-compression modulus of materials on the solutions is analyzed. It is shown that each unified solution

increases with increasing the radius ratio and unified strength theory parameter but decreases with increasing the tension-

compression ratio. The elastic limit internal pressure decreases with increasing the coefficient of tension-compression

modulus. When the wall thickness increases to a certain value, the shakedown limit internal pressure decreases with

increasing the coefficient of tension-compression modulus. The different elastic modulus and strength in tension and

compression have significant influence on the stability of the thick-walled cylinders. The consideration of the intermediate

principal stress effect can make materials give full play to their potential. The variable law of the limit internal pressure

with radius ratio provides reference for selecting reasonable wall thickness. The conclusion furnishes some theoretical

basis for the engineering application of thick-walled cylinders.

Key words thick-walled cylinder, twin shear unified strength theory, strengths in tension and compression, modulus in

tension and compression, limit internal pressure

引 言

在实际工程中，厚壁圆筒广泛应用于土木、水

利、航空航天、石油、机械及化工等多个领域 [1-5]，

如压力容器、石油化工设备、高压管道、炮筒等均可

简化为厚壁圆筒 [6-11].高强钢、铸铁、铝合金、复合材

料及混凝土等是厚壁圆筒常用的材料 [12-14]，这些材

料的拉压强度不同，拉压模量也存在较大差异，如混

凝土的拉压强度比为 1/8∼1/10[15]，有机玻璃的拉压

模量比 E+/E− 为 0.5[16]，铝磷酸盐混凝土的拉压模

量比 E+/E−为 0.4[16].国内外学者对厚壁圆筒进行了

众多研究，杨钊等 [17]和殷有泉等 [18]采用 Tresca准

则分析了厚壁圆筒的弹塑性极限内压，但 Tresca准

则只适用于拉压特性相同的材料且不能反映中间主

应力的影响 [19]；胡向东等 [20-21]采用 Mohr-Coulomb

准则计算了 FGM冻结壁弹塑性状态下的应力场，但

Mohr-Coulomb准则只适应于剪切强度极限与抗拉强

度极限和抗压强度极限的关系为 τ0 =
σtσc

σt + σc
的材

料,且未考虑中间主应力的影响；Zhu等 [22] 和钱凌

云等 [23] 基于 Mises准则得到了内压作用下厚壁圆

筒弹塑性状态下的应力场，但 Mises准则只适用于

剪切屈服极限与拉伸屈服极限的关系为 τs = 0.577σs

的材料；赵均海等 [24]基于双剪统一强度理论，推导

了内压作用下厚壁圆筒的弹、塑性极限解，结果表明

厚壁圆筒的弹、塑性极限内压随材料拉压强度比的

增大而减小，如半径比 rb/ra = 2.5、统一强度理论参

数 b = 0、拉压强度比 α从 0.4变化到 1时，弹性极限

内压减小了 25.2%，塑性极限内压减小了 24.98%，但

该极限解未考虑材料拉压模量的不同；杨钊等 [17]采

用 Tresca准则建立了拉压模量不同的厚壁圆筒的应

力场和位移场，结果表明拉压模量系数对内压作用

下厚壁圆筒的弹性极限内压、应力场及位移场均有

影响，如 rb/ra = 2.5，拉压模量系数 β从 0.4变化到

1时弹性极限内压减小了 10.13%；陈昌富等 [25]在考

虑拉压模量不同的基础上，采用统一强度理论研究

了柱孔扩张的应力场及位移场，结果表明拉压模量

的不同对临界扩张压力有显著影响，但该结果只适

用于岩土类材料沉桩挤土对应的扩孔问题，有失一

般性且对安定性未有涉及；曹雪叶等 [26]在考虑拉压

强度不同与拉压模量差异的基础上，基于双剪统一

强度理论，分析了厚壁球壳的弹、塑性极限内压与安

定极限内压，结果表明拉压强度比与拉压模量系数

对厚壁球壳的极限内压统一解有明显影响. 对于厚

壁圆筒，现有研究只针对了拉压强度或拉压模量不

同的一个方面，采用的强度准则未考虑中间主应力

的影响或只适用于某一类特定的材料.

本文采用双剪统一强度理论，假定材料为理想

弹塑性，综合考虑中间主应力效应、拉压强度的不

同及拉压模量的差异，推导了厚壁圆筒的弹性极限

内压、塑性极限内压及安定极限内压统一解，分析了

半径比、统一强度理论参数、拉压强度比与拉压模量

系数对统一解的影响.

1 双剪统一强度理论

俞茂宏于 1991年以双剪单元体和双剪屈服准

则为基础，考虑作用于双剪单元体上的全部应力分

量及其对材料破坏的影响，建立了双剪统一强度理

论，该理论充分考虑了中间主应力 σ2的影响，几乎
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适用于各种不同特性的材料.其数学表达式为 [27]

F = σ1 − α

1 + b
(bσ2 + σ3) = σt , σ2 6

σ1 + ασ3

1 + α
(1a)

F′ =
1

1 + b
(σ1 + bσ2)− ασ3 = σt , σ2 >

σ1 + ασ3

1 + α
(1b)

其中

b =
(1 + α) τ0 − σt

σt − τ0
, α =

σt

σc

式中，σ1, σ2与 σ3分别为第一、第二 (即中间)及第

三主应力；α 为材料的拉压强度比；σt, σc 与 τ0 分

别为材料的抗拉强度极限、抗压强度极限及剪切强

度极限；b为统一强度理论参数，反映了中间主剪应

力及其相应面上的正应力对材料破坏的影响程度，

0 6 b 6 1. b取不同值时，可退化为不同的强度准

则，即对应 π 平面的极限线不同，b = 0时退化为

Mohr-Coulomb准则，b = 0, α = 1时退化为 Tresca准

则，b = 1时退化为双剪强度准则，0 < b < 1时为一

系列有序的新强度准则.

2 厚壁圆筒的弹塑性极限分析

设有一无限长厚壁圆筒，由拉压强度及拉压模

量均不相同的理想弹塑性材料制成，并假定材料各

向同性，塑性体积不可压缩，忽略微小的弹性体积变

形，其内半径为 ra、外半径为 rb，受均匀内压 p作用

(如图 1所示).令：u为径向位移，σθ为环向应力，σr

为径向应力，σz为轴向应力.

图 1 厚壁圆筒模型

Fig. 1 Model of thick-walled cylinder

2.1 弹性极限分析

由厚壁圆筒的几何形状与受力情况可知，厚壁

圆筒处于轴对称平面应变状态 [28]. 其平衡方程 (不

考虑体力)为

dσr

dr
+
σr − σθ

r
= 0 (2)

几何方程为

εr =
du
dr

, εθ =
u
r
, εz = 0 (3)

广义弹性定律为 [29]

εr = a11σr + a12σθ

εθ = a21σr + a22σθ


(4)

其中

a11 = b11 −
b2

12

b11
, a12 = a21 = b12 −

b2
12

b11

a22 = b22 −
b2

12

b11


(5)

式中，b11 =
1

E−
，b12 = − ν

−

E−
= − ν

+

E+
[29-30]，该假定的含

义为：同一构件受等值轴向拉力或轴向压力时，两种

状态下的侧向压应变、侧向拉应变相等，b22 =
1

E+
；

E+ 和 E− 分别表示材料受拉与受压时的弹性模量；

ν+和 ν−分别表示材料受拉与受压时的泊松比.

由式 (3)和式 (4)可得

σr =
1

a11a22 − a12a21

(
a22

du
dr
− a12

u
r

)

σθ =
1

a11a22 − a12a21

(
a11

u
r
− a21

du
dr

)


(6)

由式 (6)可得

dσr

dr
=

a22
d2u
dr2
− a12

r
du
dr

+ a12
u
r2

a11a22 − a12a21
(7)

σr − σθ
r

=
1

a11a22 − a12a21

(a22 + a21

r
du
dr
−

a22 + a21

a22

u
r2

a12

)
− 1

a22

u
r2

(8)

将式 (7)和式 (8)代入式 (2)可得

r2 du2

dr2
+ r

du
dr
− a11

a22
u = 0 (9)

令
a11

a22
= β2，由式 (5) 得 β =

√
a11

a22
=

√
E+

E−
1− ν−2

1− ν+ν−
，结合边界条件 σr

∣∣∣r=ra = −p, σr

∣∣∣r=rb =

0，求解式 (9)可得

u = − p (a11a22 − a12a21) rβ

(a22β − a12)
(
rβ−1
a − r2β

b r−β−1
a

)−

p (a11a22 − a12a21) r2β
b r−β

(a22β + a12)
(
rβ−1
a − r2β

b r−β−1
a

) (10)
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将式 (10)代入式 (6)可得应力分量为

σr =
p

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β (rb/r)
1−β −

p

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β (rb/r)
1+β

σθ =
βp

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β (rb/r)
1−β +

βp

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β (rb/r)
1+β



(11)

式中，β 为拉压模量系数. 当 β = 1即 E+ = E− 和

ν+ = ν−时，表示材料受拉与受压时弹性模量相同；

当 β , 1即 E+ , E− 或 ν+ , ν− 时，表示材料受拉与

受压时弹性模量不相等.

对于平面应变厚壁圆筒有 σz =
m
2

(σr + σθ)，m

为中间主应力系数，0 < m 6 1，m值由实验或理论

来确定，塑性区趋近于 1[31-32].本文假定 m = 1，则

σz =
1
2

(σr + σθ) (12)

由式 (11) 可知，环向应力 σθ > 0，径向应力

σr < 0.若规定 σ1 > σ2 > σ3，则

σ1 = σθ , σ2 = σz , σ3 = σr (13)

由于 α 6 1，故 σ2 6
σ1 + ασ3

1 + α
，满足式 (1a)的条

件，将式 (12)和式 (13)代入式 (1a)可得

2 + 2b− αb
2 + 2b

σθ − 2α + αb
2 + 2b

σr = σt (14)

厚壁圆筒仅受内压作用时，其内壁 r = ra 处的

应力最大，即内壁 r = ra处最先进入塑性状态.为计

算弹性极限内压 pe，将 r = ra代入式 (11)得到此处

的应力分量为

σr =
pe

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β (rb/ra)1−β −
pe

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β (rb/ra)1+β

σθ =
βpe

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β (rb/ra)1−β +

βpe

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β (rb/ra)1+β



(15)

将式 (15)代入强度准则式 (14)得

pe

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β

[
(rb/ra)1−β

(
β + bβ − 0.5αβb

1 + b
−

α + 0.5αb
1 + b

)
+ (rb/ra)1+β

(
β + bβ − 0.5αβb

1 + b
+

α + 0.5αb
1 + b

)]
= σt (16)

化简求得厚壁圆筒的弹性极限内压 pe为

pe =
σt

[
(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β] (1 + b)

(κ − η) (rb/ra)1−β + (κ + η) (rb/ra)1+β
(17)

式中，κ = (1 + b− 0.5αb) β, η = α (0.5b + 1).

2.2 弹塑性分析

当内压 p > pe时，塑性区的范围从 r = ra处向

外扩大.设弹塑性交界处的半径为 rc，则 ra 6 r 6 rc

范围内厚壁圆筒处于塑性状态，rc 6 r 6 rb范围内厚

壁圆筒处于弹性状态，如图 2所示.

图 2 厚壁圆筒弹塑性分界

Fig. 2 Elastic plastic boundary of thick-walled cylinder

由式 (1a)、式 (2)、式 (12)可得

dσr

dr
+

2 (1+ b) (1− α)
2 + 2b− αb

σr

r
− 2 + 2b

2 + 2b− αb
σt

r
= 0 (18)

该方程的解为

σr =
σt

1− α + Cr
2(1+b)(α−1)

2+2b−αb (19)

其中 C为待定常数.

结合内壁处应力边界条件 σr

∣∣∣r=ra = −p，可得塑

性区的应力分量为

σ
p
r =

σt

1− α −
(
p +

σt

1− α
)
(r/ra)

2(1+b)(α−1)
2+2b−bα

σ
p
θ =

σt

1− α −
α (2 + b)

2 + 2b− bα

(
p +

σt

1− α
)
·

(r/ra)
2(1+b)(α−1)

2+2b−bα



(20)

式中，ra 6 r 6 rc.

弹性区可视为受内压 pc作用，内半径为 rc，外

半径为 rb的厚壁圆筒. pc为弹塑性交界即 r = rc处

的弹性极限内压.将 ra = rc代入式 (17)可得

pc =
σt

[
(rb/rc)

1+β − (rb/rc)
1−β] (1 + b)

(κ − η) (rb/rc)
1−β + (κ + η) (rb/rc)

1+β
(21)
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将式 (21)代入式 (11)，可得弹性区的应力为

σe
r =

pc

(rb/rc)
1+β − (rb/rc)

1−β (rb/r)
1−β −

pc

(rb/rc)
1+β − (rb/rc)

1−β (rb/r)
1+β

σe
θ =

βpc

(rb/rc)
1+β − (rb/rc)

1−β (rb/r)
1−β +

βpc

(rb/rc)
1+β − (rb/rc)

1−β (rb/r)
1+β



(22)

式中，rc 6 r 6 rb.

由于厚壁圆筒在弹塑性交界处内力连续，即式

(20)与式 (22)在 r = rc处相等，故塑性区半径 rc与

内压 p的关系为

p =
σt

1− α



1 +
(1 + b) (1− α)

(
(rb/rc)

1+β − (rb/rc)
1−β)

(κ − η) (rb/rc)
1−β + (κ + η) (rb/rc)

1+β

 ·

(rc/ra)
2(1+b)(1−α)

2+2b−bα − 1

}
(23)

2.3 塑性极限分析

随着内压 p的继续增大，塑性区范围逐渐往外

扩展，当 rc = rb时，厚壁圆筒达到塑性极限状态.将

rc = rb代入式 (23)可得塑性极限内压 pp为

pp =
σt

1− α

(rb/ra)

2 (1+ b) (1− α)
2 + 2b− bα − 1

 (24)

式中，α < 1.

由文献 [33]可知，α = 1时，塑性极限内压为

pp =
2+2b
2 + b

σt ln
rb

ra
(25)

故

pp =



σt

1− α
[
(rb/ra)

2(1+b)(1−α)
2+2b−bα − 1

]
, 0 < α < 1

2+2b
2 + b

σt ln
rb

ra
, α = 1

(26)

由式 (26) 可知，厚壁圆筒达到塑性极限状态

时，拉压模量的不同对塑性极限内压 pp无影响，半

径比、拉压强度比及统一强度理论参数对塑性极限

内压 pp是有影响的.

3 安定性分析

3.1 残余应力

厚壁圆筒加载至弹塑性状态然后卸载，卸载应

力可由弹性解确定. 卸载应力由式 (11)确定，加载

应力由式 (20) 和式 (22) 确定，叠加即可得残余应

力 [28].塑性区残余应力为

σr
rp

=
σt

1− α −
(
p +

σt

1− α
)
(r/ra)

2(1+b)(α−1)
2+2b−bα −

p

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β (rb/r)
1−β +

p

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β (rb/r)
1+β

σr
θp

=
σt

1− α −
α (2 + b)

2 + 2b− bα

(
p +

σt

1− α
)
·

(r/ra)
2(1+b)(α−1)

2+2b−bα −
βp

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β (rb/r)
1−β −

βp

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β (rb/r)
1+β



(27)

式中，ra 6 r 6 rc.

弹性区残余应力为

σr
re

=
pc

(rb/rc)
1+β − (rb/rc)

1−β (rb/r)
1−β −

pc

(rb/rc)
1+β − (rb/rc)

1−β (rb/r)
1+β −

p

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β (rb/r)
1−β +

p

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β (rb/r)
1+β

σr
θe

=
βpc

(rb/rc)
1+β − (rb/rc)

1−β (rb/r)
1−β +

βpc

(rb/rc)
1+β − (rb/rc)

1−β (rb/r)
1+β −

βp

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β (rb/r)
1−β −

βp

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β (rb/r)
1+β



(28)

式中，rc 6 r 6 rb.

3.2 安定性

考察残余应力，厚壁圆筒内壁处因残余应力而

首先进入塑性状态 [13,26]，将 r = ra代入式 (27)可得

该处残余应力为

σr
r = 0

σr
θ = −p

[
α (2 + b)

2 + 2b− bα
+

β
(rb/ra)1−β + (rb/ra)1+β

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β

]
+

2 (1+ b)σt

2 + 2b− bα



(29)
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由式 (29)可知，σ1 = σr
r = 0，σ3 = σr

θ，σ2 = σz =
1
2

(
σr

r + σr
θ

)
=

1
2
σr
θ，则 σ2 6

σ1 + ασ3

1 + α
，满足反向强度

准则式 (1a).为使厚壁圆筒在完全卸载后不会出现新

的塑性变形，将残余应力分量代入式 (1a)，可得极限

内压 pt为

pt =
2 (1+ b) (1 + α+b)

αb + 2α
·

(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β

(κ − η) (rb/ra)1−β + (κ + η) (rb/ra)1+β
σt (30)

初始加载时，厚壁圆筒所受的内压不能使其达

到塑性极限状态；卸载后，厚壁圆筒亦不能出现新

的塑性变形，故厚壁圆筒的安定极限内压 pm为

pm = min
{
pp, pt

}
(31)

4 解的验证与参数分析

4.1 解的退化验证

为了验证本文结果的正确性，将本文结果与文

献 [13,17,24]进行比较.当 α = 1, b = 0时，双剪统一

强度理论退化为 Tresca准则，将其代入式 (17)和式

(26)得

pe =
σt

[
(rb/ra)1+β − (rb/ra)1−β]

(β − 1) (rb/ra)1−β + (β+1) (rb/ra)1+β

pp = σt ln
rb

ra


(32)

本文退化结果式 (32)与文献 [17]所对应结果相

同.

将 β = 1代入式 (17)和式 (26)得

pe =
σt (1 + b)

[
(rb/ra)2 − 1

]

(1− α) (1 + b) + (1 + b + α) (rb/ra)2

pp =
σt

1− α
[
(rb/ra)

2(1+b)(1−α)
2+2b−bα − 1

]


(33)

本文退化结果式 (33)与文献 [24]所对应结果相

同.

文献 [13]中厚壁圆筒拉压模量相同，但其内壁

处环向残余应力 σr
θ、卸载时圆筒不产生新的塑性变

形的极限内压 pt的计算式应为

σr
θ =

2 (1+ b)σt

2 + 2b− αb
− p

 (2 + b)α
2 + 2b− αb

+
r2
b + r2

a

r2
b − r2

a

 (34)

pt =
2 (1+ b) (n + 1)
α (2 + b) (n + nr )

(35)

式中

n = α(b + 2)/(2 + 2b− αb)

nr =
(
r2

b + r2
a

)
/
(
r2

b − r2
a

)

将 β = 1代入式 (30)得

pt =
(rb/ra)2 − 1

(1− α) (1 + b) + (1 + α+b) (rb/ra)2
·

2 (1+ b) (1 + α+b)
αb + 2α

σt (36)

式 (29)和式 (30)退化所得结果与修正后文献

[13] 结果相同，本文结果可退化为拉压模量相同的

厚壁圆筒安定性分析的解析解，即式 (35)与式 (36)

相同.

本文所得结果考虑了材料的拉压强度及拉压模

量的不同，可退化为不同材料厚壁圆筒的弹性极限

内压、塑性极限内压及安定极限内压的解析解，故本

文所建立的解析解可作为厚壁圆筒安定性分析的统

一解.

4.2 解的对比验证

为验证本文理论分析的可靠性，采用文献

[17,34-36]对弹塑性状态下环向应力 σθ 公式 (20)

和 (22)和弹塑性极限内压公式 (17)和 (26)进行验

证.

将本文计算的环向应力结果与文献 [34]进行比

较. 由文献 [34]取相关参数,材料为理想弹塑性，基

于统一强度理论，采用ABAQUS软件，模拟得到在内

压 p = 1.164 5 kPa作用下的环向应力 σθ，内半径 ra =

0.1 m，外半径 rb = 0.2 m，弹性模量 E = 240 MPa，泊

松比 ν = 0.2，抗拉强度极限 σt = 1.4 kPa，拉压强度比

α = 0.49，统一强度理论参数 b取 0, 0.5和 1；除上述

参数外，本文取拉压弹性模量 E+ = E− = 240 MPa，

泊松比 ν+ = ν− = 0.2，即拉压模量系数 β = 1，结果

比较如图 3所示.

由式 (26)可得, 统一强度理论参数 b 取 0, 0.5

和 1 时，塑性极限内压 pp 分别为 1.164, 1.289,

1.362 kPa.在内压 p = 1.164 5 kPa作用下，b = 0时

厚壁圆筒处于完全塑性状态，b = 0.5和 1时处于弹

塑性状态，塑性区半径分别为 0.149 m, 0.139 m.从图

3可知，在塑性区，本文计算的环向应力与文献 [34]

数值模拟结果均随半径的增大而增大；在弹性区，本

文计算的环向应力与文献 [34]数值模拟结果均随半

径的增大而减小；b取不同值时，对应 π平面的极限

线不同，b越大则中间主应力效应越强，材料的强度

越高，故在内压 p = 1.164 5 kPa作用下，随着 b的增
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大，厚壁圆筒由完全塑性状态转化为弹塑性状态，

且塑性区半径逐渐减小. 文献 [34]数值模拟结果与

本文计算结果的比值 σ′θ/σθ 的范围在 0.958 ∼ 1.060

之间，二者吻合较好，说明式 (20)和式 (22)的计算

精度较高.

图 3 本文结果与文献 [34]比较

Fig. 3 Comparison between the results in this paper and the Ref.[34]

将本文结果与文献 [17]计算结果、文献 [35]试

验结果及文献 [36]FLAC 数值模拟结果比较，如表

1、表 2 及图 4 所示. 其中：文献 [17] 采用 Tresca

准则，材料为理想弹塑性，半径比 rb/ra = 2，抗拉

强度极限 σt = 5.77 MPa；文献 [35] 的圆筒由马氏

体时效钢制成，对圆筒进行了爆破试验，测得其爆

破内压，该材料的抗拉强度极限 σt = 2 128 MPa；

文献 [36]基于统一强度理论采用 FLAC软件，模拟

得到弹、塑性极限内压，材料为理想弹塑性，半径比

rb/ra = 2，弹性模量 E = 240 MPa，泊松比 ν = 0.2，黏

聚力 c = 1.0 kPa，内摩擦角 φ = 20◦，由此可得抗拉

强度极限 σt = 1.4 kPa，拉压强度比 α = 0.49；除上述

参数外，本文取拉压弹性模量 E+ = E− = 240 MPa，

泊松比 ν+ = ν− = 0.2，即拉压模量系数 β = 1.

由表 1可知，拉压模量系数 β取不同的值时，

本文计算的弹、塑性极限内压与文献 [17] 弹、塑性

极限内压的比值均为 1.00；由表 2可知，统一强度理

表 1 本文计算结果与文献 [17]比较

Tab.1 Comparison between the calculated results in this paper

and the Ref.[17]

β α b pe/MPa
Ref.[17]

p′e/MPa
pe/p′e pp/MPa

Ref.[17]

p′p/MPa
pp/p′p

0.5

1 0

2.31 2.31 1.00

4.00 4.00 1.001 2.16 2.16 1.00

1.5 1.92 1.92 1.00

表 2 本文计算结果与文献 [35]比较

Table 2 Comparison between the calculated results in

this paper and the Ref.[35]

rb/ra b pp/MPa
Ref.[35]

p′p/MPa
pp/p′p

1.035
0.3 82.755

86.974
0.951

0.5 87.847 1.010

0.7 92.186 1.060

1.037
0.3 87.399

91.947
0.951

0.5 92.777 1.009

0.7 97.359 1.059

1.039
0.3 92.034

94.079
0.978

0.5 97.697 1.038

0.7 102.522 1.090

(a)弹性极限内压

(a) Elastic limit internal pressure

(b)塑性极限内压

(b) Plastic limit internal pressure

图 4 本文计算结果与文献 [36]比较

Fig. 4 Comparison between the calculated results in this paper and the

results of Ref.[36]
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论参数 b 为 0.3, 0.5, 0.7时本文计算的塑性极限内

压与文献 [35]试验结果的平均比值分别为 0.96, 1.02

及 1.07，说明 b取不同值时对极限内压的结果是有

影响的，且文献 [35]中的马氏体时效钢比较符合参

数 b = 0.5时的统一强度理论；由图 4可知，两者的

相对误差仅在塑性状态下 b = 0、半径比 rb/ra = 1.25

处是 9.34%，其余均在 0.04%∼4.24%之间，二者吻合

较好.综上，从表 1、表 2、图 4(a)、图 4(b)说明了特定

条件下本文公式的正确性；本文计算公式考虑了拉

压强度不同、拉压模量不同及中间主应力的影响，

可较准确地计算不同材料下厚壁圆筒的弹、塑性极

限内压，故本文所建立的解析解可作为厚壁圆筒安

定性分析的统一解.

4.3 厚壁圆筒的应力分布

采用文献 [34]的数据，其中内半径 ra = 0.1 m，

外半径 rb = 0.2 m，抗拉强度极限 σt = 1.4 kPa，拉压

强度比 α = 0.49，再附加拉压模量系数 β = 0.5.统一

强度理论参数 b为 0, 0.5, 1时,由式 (17)可得弹性极

限内压 pe分别为 0.70, 0 .78, 0.83 kPa，由式 (26)可得

塑性极限内压 pp分别为 1.16, 1.29, 1.36 kPa，由此可

知在内压 p = 1.00 kPa作用下，取 b为 0, 0.5, 1时厚

壁圆筒均处于弹塑性状态；弹性极限状态下径向应

力 σr 与环向应力 σθ 随半径 r 的变化规律如图 5(a)

所示；弹塑性状态下环向应力 σθ 与径向应力 σr 随

半径 r 的变化规律如图 5(b)所示；塑性极限状态下

径向应力 σr 与环向应力 σθ 随半径 r 的变化规律如

图 5(c)所示.

由图 5(a)可知，弹性极限状态下，环向应力 σθ

与径向应力 σr 均随半径 r 的增大而减小，随统一强

度理论参数 b的增大而增加；由图 5(b)可知，弹塑性

状态下，塑性区的环向应力 σθ随半径 r 的增大而增

大，弹性区的环向应力 σθ随半径 r 的增大而减小，

塑性区及弹性区的径向应力 σr 均随半径 r的增大而

减小，塑性区半径 rc随着统一强度理论参数 b的增

大而减小，环向应力的峰值随着统一强度理论参数 b

的增大而增大，b的值越大，对应 π平面的极限线范

围越大，中间主应力效应越强，材料的强度越高，故

塑性区半径 rc减小，环向应力的峰值越大；由图 5(c)

可知，塑性极限状态下，环向应力 σθ 随半径 r 的增

大而增大，径向应力 σr 随半径 r 的增大而减小，环

向应力 σθ 与径向应力 σr 均随着统一强度理论参数

b的增大而增大，说明随着 b的增大极限内压增加，

从而使环向应力 σθ和径向应力 σr 增加.

(a)弹性极限状态时应力分布

(a) Stress distribution in elastic limit state

(b)弹塑性状态时应力分布

(b) Stress distribution in elastic-plastic state

(c)塑性极限状态时应力分布

(c) Stress distribution in plastic limit state

图 5 弹、塑性极限状态下应力分布

Fig. 5 Stress distribution in elastic and plastic limit state

4.4 弹性极限内压的参数分析

采用式 (17)分析 pe/σt 随半径比 rb/ra、统一强

度理论参数 b、拉压强度比 α与材料拉压模量系数 β

的变化规律，结果如图 6所示.

由图 6可以看出，当厚壁圆筒的材料一定时，

pe/σt 随 rb/ra的增大而增大，如令 β = 1.6，当 rb/ra
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从 1.6增大到 2时 pe/σt 增大了 17.51%，但 rb/ra增

大到一定值后，pe/σt 的变化趋势逐渐趋于平稳，说

明不能仅仅通过增加壁厚来提高厚壁圆筒的弹性极

限内压；当厚壁圆筒的内外半径一定，材料拉压强度

比 α、统一强度理论参数 b不变时，pe/σt随 β的增大

而减小，如令 rb/ra = 2.4，β从 1增大到 1.6时 pe/σt

减小了 13.78%，且随着壁厚的增加，β对 pe/σt的影

响越显著. 由图 6(c)和图 6 (d)可知，pe/σs 随 b的

增大而增加，如令 β = 1.6、α = 0.4，b从 0变化到 1时

(a)α = 1, b = 0, β > 1

(b) α = 1, b = 0, β 6 1

(c) rb/ra = 2, β = 0.5

(d) rb/ra = 2, β = 1.6

图 6 pe/σt 与 rb/ra, α, b, β间的关系

Fig. 6 Correlation ofpe/σt with rb/ra, α, b andβ

pe/σt 增大了 14.30%；随 α的增大而减小，如令 β =

1.6, b = 0.5，α 从 0.6 变化到 1 时 pe/σt 减小了

8.05%，也就是说中间主应力、材料拉压强度不同均

显著影响厚壁圆筒的弹性极限承载能力.因此，对厚

壁圆筒进行弹性极限分析时应考虑材料的拉压强度

不同、拉压模量不同及中间主应力的影响.

4.5 塑性极限内压的参数分析

由式 (26)可知，塑性极限内压 pp/σt 与半径比

rb/ra、统一强度理论参数 b、拉压强度比 α均有关，

其变化规律如图 7所示.

由图 7(a)可知，pp/σt 随 α 的增大而减小，随

rb/ra的增大而增大；令 rb/ra = 2，α从 0.6变化到 1

时 pp/σt 减小了 7.78%，令 α = 0.4，rb/ra从 1.6变化

到 2时 pp/σt增大了 59.15%；当 rb/ra增大到一定值

时，pp/σt的增长趋势逐渐变缓，增加壁厚已不能明

(a)b = 0.5

图 7 pp/σt 与 rb/ra, α, b间的关系

Fig. 7 Correlation ofpp/σt with rb/ra, α andb
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(b) α = 0.4

图 7 pp/σt 与 rb/ra, α, b间的关系 (续)

Fig. 7 Correlation ofpp/σt with rb/ra, α andb (continued)

显提高厚壁圆筒的塑性极限承载能力，可由此选择

合理壁厚. 由图 7 (b)可知，pp/σt 随 b的增大而增

加，令 rb/ra = 2.4，b从 0变化到 1时 pp/σt 增大了

14.71%，因此实际工程中应根据实验确定 b值以选

取合适的强度准则，使厚壁圆筒的受力情况更接近

实际.

4.6 安定极限内压的参数分析

采用式 (26)、式 (30)及式 (31)分析 pm/σt 随半

径比 rb/ra、统一强度理论参数 b、拉压强度比 α与拉

压模量系数 β的变化规律，结果如图 8所示.

由图 8(a)和图 8 (b)可得，对同一材料的厚壁圆

筒，pm/σt随 rb/ra的增大而增大，如令 β = 1.6，rb/ra

从 1.6增大到 2时 pm/σt 增大了 42.28%，当 rb/ra增

大到一定值后，pm/σt逐渐趋于平稳；在其他条件不

变的情况下，一定壁厚范围内，安定极限内压 pm/σt

的值与 β无关，当壁厚增加到一定值后，pm/σt 随 β

的增大而减小，如令 rb/ra = 2.4，β 从 1增大到 1.6

时 pm/σt 减小了 13.78%.由图 8(c)和图 8 (d)可得，

(a)α = 1, b = 0, β > 1

(b) α = 1, b = 0, β 6 1

(c) rb/ra = 2, β = 0.5

(d) rb/ra = 2, β = 1.6

图 8 pm/σt 与 rb/ra, α, b, β间的关系

Fig. 8 Correlation ofpm/σt with rb/ra, α, b andβ

pm/σt 随 b的增大而增大，如令 β = 1.6, α = 0.4，b

从 0变化到 1时 pm/σt 增大了 13.90%，考虑中间主

应力效应使材料的潜能得到更充分发挥；当 b, β及

rb/ra不变时，pm/σt随 α的增大而减小，如令 β = 1.6,

b = 0.5，α从 0.6变化到 1时 pm/σt减小了 11.03%，

说明考虑拉压强度比时可增大安定极限内压 pm/σt
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从而充分利用材料的潜能.

5 结 论

(1)基于双剪统一强度理论，并考虑中间主应力

效应及材料拉压强度和拉压模量不同的影响，本文

得到内压作用下厚壁圆筒的弹性极限内压、塑性极

限内压及安定极限内压的统一解. 通过参数变化，

该解可退化为拉压模量相等及不同屈服准则的解析

解；通过与文献对比验证，说明了本文计算公式的正

确性.

(2)弹性极限内压、塑性极限内压与安定极限内

压均随半径比 rb/ra的增大而增加；当壁厚增大到一

定值后，半径比对弹性限内压、塑性极限内压及安定

极限内压的影响逐渐趋于平稳，因此实际工程中可

根据该变化规律来选择合理壁厚.

(3)弹性极限内压、塑性极限内压与安定极限内

压均随拉压强度比 α的增大而减小，说明不考虑拉

压强度的不同会使极限内压的计算值偏小；随强度

理论参数 b的增大而增加，说明考虑中间主应力的

影响可使厚壁圆筒的受力更接近实际，充分发挥材

料的性能；弹性极限内压随拉压模量系数 β的增大

而减小，壁厚在一定范围内时，拉压模量系数 β 对

安定极限内压无影响，当壁厚增加到一定值后，安

定极限内压随拉压模量系数 β的增大而减小，说明

当 β 6 1时考虑拉压模量的不同可提高极限内压值

以便充分利用材料的性能，β > 1时不考虑拉压模量

的不同使计算值偏大从而导致事故的发生；因此对

厚壁圆筒进行安定性分析时应考虑材料的拉压强度

差异、拉压模量不同及中间主应力的影响.

本文所推导的厚壁圆筒极限内压统一解是针对

一般材料的通用解，仅考虑了材料拉压强度、拉压

模量的不同，且假定材料符合理想弹塑性模型，针对

具体材料的特性如应变硬化及 Bauschinger效应等，

可在此基础上进行拓展研究.对于公式的验证，本文

计算结果仅与已有文献的理论、相关试验及 FLAC、

ABAQUS数值软件模拟结果进行了对比分析，对于

同时考虑拉压强度不同、拉压模量不同及中间主应

力等因素的验证分析，有待借助 FLAC 或 ABAQUS

软件的二次开发模拟进一步全面验证.
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