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基于能量等效原理的应变局部化分析:
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摘要 基于热力学第一定律和非局部塑性理论，提出了一种求解应变局部化问题的非局部方法. 对材料的每一

点定义了局部和非局部两种状态空间，局部状态空间的内变量通过非局部权函数映射到非局部空间，成为非局

部内变量. 在应变软化过程中，局部状态空间中的塑性变形服从正交流动法则，材料的软化律在非局部状态空

间中被引入.通过两个状态空间的塑性应变能耗散率的等效，得到了应变软化过程中明确定义的局部化区域以

及其中的塑性应变分布.应用本方法导出了一维应变局部化问题的解析解.解析解表明，应变局部化区域的尺寸

只与材料内尺度有关；对于高斯型非局部权函数，局部化区域的尺寸大约是材料内尺度的 6倍.一维算例表明，

局部化区域的塑性应变分布以及载荷--位移曲线仅与材料参数和结构几何尺寸有关，变形局部化区域的尺寸随

着材料内尺度的减小而减小，同时塑性应变也随着材料内尺度的减小变得更加集中. 当内尺度趋近于零时，应

用本文方法得到的解与采用传统的局部塑性理论得到的解相同.
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Abstract Based on the first law of thermodynamics and the nonlocal plasticity theories, a new approach is proposed

to solve the strain localization problems induced by strain softening. For each material point, two state spaces, local

and nonlocal state spaces, are defined such that the local internal variable can be mapped, from the local state space by

integral transformation with the nonlocal weighting function, into the nonlocal internal variable in the nonlocal state space.

During strain softening, the plastic deformation follows the normal flow rule in the local state space and the softening law

is introduced in the nonlocal state space. It is assumed that the strain softening is a global material behavior and the

plastic energy dissipation within the entire material body is always positive. However, the balance of momentum is still

satisfied locally. By equating the rates of the plastic energy dissipation in the two state spaces during strain softening,
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the localization zone and the plastic strain distribution become well-defined. Analytical solution for the one-dimensional

strain localization is developed, and it is well shown that the plastic strain distribution and load-displacement curves are

well-defined by the material properties, such as the softening modulus and internal length scale, as well as the geometry of

the material body. For the Gaussian-type weighting functions the width of the localization zone is approximately six times

the internal length scale. Numerical example demonstrates that the size of the localization zone decreases as the internal

length scale is reduced, and the distribution of the plastic strain in the localization zone becomes more concentrated when

the internal length scale becomes smaller. As the internal length scale approaches to zero, the solution reduces to the one

predicted by the conventional local plasticity theory.

Key words strain localization, nonlocal plasticity, internal length scale, mesh-dependence, finite element

引 言

一些岩土工程材料，如岩石、混凝土、土体，当加

载至接近破坏时，会在某些区域呈现出高度集中的

塑性变形. 这些具有集中塑性变形的区域通常呈带

状 [1-8]，因此这种现象通常叫做 “应变局部化 (strain

localization)”或 “剪切带局部化 (shear band localiza-

tion)”. 伴随应变局部化出现的是材料强度随着塑性

变形的增大而减小，这种现象一般叫做 “应变软化

(strain softening)”.尽管应变局部化的机理因材料的

不同而不同，但由应变软化导致的应变局部化是岩

土材料中最常见的.

对剪切带局部化的数值模拟已经有 30多年的

历史. 目前普遍认为在经典连续介质力学的框架中

采用应变软化模型对应变局部化进行数值模拟会导

致病态的、具有网格相关性的结果 [9-11].这种网格相

关性主要表现在两个方面：一是当采用的有限元网

格尺寸变小时，应变局部化区域的尺寸 (或剪切带的

厚度)也随之变小，当网格尺寸趋于零时，剪切带的

厚度也趋于零；二是载荷--位移曲线与有限元网格尺

寸密切相关，对于特定问题没有唯一解.造成这种问

题的根本原因可以从两个方面理解：根据数学的观

点，当采用应变软化模型时，基于经典连续介质力学

理论建立的控制微分方程会失去其椭圆性 [12-14]，进

而导致相应的边值问题不适定；根据物理的观点，

经典连续介质力学采用逐点描述材料行为的方式，

没有包含材料的内尺度信息，因此它不适合用来描

述非均匀变形.

为了克服网格相关性，学者们提出了很多理论

或模型. 这些模型大体包括：扩展的连续介质力

学模型 [9-10,12]、梯度塑性模型 [14] 和非局部塑性模

型 [15-20]. 其中第一类模型通过引入附加的形函数或

扩展的应变场来允许应变局部化的形成，后两类模

型通过不同的方法在材料本构关系中引入了材料内

尺度. 所有这些模型的共同目的都是致力于恢复控

制微分方程的椭圆性，从而使应变软化边值问题变

得适定，最终使局部化区域以及其中的塑性应变分

布的解成为一个在物理上客观的量.

在上述这些模型中，非局部塑性模型提供了一

种在本构关系模型中引入材料内尺度的直接、并且

是自然的方法，从而克服了连续介质力学的根本缺

陷.这一类模型是基于Eringen[19]在 1960年代提出的

非局部连续介质力学的概念，并由 Baz̆an和 Lin [20]

首先用于应变软化行为的模拟.它的基本假设是，材

料某一点的屈服应力不仅与这一点的内变量有关，

而且与材料其他点的内变量有关.根据这个假设，在

最早由 Baz̆ant和 Lin[20] 提出的非局部模型 (称之为

一般非局部塑性模型)中，材料一点的屈服应力表示

为该点非局部内变量的函数，而该点的非局部内变

量是材料各点局部内变量的加权平均值. 一般非局

部塑性模型虽然在表达形式上简洁，但是在应用中

仍然导致了与网格相关的数值模拟结果 [21]. 为了改

进这一模型，Vermeer和 Brinkgreve[15]以及 Strömberg

和 Ristinmaa[16]先后提出了混合非局部塑性模型.在

这一模型中，屈服函数中的非局部内变量被代之以

局部内变量和非局部内变量的线性组合. 当混合非

局部参数大于 1时，根据这一模型求解出的塑性应

变分布以及局部化区域的尺寸与网格无关. Luzio和

Baz̆ant[21]通过谱分析证明了混合非局部模型的确能

够导致与网格无关的解，而采用一般非局部塑性模

型仍然不能克服网格相关性. Lü等 [17-18] 采用谱分

析的方法对这一模型做了进一步的改进. Jirásek和

Rolshoven[22]详细比较了各种不同形式的非局部塑性

模型以及混合非局部塑性模型在模拟应变软化行为
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时对于网格相关性的矫正效果.

然而，对于一般非局部塑性模型未能导致网格

无关的结果的根本原因仍然没有得到很好的理解.

一般非局部塑性模型源于 Eringen[19] 的非局部连续

介质力学理论，其物理基础和数学框架是坚实的.

Nilsson[23], Borino等 [24], de Sciarra[25],以及 Nguyen[26]

还从热动力学和最大塑性耗散功方面论证了非局部

塑性模型与热力学第一和第二定律是一致的. 理论

上，一般非局部塑性模型应该能够导致网格无关的

结果，而实际应用上并没有实现最初提出这一模型

的目的.因此，关于一般非局部塑性模型对于网格相

关性的矫正机理仍需进一步研究.

本工作从一个新的角度提出一种应用一般非局

部塑性模型矫正网格相关性的方法. 这一方法应用

状态空间理论，定义局部和非局部状态空间，通过 2

个状态空间的能量等效原理求解塑性应变的分布以

及局部化区域，从而得到客观的、具有物理意义的

解.由于这一方法在一维问题中可以得到解析解，而

对于二维问题则只能采用有限元方法得到数值解，

因此分成两部分介绍这一方法,本文为第 1部分. 本

文组织如下：第 1节定义局部和非局部两个不同的

状态空间; 第 2节处理两个状态空间之间的能量等

效关系；第 3节导出局部和非局部状态空间中内变

量的非局部变换公式，并讨论软化规律、流动法则，

以及非局部内变量的求解方法；第 4节导出一维问

题的解析解；第 5节给出结论.本文的工作基于小变

形假设.

1 局部和非局部状态空间

状态空间的概念已被广泛应用于现代控制理

论，也用于弹性和热弹性问题的求解 [27-28]. 本文应

用这个概念建立非局部塑性模型.

对于所占空间区域为 Ω的弹塑性材料，在区域

边界 ∂gΩ上作用有指定的力，在边界 ∂uΩ上作用有

指定的位移 (∂gΩ ∩ ∂uΩ = Ø，Ø为空集). 假设 x0代

表时间 t = 0时某材料点初始构形的坐标，此材料点

的局部状态空间由下列状态向量确定

ST =
[
uT,σT,

(
εe)T ,

(
εp)T , ηT

]
(1)

其中, u为位移矢量；σ为应力矢量；εe和 εp分别表

示弹性和塑性应变矢量；η为内变量矢量；上标 “T”

表示矩阵的转置. 在局部状态空间中没有引入材料

内尺度.对于相同的材料点 x0，它的非局部状态空间

定义为

S̃
T

=
[
ũT, σ̃T,

(
ε̃e)T ,

(
ε̃p)T , η̃T

]
(2)

其中 “∼” 表示对应于局部状态量的非局部状态量.

在非局部状态空间中，在材料本构关系中引入

了材料内尺度.但其他材料参数，如几何形状和边界

条件，则与非局部状态空间相应的参数相同.因此，

当材料内尺度趋近于零时，非局部状态空间就与局

部状态空间重合.

向量 S和 S̃的分量分别是空间区域 Ω中材料点

x0在局部状态空间和非局部状态空间中的状态变量.

在不引起混淆的情况下，本文后面矩阵符号和相应

的张量符号可以互换使用.需要注意的是，非局部状

态空间 S̃中的状态变量是考虑了材料内尺度和非局

部效应后的状态变量.在物理和数学意义上，S̃的分

量实际上代表的是某材料点的局部物理量.

2 局部和非局部状态空间之间的能量等效

关系

对于在域 Ω中定义的弹塑性率无关材料，如果

假定绝对温度 θ 和质量密度 ρ为常数，并且没有热

辐射和对流发生，那么，在局部状态空间中，热力学

第一定律可以表达为 [29-30]

∫

Ω

ρėdV =

∫

Ω

σTε̇dV (3)

其中，e为每单位质量的内能.符号上面的圆点表示

对时间的导数.对于准静态过程，如果忽略体积力，

那么整个材料的能量守恒定律可以表达为
∫

∂Ω

F̂
T ˙̂udΓ =

∫

Ω

σTε̇dV (4)

其中，F̂ 和 û 分别表示作用在边界 ∂Ω 上的力和位

移，Γ 表示边界 ∂Ω 的面积.对于小变形问题，应变

张量可以分解为弹性部分 εe和塑性部分 εp，即

ε = εe + εp , ε̇ = ε̇e + ε̇p (5)

式 (4)的右端项可以写为
∫

Ω

σTε̇dV =

∫

Ω

σTε̇edV +

∫

Ω

σTε̇pdV (6)

定义弹性内能变化率 U̇e、塑性内能变化率 U̇p 以及

总内能变化率 U̇ 如下

U̇e =

∫

Ω

σTε̇edV (7a)

U̇p =

∫

Ω

σTε̇pdV (7b)
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U̇ =

∫

Ω

σT : ε̇dV (7c)

则式 (6)可以写为

U̇ = U̇e + U̇p (8)

作用在边界 ∂Ω上的外力 F̂所做的功率 Ẇ可表示为

Ẇ =

∫

∂Ω

F̂
T ˙̂udΓ (9)

能量方程 (4)可以表示为

Ẇ = U̇ (10)

如第 1节所述，对于相同的材料点，存在一个非局部

状态空间，在此空间中的应力和应变状态变量考虑

了材料内尺度的影响.考虑到对于两个状态空间，输

入材料的外力功相等，如果以 ˙̃W表示输入非局部状

态空间的外力功，则有

˙̃W = Ẇ =

∫

∂Ω

F̂
T ˙̂udΓ (11)

类似地，在非局部状态空间中，能量方程 (4)可以表

示为 ∫

∂Ω

F̂
T ˙̂udΓ =

∫

Ω

σ̃T ˙̃εdV (12)

式 (12) 的右边代表非局部状态空间总内能的变化

率，可以记为 ˙̃U，即

˙̃U =

∫

Ω

σ̃T ˙̃εdV (13)

根据局部状态空间应变张量的分解，也可以类似地

在非局部状态空间中将总应变张量分解为弹性部分

和塑性部分

ε̃ = ε̃e + ε̃p , ˙̃ε = ˙̃εe + ˙̃εp (14)

同样的处理过程，可以得到如下的关系式

˙̃Ue =

∫

Ω

σ̃T ˙̃εedV (15a)

˙̃Up =

∫

Ω

σ̃T ˙̃εpdV (15b)

˙̃U = ˙̃Ue + ˙̃Up (15c)

˙̃W = ˙̃U (16)

比较式 (10)和式 (16)，则有

˙̃U = U̇ (17)

本文假定材料在局部和非局部状态空间的总的塑性

耗散功率相等，即

˙̃Up = U̇p (18a)

则由式 (17)可得出

˙̃Ue = U̇e (18b)

式 (18a)和式 (18b)分别表示在非局部状态空间中内

能的塑性部分和弹性部分与局部状态空间中的对应

部分相等. 这两个等式在本文的非局部方法中具有

重要的作用.

3 非局部变换和内变量的求解

3.1 内变量的非局部变换

为了将非局部状态空间与局部状态空间联系起

来，定义材料点 x在非局部状态空间的非局部内变

量 η̃ (x) 与局部状态空间的内变量 η (x) 之间的变换

如下

η̃ (x) =

∫

Ω

w(x, ξ; l)η(ξ)dV (ξ) ∀ : x, ξ ∈ Ω (19)

其中，w(x, ξ; l) 为核，也称为域 Ω 内的非局部权函

数；x和 ξ代表域 Ω中材料点的坐标；参数 l为材料

内尺度.式 (19)的积分区域是整个区域 Ω.这个表达

式跟 Eringen[19]所采用的非局部量的表达式相似.关

于函数 w(x, ξ; l) 的特性，Eringen[19]，Baz̆ant及其合

作者 [20-21]，Stromberg和 Ristinmaa[16]，Jirasek和 Rol-

shoven[22] 以及其他很多学者都讨论过.其主要性质

如下：(1) w(x, ξ; l)是一个递减函数，当 ‖ξ − x‖ = 0时

取最大值 (‖•‖代表向量的长度)，并且随着 ‖ξ − x‖的
增长，w(x, ξ; l)平滑而迅速地衰减；(2)当 l → 0时，

w(x, ξ; l)接近为一个 δ函数，即

lim
l→0

w(x, ξ; l) = δ (x − ξ) (20a)

(3)权函数 w(x, ξ; l)应该使一个均匀场在非局部变换

后仍然是一个均匀场，这意味着 w(x, ξ; l) 必须满足

正则化条件
∫

Ω

w(x, ξ; l)dV (ξ) = 1 (20b)

这一特性可以通过下式实现 [15]

w(x, ξ; l) =
w∞(x, ξ; l)∫

Ω

w∞(x, ζ; l)dV (ζ)
(20c)
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式中，下脚标 “∞” 表示当 ‖ξ − x‖ → ∞时，w∞(x, ξ; l)

趋近于零.例如，高斯分布函数

w∞(x, ξ; l) =
1(√

2πl
)nd

exp

(
−‖x − ξ‖

2

2l2

)
(21)

就具备权函数的所有上述特性.其中 nd代表域 Ω的

维数.高斯分布函数具有无限支撑集，意味着不论材

料点与点之间距离多大，它们之间都会发生相互作

用，但是这种作用会随着 ‖x − ξ‖ /l 的增大而迅速减
小. 一些其他类型的具有有限支撑集的函数也可以

作为权函数 [22].

3.2 一维问题的屈服函数和流动法则

本文只讨论一维问题的屈服函数和流动法则.在

局部状态空间中，如果域 Ω中点的应力状态满足屈

服准则

f (σ) = |σ| − σY0 = 0 (22)

则材料在 x点开始屈服,即 x ∈ Ωp，其中 Ωp代表包

括所有屈服的材料点的区域.式 (22)中，σY0表示初

始屈服应力. 塑性变形将从这一时刻开始产生并随

着进一步的加载而增大. 如果初始屈服后紧跟着应

变软化，则假定在局部状态空间中，塑性变形服从

关联的正交流动法则

ε̇p = λ̇
∂ f
∂σ

(23)

其中 λ̇ 为局部状态空间的塑性乘子. 在局部状态空

间并没有引入软化律，而是将在后面的非局部空间

引入软化律.根据大量的试验结果，对岩石、混凝土

和土体的软化行为作如下假设.

(1)应变软化是一种满足下列条件的全局行为：

当 ˙̂u = β̇û并且 β̇ > 0时，有

Ẇ = U̇e + U̇p > 0且 Ue < 0 (24)

其中，û为作用在边界 ∂uΩ上的总位移，β为载荷系

数.

(2)屈服应力 σY 为非局部内变量 η̃在非局部状

态空间的特征塑性区域 Ωcp 上的积分的函数. 这里

的 Ωcp不同于局部状态空间中的 Ωp.

第 1个假设意味着整个材料的能量耗散随着边

界位移的增大和弹性能的减小总是非负的. 这符合

大多数的实验现象和热力学分析 [1,24,31].第 2个假设

是基于一个更加基本的假设，即应变软化过程的动

量平衡是局部满足的而且局部弹性卸载和全局塑性

能量耗散是同时发生的 [4-7].

一维问题的非局部状态空间的屈服条件和软化

规律通过下式引入

f̃ (σ̃, η̃) = |σ̃| − σY (η̄) = 0 (25)

σY (η̄) = σY0 + χ (η̄) (26)

其中, χ (η̄)表示 η̄的负函数，用来描述屈服应力随内

变量的增大而减小，̄η是特征塑性区域 Ωcp中非局部

内变量的平均值

·
η̄ =

1
Lcp

∫

Ωcp

˙̃η (x) dx (27)

其中, Lcp为特征塑性区域 Ωcp的长度.

应该指出，Ωcp是与非局部状态空间相关的特征

塑性区域，它是一非零的客观区域，在此区域中材料

发生软化塑性变形，它的大小取决于材料内尺度和

权函数的具体形式.

对于线性应变软化，定义

Ēps = Const (28)

其中 Const表示常数，则 χ (η̄)可以简单地表达为

χ (η̄) = Ēpsη̄ (29)

其中, Ēps是非局部软化模量，Ēps < 0. 上标 “ps” 代

表塑性软化 (plastic softening).对于非线性软化，χ (η̄)

具有其他的复杂形式，本文暂不涉及.

由于非局部状态空间的应力状态 σ̃与局部状态

空间相应的应力状态 σ相同，方程 (25)还可以写为

f̃ (σ, η̄) = |σ| − σY (η̄) = 0 (30)

塑性加载和卸载遵循 Kuhn-Tucker互补条件 [7]

˙̃λ > 0 , f̃ (σ, η̄) 6 0且 ˙̃λ f̃ (σ, η̄) = 0 (31)

以及一致性要求

˙̃λ ˙̃f (σ, η̄) = 0 (32)

对于塑性加载，条件 ˙̃λ > 0变成 ˙̃λ > 0，由此一致性

条件 (32)可简化为

˙̃f (σ, η̄) = 0 (33)

将式 (26)、式 (29)和式 (30)代入式 (33)可以得到

σ̇ = sign (σ) Ēps ·η̄ (34)
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其中

Ēps =
dχ
dη̄

(35)

由于卸载过程中应力是减小的，因此假设在某一时

刻有一弹性试应力 σtr (参看文献 [29])，则 σ̇可以表

示为

σ̇ = reσ̇tr (36)

其中, re是一个待确定的系数. 将式 (36)代入式 (34)

得到

re = sign (σ) Ēps ·η̄ /σ̇tr (37)

相应的弹性应变率如下

˙̃εe = ε̇e = reε̇tr = sign (σ)
(
Ēps/E

) ·
η̄ (38)

在非局部状态空间中，进一步假设关联正交流

动法则仍然适用，因此有

˙̃εp = ˙̃λ
∂ f̃
∂σ

= sign (σ) ˙̃λ (39)

在应变硬化或软化律中，常采用等效塑性应变作为

内变量，即

η̇ = ε̇
p
eq =

√
2
3

(ε̇p)T ε̇p (40)

其中, εp
eq代表等效塑性应变.对于一维问题，考虑到

式 (23),则有

η̇ =
∣∣∣ε̇p

∣∣∣ = λ̇ (41)

相应地，在非局部状态空间，也存在下列关系式

˙̃η =
∣∣∣ ˙̃εp

∣∣∣ = ˙̃λ (42)

由式 (7a)可知，在局部状态空间中域 Ωp内的塑

性能变化率可以表达为

U̇p = A
∫

Ωp
σε̇pdx = A

∫

Ωp
σsign (σ) λ̇dx (43)

其中，A代表一维杆件的截面积.式 (43)代入了关联

的正交流动法则式 (23).由于 σ和 sign (σ) λ̇在区域

Ωp内是连续的，对等式 (43)右端项应用积分中值定

理得到
∫

Ωp
σsign (σ) λ̇dx = σsign (σ) λ̇ (xm) Lp (44)

其中，xm为 Ωp中的某点；λ̇ (xm)代表 λ̇ (x)在 Ωp中

的均值；Lp为 Ωp的长度.合并式 (44)和式 (43)可得

λ̇
(
xm)

σsign (σ) A =
U̇p

Lp
(45)

如果 U̇p为常数，则当 Lp → 0时，式 (45)的右端成

为一个 δ序列，即

lim
Lp→0

U̇p

Lp
= U̇pδ (x) (46)

其中 δ (x)为 Dirac-δ函数，定义如下

δ (x) = 0 , for x , 0 (47a)∫

Ω

δ (x)dx = 1 (47b)

因此，式 (45)可以写为

λ̇
(
xm)

=
U̇pδ (x)

σ sign (σ) A
=

〈
λ̇
〉m
δ (x) (48)

其中 〈
λ̇
〉m

=
U̇p

σ sign (σ) A
=

U̇ − U̇e

σ sign (σ) A
(49)

一般地，非局部权函数 w(x, ξ; l)与时间无关，因此根

据式 (41)和式 (42)，将式 (48)代入非局部转换关系

式 (19)中可得

˙̃λ (x) =

∫

Ω

w (x, ξ; l)
〈
λ̇
〉m
δ (ξ) dξ =

w (x, xp; l)
〈
λ̇
〉m

(50)

其中，xp 代表局部状态空间中塑性应变不为零的

点，这是因为在局部状态空间中的应变软化会导致

塑性应变集中于一点，所以 Ωp → 0 .但在非局部状

态空间，塑性区域由式 (50)确定.将式 (42)和式 (50)

代入式 (27)，得到

·
η̄ =

〈
λ̇
〉m

Lcp

∫

Ωcp
w

(
x, xp; l

)
dx = Ĩ

(
xp)

〈
λ̇
〉m

Lcp
(51)

其中

Ĩ
(
xp) =

∫

Ωcp
w

(
x, xp; l

)
dx (52)

从式 (49)、式 (51)、式 (52)可以看出，尽管局部

状态空间的塑性乘子为 Dirac-δ函数的倍数，非局部

状态空间的非局部塑性乘子及其在特征塑性区域中

的平均值具有明确定义.

3.3 一维问题的解析解

将式 (15a)、式 (38)和式 (39)代入式 (15b)，并考

虑到式 (51)，可得到非局部状态空间总能量率的表

达式

˙̃U = ˙̃Ue + ˙̃Up =

∫

Ω

σ ˙̃εedx +

∫

Ω

σ ˙̃εpdx =

A
〈
λ̇
〉m
σ sign (σ)

[
Ēps

E
L

Lcp
Ĩ (xp) + Ĩ (xp)

]
(53)
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将式 (49)代入式 (53)并且注意到式 (11)和式 (16)，

则有

Ẇ =
(
Ẇ− U̇e

) [ Ēps

E
L

Lcp
Ĩ
(
xp) + Ĩ

(
xp)

]
(54)

假设有一受拉杆件，如图 1所示，左端固结，

对右端施加位移 û，相应的拉力为 F̂. 拉杆中心点有

一屈服强度较低的弱区域 (见图 1)，应变局部化首先

在此点出现. 设坐标原点也位于左端支撑点，则有

xp = L/2.如果杆件足够长，则近似地有

Ĩ (L/2) ≈ 1 (55)

图 1一维模型问题

Fig.1 One-dimensional model problem

将式 (11)和式 (7a)以及式 (55)代入式 (54)可得

到如下的应力率、非局部状态空间的塑性应变率、

弹性应变率以及总应变率的表达式如下

σ̇ =
E

1 +
E

Ēps

(
Lcp

L

)
( ˙̂u
L

)
(56)

˙̃εp =

(
σ̇

Ēps

)
Lcpw (x, L/2; l) , ˙̃εe =

σ̇

E

˙̃ε =
σ̇

E
+

(
σ̇

Ēps

)
Lcpw (x, L/2; l)


(57)

值得注意的是，Ēps和 Lcp均为材料特性参数：

Ēps为非局部软化模量，是基于特征长度 Lcp上的平

均塑性应变而测得的.在物理意义上 Lcp可以理解为

局部化区域的尺寸，如果权函数具有有限支撑集，

则权函数的零点之间的距离则为局部化区域的尺寸.

对于如下的一维高斯权函数

w (x, ξ; l) =
1

l
√

2π
e−(x−ξ)2/2l2 (58)

根据统计学的分析，99.7%的塑性变形发生在区域

|x− ξ| < 3l中.当 |x− ξ| > 3l，塑性变形很小，可以忽

略不计.从物理意义上，式 (58)中的内尺度反映了变

形的集中程度，与局部化区域的尺寸密切相关.如果

把包含 99.7%的塑性变形的区域作为局部化区域，

则对于高斯型权函数，特征塑性区域为

Lcp = 6l (59)

文献 [14]根据高阶梯度塑性理论给出的应变局

部化区域的长度是

Lcp = 2πl (60)

比较式 (59)和式 (60)可知，由本文理论得到的应变

局部化区域的长度和由高阶梯度塑性理论的预测值

大体相近.

式 (59)和式 (60)表明，如果非局部权函数为高

斯分布形式，则塑性应变局部化区域的长度 Lcp 至

少是材料内尺度 l 的 6倍. 如果材料的弱区域位于

拉杆的中间部位，即 xp = L/2，则式 (55)满足的条

件是 L/l > 6. 由此可知，式 (56)和式 (57)有效范围

为 L/l > 6.如果通过试验测量 Lcp，试件的长度至少

要大于材料内尺度的 6倍才可以得到具有物理意义

的非局部软化模量 Ēps. 对于其他形式的权函数，内

尺度的定义可能不同，但它与局部化区域长度的关

系可以通过类似的方式得到.需要指出的是，本文的

内尺度是通过非局部权函数引入到材料本构关系模

型的.在物理意义上，材料内尺度与材料的物质结构

以及颗粒的尺寸有关. 不同的本构模型对于材料内

尺度的定义不同，导致内尺度与材料颗粒尺寸的关

系也不同.在 Baz̆ant和 Pijaudier-Cabot[32]提出的一种

非局部连续介质模型中，局部化区域的长度与材料

内尺度近似相同，他们通过试验得到的材料内尺度

是骨料最大尺寸的 2.7倍. Mühlhaus和 Vardoulakis[33]

通过 X 射线测量沙土双轴试验中形成的剪切带，所

得到的剪切带厚度是颗粒平均直径的 16倍. 因此，

从材料试验的角度来看，应变局部化区域的长度 Lcp

(一维情况)或剪切带厚度 (二维情况)应被视为一种

可以直接测量的、与材料颗粒尺寸密切相关的材料

特性参数，而材料内尺度则应被视为一种与具体的

非局部模型有关的间接参数. 对于经历局部化变形

的材料，Lcp的测定显然直接影响到 Ēps的取值，进

而影响到计算结果.

4 算例和讨论

假定拉杆的尺寸和材料特性如下：L = 100 mm,

E = 20 000 MPa,线性软化模量 Ēps = −2 000 MPa,

σY0 = 2 MPa. 杆件中心弱区域的屈服强度 σw
Y0 =

1.8 MPa. 将这些数据代入式 (56)和式 (57)，并采用

一维高斯权函数式 (58)，可得到塑性应变的分布和

应力位移曲线分别如图 2和图 3所示. 为了比较不
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同材料内尺度对计算结果的影响，图 2和图 3给出

了材料内尺度 l 分别取 3 mm，4 mm，5 mm，8 mm，

10 mm时的计算结果以进行比较. 图 2表明，变形

局部化区域的尺寸随着材料内尺度的减小而减小，

同时塑性应变也随着材料内尺度的减小变得更加集

中. 图 3表明，峰值后的载荷--位移曲线下降段随着

材料内尺度的减小而更加陡峭.这种趋势表明，随着

l → 0,当 Lcp = L
(
−Ēps/E

)
时，峰值后的载荷 --位移

曲线就会出现最陡的下降路径，当 Lcp < L
(
−Ēps/E

)

时，载荷--位移曲线会出现 “回弹”(snap-back)现象，

这正是局部连续介质模型预测的结果，当采用数值

方法求解时，会得到与网格相关的结果.这说明，当

l → 0时，非局部效应消失，非局部塑性模型退化成

局部塑性模型.

图 2 不同材料内尺度下拉杆内的塑性应变分布

Fig. 2 Plastic strain distributions along the axis of the bar for different

internal length scales

图 3 不同材料内尺度下拉杆的载荷--位移曲线

Fig. 3 Load-displacement curves of the bar with different internal length

scales

在一般非局部塑性模型中，屈服应力表达为非

局部内变量的函数，在塑性流动阶段，由非局部内

变量求解局部内变量时需要求解第一类 Fredholm积

分方程，而第一类 Fredholm积分方程本身是不适定

的 (ill-posed).当非局部内变量具有微小的扰动时，

局部内变量具有无穷大的变化. 由此导致当材料体

某一点首先屈服时，尽管非局部内变量具有有限的

大小，但局部内变量在初始屈服点无穷大，最终使塑

性应变集中于尺寸为零的区域而不能扩展至有明确

定义的区域.当采用数值方法求解时，计算结果依赖

于网格尺寸的大小和划分方式.

在混合非局部塑性模型中，通过引入一个非局

部参数 m > 1 对局部和非局部内变量进行加权平

均，从而得到一个过非局部内变量 (over nonlocal in-

ternal variable)，并将屈服应力表达为过非局部内变量

的函数.由此，局部和非局部内变量的关系变为第二

类 Fredholm积分方程. 第二类 Fredholm积分方程本

身是适定的，具有稳定且唯一的解,对有些核，甚至

有解析解. Lü等 [34]采用自然指数函数作为核，获得

了一维混合非局部塑性模型的解析解.但是，采用混

合非局部模型除了需要材料内尺度外，还要引入另

一个非局部参数 m. Luzio和 Baz̆zant[21] 证明了变形

局部化区域的尺寸随着混合非局部参数m的增加而

增大. 然而，在实际应用中对 m具体值的选取具有

任意性 (只要大于 1即可)，导致变形局部化区域的

尺寸会由于 m的不同而不同.而且非局部参数 m的

物理意义仍然不清楚.

本文所提方法的优点在于通过局部和非局部状

态空间塑性能量变化率的等效，将局部塑性模型中

集中于离散点的内变量按照非局部权函数的分布形

式平滑分布于非局部状态空间，从而得到塑性应变

分布的客观解，使得变形局部化区域的长度只与材

料内尺度有关, 既避免了直接求解第一类 Fredholm

积分方程，也回避了在本构模型中引入另外的参数.

5 结 论

本工作根据第一热力学定律，应用非局部塑性

理论，提出了一种求解应变局部化问题的新方法.该

方法可以克服传统的连续介质力学模型的缺陷，得

到应变局部化问题的客观解. 通过定义两个状态空

间，即局部和非局部状态空间，使两个状态空间的

塑性应变能耗散率相等，从而得到明确定义的局部

化区域和其中的塑性应变分布. 本方法保证了材料

的总能量耗散是非负的，同时动量平衡和塑性一致

性条件都局部得到满足.



第 3 期 武守信等：基于能量等效原理的应变局部化分析: I.一维解析解 675

应用本文方法对一维问题获得了解析解. 针对

高斯权函数得到了局部化区域尺寸和材料内尺度的

近似关系.算例表明，局部化区域的尺寸和塑性应变

的分布都仅与材料特性有关. 随着材料内尺度的减

小，局部化区域的尺寸减小，但是塑性应变的集中

程度增大.当内尺度趋近于零时，用本文方法得到的

结果接近于传统的局部塑性理论所得到的解.

与混合非局部塑性模型相比，本文提出的模型

并不需要引入另外的非局部参数，并且对一般的非

局部权函数在一维情况下都可以获得解析解. 在本

研究的下一篇论文 “基于能量等效的应变局部化分

析 II: 有限元解法” 中将会看到，本文所提出的方法

在有限元分析中容易实现，且只需要单元之间的位

移插值函数具有 C0连续性.
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