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固体力学

无网格局部强弱法求解不规则域问题
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摘要 无网格局部彼得洛夫 --伽辽金 (meshless local Petrov-Galerkin, MLPG)法是一种具有代表性的无网格方

法，在计算力学领域得到广泛应用.然而，这种方法在边界上需执行积分运算，通常很难处理不规则求解域问题.

为了克服MLPG法的这种局限性，提出了无网格局部强弱 (meshless local strong-weak, MLSW)法. MLSW法采

用 MLPG法离散内部求解域，采用无网格介点 (meshless intervention-point, MIP)法施加自然边界条件，并采用

配点法施加本质边界条件，避免执行边界积分运算，可适用于求解各类复杂的不规则域问题.从理论上讲，这种

结合式方法，既保持了MLPG法稳定而精确计算的优势，同时兼备配点型方法在处理复杂结构问题时简洁而灵

活的优势，实现了弱式法和强式法的优势互补.此外，MLSW法采用移动最小二乘核 (moving least squares core,

MLSc)近似法来构造形函数，是对传统移动最小二乘 (moving least squares, MLS)近似法的一种改进. MLSc使

用核基函数代替通常的基函数，有利于数值求解的精确性和稳定性，而且其导数近似计算变得更为简单. 数值

算例结果初步表明：这种新方法实施简单，求解稳定、精确，表现出适合工程运用的潜力.
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Abstract The meshless local Petrov-Galerkin (MLPG) method is a representative meshless method, and is widely

applied in computational mechanics. But, this method is necessary to execute the boundary integral operation, and it is

always difficult to solve irregular domain problems. In order to remove this kind of limitation of the MLPG method, a

meshless local strong-weak (MLSW) method is presented. The proposed method uses the MLPG method for domain

discretization, adopts the meshless intervention-point (MIP) method for imposing the natural boundary conditions, and

employs a collocation method for imposing the essential boundary conditions. Thus, the boundary integral is completely

eliminated, and it favours to solve all kinds of irregular domain problem. Theoretically, the MLSW method deduced by

coupling algorithm, not only has inherited the advantage of the MLPG method, which is always stable and accurate for
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numerical solution, but also has attained the superiority of the collocation-type method, which is naturally simple and

flexible to cope with the domain of complex structure. Thereby, the method realizes advantageous complementarities of

the weak-form method and the strong-form method. In addition, the MLSW method uses a moving least squares core

(MLSc) approximation for constructing meshless shape function, which is an improvement for the traditional moving

least squares (MLS) approximation. By replacing common basis function with core basis function, MLSc approximation

is more stable and accurate, and also realizes a simple calculation for derivatives approximation. Early results with

numerical tests have showed that the proposed new method is easy for numerical implementation, is accurate and stable

for numerical solution, and is promising for engineering application.

Key words meshless method, irregular domain, boundary integral, MLPG method, MIP method, intervention-point

principle

引 言

无网格法是近 20年来计算力学领域迅速崛起的

一个研究分支，此类方法采用散点信息执行计算，

可减少、甚至完全免除对网格的依赖，节点单元的

增减更为自由灵活，其数值求解在自适应分析、大

变形、结构破坏等问题中体现出独特的优越性 [1-3].

无网格法的兴起又以弱式无网格法的提出和发展为

主要特征 [4-7]，而在弱式无网格法中，Atluri等提出的

无网格局部彼得洛夫 --伽辽金 (meshless local Petrov-

Galerkin，MLPG)法是一种重要且得到广泛应用的方

法 [6,8-10]. 相比于全局弱式法，MLPG法不需要全局

背景积分网格，向真正的无网格法前进了一大步.此

外，该方法的刚度矩阵组装是基于节点的，与通常的

配点方法相类似，数值实施较为直接，而且计算稳定

并能得到高精度的解 [11-12].

然而，MLPG法在实际应用中也面临一些严峻

的挑战. 该方法对边界条件的施加需要执行边界积

分运算，对于复杂而不规则的边界，不准确的数值积

分将导致数值解失真，而精确的数值积分需要对边

界进行足够精确的刻画和度量，这在实际数值执行

中会面临多重困难.正如一些学者已经明确指出：如

何有效地实施边界积分是局部弱式法面临的一个棘

手课题，尤其是对具有复杂几何形状的问题域 [13-14].

实际上，到目前为止提出的诸多无网格法中，

每一种方法都有其优势和局限性，简洁的方法可能

计算精度不够令人满意，求解精确的方法可能数值

实施较为复杂繁琐.所以，发展结合式的方法，将多

种方法的优势相结合，并避免单一种方法的局限性,

成为当前无网格法的一个研究方向 [15-19]. 因此，本

文将基于 MLPG法，使用数值方法耦合技术消除其

边界积分运算，提出一种综合考虑精确、效率、易于

实施等多因素的方法，而且,这种方法将很容易求解

不规则域问题.

1 移动最小二乘核近似法

首先给出本文方法中使用的无网格形函数构造

方案.目前，有多种使用散点构造形函数的方法，其

中，移动最小二乘 (moving least squares, MLS)近似法

应用非常广泛 [20-21].为了消除MLS近似计算不稳定

的问题，一种改进的方法是使用核基函数 P(x − x∗)

代替普通基函数 P(x)，并将这种改进的方法称为移

动最小二乘核 (moving least squares core, MLSc)近似

法 [22].用 x∗表示目标点或计算点，对 ∀x ∈ ΩS(x∗)，

其场函数 u∗ (x)的近似公式用一个伴随 x∗定义的多

项式表示

u∗ (x) ≈ ũ∗ (x − x∗) = pT
∗ (x − x∗) a (x − x∗) (1)

式中，a (x − x∗)为系数向量，pT
∗ (x − x∗)为核基函数

向量，则二维完备 2次多项式核基函数写为

pT (x − x∗) = [1 x− x∗ y− y∗ (x− x∗)2

(x− x∗) (y− y∗) (y− y∗)2] (2)

为了得到式 (1)中系数向量 a (x − x∗) 的表达式，基

于散点集 {xJ}NJ

J=1 (∀xJ ∈ ΩS(x∗))构造如下加权二乘泛

函

J =

NJ∑

J=1

wJ(x − x∗)
[
pT

J (x − x∗) a (x − x∗) − ûJ

]2
(3)

式中，ûJ ≡ uJ (x)，wJ(x − x∗)为权函数. 寻求该泛函

关于 a的驻值，令 ∂J/∂a = 0，可得

a (x − x∗) = A−1 (x − x∗) B (x − x∗) û (4)
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其中

A (x − x∗) =

NJ∑

J=1

ĀJ (x − x∗)

ĀJ (x − x∗) = wJ(x − x∗)pJ (x − x∗) pT
J (x − x∗)


(5)

B (x − x∗) =
[
B̄J (x − x∗)

]NJ

J=1

B̄J (x − x∗) = wJ(x − x∗)pJ (x − x∗)


(6)

式中，[·]NJ

J=1 表示按脚标符号 J从 1到 NJ 顺序排列

的行矩阵. 并有 ûT = [ûJ]
NJ

J=1. 将式 (4)代入式 (1)，则

得到 MLSc的近似函数公式，写为

ũ∗ (x − x∗) = PT
∗ (x − x∗) A−1 (x − x∗) ·

B (x − x∗) û =

NJ∑

J=1

φJ (x) ûJ (7)

式中，φJ (x)为支撑节点 xJ对应的MLSc形函数，并

定义为

φJ (x) ≡ φJ (x − x∗) =

pT
∗ (x − x∗)

[
Ā−1

J (x − x∗) B̄J (x − x∗)
]

(8)

其偏导数计算，本文建议采用如下规则

φJ,i (x) = pT
∗,i (x − x∗) ·

[
Ā−1

J (x − x∗) B̄J (x − x∗)
]

φJ,i j (x) = pT
∗,i j (x − x∗) ·

[
Ā−1

J (x − x∗) B̄J (x − x∗)
]


(9)

式中，显然 a (x − x∗)被视为常数向量，不参与导数

计算.这种简化的计算，对于刚度矩阵是基于节点组

装的数值方法，不会对求解精度造成明显影响，所以

对于本文所建议的数值方法是适用的.

2 无网格局部强弱法

无网格局部强弱 (meshless local strong-weak,

MLSW)法的数值执行策略是对域内节点和边界上的

节点采用不同的数值离散方式，如图 1所示.

为了便于说明MLSW法的数值实施过程，以二

维弹性力学问题为例，其求解域 Ω上的控制方程写

为

σi j,i (x) − bi (x) = 0, x ∈ Ω (10)

其边界 Γ上的定解条件为

niσi j (x) − t̄i (x) = 0 , x ∈ Γt (11)

ui (x) − ūi (x) = 0 , x ∈ Γu (12)

式中，Γt 和 Γu分别为自然边界和本质边界，ni 表示

自然边界的单位外法向向量的第 i个坐标分量.

图 1 MLSW法示意图

Fig. 1 Schematics of the MLSW method

对于问题域内计算节点 xI，即 xI ∈ Ω，拟采用
MLPG法 [6] 进行数值离散.图 1中，Ωq是伴随域内

计算节点 xI 定义的积分子域，xq是 Ωq内的任一积

分点，Ωq
C是积分点 xq定义的覆盖域, xJ是 Ω

q
C 内的

任意一场节点，ΩQ
S 是积分子域 Ωq 的影响域，是所

有积分点覆盖域的并集，即 ΩQ
S = ∪NqΩ

q
C. 对式 (10)

定义的控制方程，其加权余量函数的局部弱式方程

写为 ∫

Ωq

wI (x) ·
(
σi j,i(x) − bi(x)

)
dΩ = 0 (13)

式中，wI (x) 是以计算节点 xI 为中心而定义的权函

数. 由 wIσi j,i =
(
wIσi j

)
,i
− wI ,iσi j，并应用散度定理，

当积分子域与全局边界不相交时，即 Ωq ∩ Γ = Ø条

件满足，则上式可推得
∫

∂Ωq

niwIσi j dΓ −
∫

Ωq

wI ,iσi j dΩ −
∫

Ωq

wI bidΩ = 0 (14)

当使用 Heaviside阶跃函数作为权函数时，即 w(x) =

H(x)，则根据 H(x)的函数性质，上式可改写为
∫

∂Ωq

niσi j dΓ −
∫

Ωq

bidΩ = 0 (15)

使用这种权函数的 MLPG 法计算形式更为简单，

计算效率更高，Atluri 等 [8-9] 将这种离散格式称为

MLPG5. 须注意，上式成立的前提条件是 Ωq ∩ Γ =

Ø，对于任意的域内计算节点 xI，要求积分子域 Ωq

能覆盖到该节点即可，故满足这一条件在数值实施

中是容易做到的.此外，为了避免局部积分子域与全

局边界相交，对靠近边界的计算节点可以定义较小

的局部积分域，并可适度向域内偏移，该处理不会对
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求解精度造成明显影响 [23-24].将式 (7)代入式 (15)，

可得
∫

∂Ωq

niσi j

(
ũq

)
dΓ −

∫

Ωq

bidΩ =

∫

∂Ωq

niσi j


NJ∑

J=1

φJûJ

dΓ −
∫

Ωq

bidΩ =

NJ∑

J=1


∫

∂Ωq

ni · σi j (φJ)dΓ

 ûJ −
∫

Ωq

bidΩ = 0 (16)

由上式可以看出，对域内计算节点 xI 的局部弱式离

散，其局部区域积分仅仅是已知内力分布的积分，

域内积分无需夹杂近似计算，因此其计算效率能够

得到保证 [8] .

对于自然边界上的计算节点 xI，即 xI ∈ Γt，

拟采用无网格介点 (meshless intervention-point, MIP)

法 [1,25]进行数值离散.如图 1中，ΩI
L 为计算节点的

局部域，xp是 ΩI
L 内的任一介点，Ω

p
C 为该介点的覆

盖域，Ωp
C 为 xI 的影响域，是所有介点 xp的覆盖域

的并集. MIP法采用局部介点近似技术 [25]，能够保

证导数边界条件的精确施加，其计算节点的近似函

数写为

ũI (x) =

Np∑

p=1

NJ∑

J=1

φp(x)φJ(x)ûJ (17)

将上式直接代入式 (11)，则有

niσi j (ũI ) − t̄i = niσi j


Np∑

p=1

NJ∑

J=1

φpφJûJ

 − t̄i =

Np∑

p=1

NJ∑

J=1

ni ·
(
σi j

(
φp

))
φJûJ − t̄i = 0 (18)

由上式可知，这种自然边界条件的施加方法可以完

全避免执行边界积分运算.

对于本质边界上的计算节点 xI，即 xI ∈ Γu，因

只需对场函数 (位移函数)本身直接近似，故可采用

配点法进行数值离散，这是一种简单而有效的本质

边界条件施加方法 [8] .将式 (7)代入式 (12)得

ui − ūi =

NJ∑

J=1

φJûJ − ūi = 0 (19)

综上，对 N个场节点，可得到 N个方程，联立

方程组并写成矩阵形式，则可得到该二维弹性力学

问题的 MLSW法数值求解方程

K · U = F (20)

其中，K为离散方程刚度矩阵，F为载荷矩阵，U为

待解的场 (位移)矩阵.则，对任意的场节点 xI，其对

应的离散方程有如下计算格式

KI =



NJ∑

J=1

∫

∂Ωq

nDBJdΓq ,
xI ∈ Ω
Ωq ∩ Γ = Ø

Np∑

p=1

NJ∑

J=1

nDBpφJ(x) , xI ∈ Γt

NJ∑

J=1

I J , xI ∈ Γu

(21)

F I =



∫

Ωq

bq(x)dΩ ,
xI ∈ Ω
Ωq ∩ Γ = Ø

t̄ I (x) , xI ∈ Γt

ūI (x) , xI ∈ Γu

(22)

式中

n =


nx 0 ny

0 ny nx

 (23)

D =
E

1− ν2



1 ν 0

ν 1 0

0 0 (1− ν)/2


(24)

BJ‖p =



∂φJ‖p
∂x

0
∂φJ‖p
∂y

0
∂φJ‖p
∂y

∂φJ‖p
∂x



T

(25)

I J =


φJ 0

0 φJ

 (26)

其中，E，ν分别为弹性模量和泊松比.

需提及，Liu 等 [26-28] 早前曾提出一种强弱式

结合的方法，即无网格强弱式 (meshless weak strong,

MWS) 法，该方法基于提高求解效率的考虑，采用

配点法离散域内节点并处理本质边界条件，而采用

MLPG法处理自然边界条件.这种方法有两方面的不

足，一是为了保证自然边界条件的施加，需执行边界

积分运算，因此难于处理不规则域问题；二是对一些

特殊问题，如轴对称问题，或场函数高度不光滑的问

题，可能会产生明显的不稳定计算.相比而言，本文

方法在原理上，应不存在这两方面的问题.此外，本

文方法对域内计算节点采用MLPG5的离散格式，其

计算效率也能够得到保证.
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3 数值算例

3.1 算例 1

考虑一个不规则域上的 Laplace方程问题，其边

界由外旋轮线函数确定 [29]

ρ (θ) =

√
(a + b)2 + 1− 2 (a + b) cos (aθ/b) (27)

其中，取 a = 3，b = 1，则得到不规则域的边界形状

如图 2(a)所示.问题域上的控制方程为

∂2u(x)
∂x2

+
∂2u(x)
∂y2

= − sinx− cosy (28)

其自然边界 ρ (θ : π 6 θ 6 2π)条件取为

∂u(x)
∂x

+
∂u(x)
∂y

= cosx− siny (29)

并将 ρ (θ : 0 6 θ 6 π)作为本质边界条件 (将解析解方

程代入).该问题的解析解为

u(x) = sinx + cosy (30)

本文方法求解该问题的场节点离散方案如图 2(a)所

示，其域上的数值解结果如图 2(b)所示.

一般配点法数值实施简单，而且无需任何积分

运算，因此在技术上很容易处理不规则域问题.本文

(a)布点方案

(a) Distribution of nodes

(b)数值解云图

(b) Cloud chart of numerical solution

图 2 算例 1的布点方案和数值解云图

Fig. 2 Nodal distribution and numerical cloud chart of example 1

在对比计算中，把配点法也列入比较对象.为了便于

直观考察数值方法的求解精度，将数值解和精确解

映射到问题域内 r = 2的圆上，求解结果如图 3所

示.可见，本文方法能够得到非常精确的数值解，而

且其求解精度明显高于配点法.

图 3 算例 1的数值解和精确解比较

Fig. 3 Comparing the exact solution and numerical solution of

example 1

3.2 算例 2

考虑一个不规则域内包含圆孔的复边界问题，

其外边界由下式确定 [30-31]

ρ (θ) = exp (sinθ) sin2 (2θ) + exp (cosθ) cos2 (2θ) (31)

问题域上的控制方程为

∂2u(x)
∂x2

+
∂2u(x)
∂y2

= 0 (32)
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问题域的外边界取为自然边界，其边界条件设为

nx
∂u(x)
∂x

+ ny
∂u(x)
∂y

=

nx (x− 0.5) + ny (y− 0.5)

(x− 0.5)2 + (y− 0.5)2
(33)

问题域内的半径 r = 0.2的圆孔取为本质边界，其边

界条件由精确解代入.该问题的解析解为

u(x) = ln
√

(x− 0.5)2 + (y− 0.5)2 (34)

本文方法求解该问题的场节点离散方案如图 4(a)所

示，其域上的数值解结果如图 4(b)所示.

(a)布点方案

(a) Distribution of nodes

(b)数值解云图

(b) Cloud chart of numerical solution

图 4 算例 2的布点方案和数值解云图

Fig. 4 Nodal distribution and numerical cloud chart of example 2

数值方法中，不精确的边界条件施加会导致系

统方程丧失协调性，从而可能严重影响求解精度.本

文方法中用MIP法施加自然边界条件 (natural bound-

ary condition, NBC)是一个重要的数值实施策略.为

了验证其必要性，结合本算例，在MLPG5方法基础

上，改用配点法施加 NBC和本质边界条件的数值结

果也列入比较对象. 将数值解和精确解结果映射到

问题域内 ρ′ = ρ/2的闭曲线上，如图 5所示.可见，

本文方法能对该问题给出精确的解答，且求解精度

明显优于其他两种数值方法. 显然，用配点法施加

NBC的MLPG5方法，其求解精度也不够理想，由此

说明，本文方法用 MIP法施加 NBC是非常必要的.

图 5 算例 2的数值解和精确解比较

Fig. 5 Comparing the exact solution and numerical solution of

example 2

3.3 算例 3

考虑一个不规则域的二维弹性力学问题. 一个

内部带圆孔的无限板，在 x方向受集度为 q的均布

拉伸荷载.该问题存在如下解析解 [32]

ur =
q
4η

{
r

(
κ − 1

2
+ cos 2θ

)
+

c2

r
[1 + (1 + κ) cos 2θ] − c4

r3
cos 2θ

}

uθ =
q
4η

[
(1− κ)c2

r
− r − c4

r3

]
sin 2θ



(35)

σx(x, y) = q

[
1− c2

r2

(
3
2

cos 2θ + cos 4θ

)
+

3c4

2r4
cos 4θ

]

σy(x, y) = −q

[
c2

r2

(
1
2

cos 2θ − cos 4θ

)
+

3c4

2r4
cos 4θ

]

τxy(x, y) = −q

[
c2

r2

(
1
2

sin 2θ + sin 4θ

)
− 3c4

2r4
sin 4θ

]


(36)

式中，η =
E

2(1+ ν)
，κ =

3− ν
1 + ν

. 本文计算中，圆孔半

径取 c = 1，外载荷集度取 q = 1，材料弹性模量取

E = 103，材料泊松比取 ν = 0.3.

本文数值计算中，采用带孔的有限区域建立几

何模型，其不规则外边界由式 (27)定义，边界曲线

参数取 a = 4，b = 1. 求解域形状如图 6(b)所示，

利用结构的对称性，取 1/4结构建模，计算模型及其
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场节点离散方案如图 6(a)所示. 在求解域的 x轴和

y轴上，根据式 (35)给出的位移解，施加对称位移边

界条件.在求解域的外边界上，根据式 (36)给出的应

力解，施加表面力载荷.由本文方法解得的全求解域

上的 x方向应力分布如图 6(b)所示.

(a)布点方案

(a) Distribution of nodes

(b) x方向应力解云图

(b) Cloud chart ofx-direction stress solution

图 6 算例 3的布点方案和数值解云图

Fig. 6 Nodal distribution and numerical cloud chart of example 3

在比较计算中，将求解域 y轴上的 x方向应力解

结果进行分析.本文方法、配点法和采用配点技术施

加 NBC的 MLPG5方法的数值解结果，及其与精确

解的对照如图 7所示.可见，本文方法能够给出非常

精确的数值解，而另外两种方法在内圆孔附件应力

集中区域的解均有明显偏差.此外，由配点技术施加

NBC的MLPG5方法，其数值解曲线光滑性较差，在

区间求解稳定性方面反而不及完全的配点法，由此

可进一步说明本文方法所采用算法的合理性.

图 7 算例 3的数值解和精确解比较

Fig. 7 Comparing the exact solution and numerical solution of

example 3

4 结 论

弱式方法具有求解精度高、计算稳定性好的优

势.一个重要的原因就是通过弱式转换，降低了控制

方程的导数近似阶数.比如，通常给定边值的二阶偏

微分方程问题，其控制方程经弱式转换后，就变成

一阶偏微分的积分形式. 这种对导数近似要求的降

阶，通常意味着计算精度呈数量级的提升，而且对

目标场函数的光滑性降低了敏感度.因此，本文方法

对域内节点采用 MLPG法的局部弱式离散，能够继

承基础方法的这种优势.

本文建议的MLSW法是对MLPG法实用性的一

个扩展，采用配点法施加本质边界条件，采用MIP法

施加自然边界条件，完全避免了局部弱式方法的边

界积分运算.因此，本文方法能够将弱式方法和强式

方法各自优势相结合起来，并消减了各自的局限性.

通过初步数值检验，本文方法容易处理不规则域问

题，而且具有精确、稳定、可靠的计算性能.

总之，计算力学面临的实际工程问题，通常都

具有非常复杂的几何结构. 工程计算不仅要求能精

确稳定的求解，而且要求能够高效便捷的处理复杂

结构问题.本文提出的方法，可以作为兼而满足这两

个要求的可供选择方案.
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