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透射边界条件在波动谱元模拟中的实现：

一维波动
1)

邢浩洁 李鸿晶 2)

(南京工业大学土木工程学院，南京 211816)

摘要 多次透射公式 (multi-transmitting formula，MTF)是一种具有普适性的局部人工边界条件，但其在近场波

动数值模拟中一般与有限元法结合.由于波动谱元模拟的数值格式与有限元格式有极大的不同，传统的MTF

在谱元离散格式中无法直接实现.为了使物理概念清楚、精度可控的多次透射人工边界条件能够适应波动谱

元模拟的需求，首先指出多次透射边界与谱元离散格式结合的基本问题，并分析了空间内插和时间内插两种

方案的可行性.然后从空间内插角度出发，提出基于拉格朗日多项式插值模式的MTF谱元格式，并采用一种

简单内插方法实现高阶 MTF.最后通过一维波动数值试验检验这些 MTF谱元格式的精度，并讨论其数值稳

定性.结果表明：对于一、二阶MTF，几种格式的精度相当；对于三、四阶MTF，基于谱单元位移模式插值的

格式精度最高.相反，随着插值多项式阶次的升高，不同MTF格式的稳定临界值逐步降低，但是所有格式均

在人工波速大大超过物理波速时才可能发生失稳.
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IMPLEMENTATION OF MULTI-TRANSMITTING BOUNDARY CONDITION FOR

WAVE MOTION SIMULATION BY SPECTRAL ELEMENT METHOD:

ONE DIMENSION CASE 1)
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Abstract Multi-transmitting formula (MTF) is considered to be a universal local artificial boundary condition, which is

generally employed in finite element simulation of near-field wave motion. Due to the great difference between spectral

element method (SEM) and finite element method (FEM), the traditional numerical scheme of MTF cannot be simply

adopted in SEM without any change. In order to make use of the advantages of MTF, i.e., clear physical mechanism

and controllable accuracy, basic problems involved in the combination of MTF and SEM are discussed in this paper,

then the feasibility of spatial or temporal interpolation schemes are investigated, respectively. From the view of spatial

interpolation scheme, a set of numerical formulas of MTF based on Lagrange polynomial are proposed, where the higher-

order MTF is implemented via a simple iteration process. The accuracy and stability of the above MTF schemes are

examined by a standard 1-D spectral element model of wave motion. The numerical results show that all schemes have
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comparable accuracy for 1st- and 2nd-order MTF, and the MTF scheme based on spectral element displacement mode

is superior to others for 3rd- or 4th-order MTF. On the contrary, the stability threshold descends with the growth of

interpolation polynomials’ order of different MTF schemes, but instabilities only occur under the unusual condition that

artificial wave speed is far beyond the physical wave speed.

Key words numerical simulation of wave motion, spectral element method, multi-transmitting boundary, MTF, numeri-

cal stability, numerical accuracy

引 言

近场波动数值模拟需要从实际的无限介质中截

取有限模型进行分析.为保证波动模拟的有效性，通

常假定所有波源或散射体、不规则和不均匀区域都

被包括在有限模型内，而仅用模型边界上的人工边

界条件来模拟外部无限介质对计算区域的影响. 因

此，它需要处理两个重要问题：一是计算区域内的

波场分布和介质几何、物理参数的空间离散；二是

模型边界上的人工边界条件 [1-2].针对具体问题采用

适当的空间离散方法和人工边界条件. 在保证计算

精度和数值稳定性的前提下，最大程度地提高计算

效率，是近场波动数值模拟技术追求的目标.

在空间离散方法中，有限差分法 [3] 和有限元

法 [4-5]是近场波动数值模拟中使用最广泛的两种.但

由于数值稳定性方面的限制，它们均采用了低阶格

式的数值方案，数值精度和计算效率都不是很高.谱

方法 (spectral method)[6] 具有无穷阶收敛性的优点，

结合有限单元概念发展起来的谱元法 (spectral ele-

ment method, SEM)[7]，既保持了谱方法的指数收敛

率，又体现了有限元法的灵活性.它不仅能够以较少

的节点模拟复杂波场和不规则几何形状，还可以有

效地处理不均匀介质，并能够有效地实现并行计算，

为求解大型波动问题提供了强有力的支持 [8-9].近年

来，应用谱元法实现波动数值模拟开始受到国内外

学者的重视，在地震波传播问题研究方面取得了一

些进展 [10-23]. 在上述波动谱元模拟研究中，人工边

界条件一般采用黏性边界 [24]、CE边界 [11,13,25]或完

美匹配层边界 (perfectly matched layer，PML)[26-30]，而

多次透射边界作为一种具有普适性的人工边界却并

未引起重视. 由多次透射公式 (multi-transmitting for-

mula, MTF)定义的透射边界条件 [31-32] 是一种直接

以离散形式给出的人工边界，它通过模拟各种单

向波动的共同运动学特征建立边界条件，具有公

式简单、施加方便、复杂波场模拟精度高等优点，

且其高阶形式易于与内域离散格式相结合. 但目前

MTF 一般只能与内域的有限元格式相结合完成近

场波动的数值模拟，而谱元法的单元模型数值格式

与有限元法完全不同，在谱元格式中不能直接套用

同有限元法相结合的 MTF 格式，因而需要按照谱

元格式的要求专门研究与其相适应的 MTF 的具体

格式.

实际上，透射边界条件所具有的精度可控、易

于实施以及善于处理复杂波场的优点，与谱元法的

理念是高度切合的，因此，在波动谱元模拟中引入透

射边界条件，可能是提高近场波动数值模拟精度和

计算效率的一条值得重视的途径. 本工作旨在解决

透射边界条件与谱元离散格式结合的关键问题，即

提出一种适用的MTF谱元格式，确保其能够在离散

意义上稳定地实现多次透射以达到提高精度的效果.

MTF与谱元离散格式结合的方式，是将MTF公式中

涉及到的计算点位移用邻近的谱元离散点位移进行

插值表示的过程. 最直接的考虑是将目前广泛使用

的MTF有限差分或有限元格式推广到谱元法中，例

如文献 [33]所做的工作.这一推广包括两个部分，一

是将实现一阶MTF的三点抛物线内插公式由等距节

点推广到不等距节点；二是将原来实现高阶MTF的

齐次内插递推方案，替换为一种简单内插方案.研究

表明，这种基于谱元不等距节点进行三点抛物线内

插的MTF谱元格式，在通常情况下不失为一种可供

选择的方案，但是对于较为复杂的波动情形，其模

拟效果往往并不理想. 本文将从透射边界条件的数

学本质和谱元离散格式的特定形式出发，系统探讨

MTF与谱元离散格式结合的相关问题，包括空间内

插方案与时间内插方案的含义、特点及适用性，MTF

插值多项式阶次的选取，高阶 MTF 的实现方案等.

通过数值试验和理论分析总结高精度方案应当具有

的特点，在几种不同的数值方案中，推荐一种能

够较好地适应复杂波动情形的 MTF 谱元格式，并

分析该格式在一维波动问题谱元求解时的精度和稳

定性.
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1 基本问题

本文以一维波动问题为例，探讨在谱元离散格

式中实现透射边界条件的方法. 之所以选择从一维

波动问题开始研究，主要基于如下两点考虑.

(1)一维条件下得到的多次透射边界数值格式可

以不加修改地直接用于二维、三维模型，因为后两

者实现 MTF 的方式也是 “一维化” 的，即只涉及到

每个边界节点上一条指向内域的离散网格线上的节

点.

(2)一维波动模型摒除了二维、三维模型的诸多

复杂性，有助于获得对MTF离散格式的精度和稳定

性较为清晰的认识，而一维波动问题的求解方法和

数值规律，可为二维、三维波动的模拟奠定基础.

1.1 一维波动谱元模型

对于一维无限或半无限长直杆中无阻尼波的传

播问题，在适当的位置截取人工边界得到有限计算

模型.模型中质点的运动由如下波动方程控制
∂2u
∂t2
− c2∂

2u
∂x2

= f (x, t) (1)

式中，u = u (x, t)为待求的波动位移函数，c为介质

波速，f (x, t)为输入场.

采用具有高精度集中质量矩阵的勒让德谱元法

(Legendre spectral element method, LSEM)，对波动方

程进行空间离散.主要步骤包括从等效积分 “弱” 形

式出发、划分互不重叠的单元、将关于每个物理单

元的计算变换到标准的参考单元上进行，最后利用

伽辽金原理得到空间离散的运动方程
∑

e

(Meüe + Keue − f e) = 0 (2)

式中，u为谱元离散模型的节点位移向量，Me, Ke, f e

分别为单元的质量矩阵、刚度矩阵和等效节点向量.

谱元法与有限元法的区别在于：单元位移模式

和计算单元特性矩阵的数值积分方法不同. 波动模

拟选择的有限单元通常为线性单元，只用到两个端

节点，数值积分采用高斯积分.勒让德谱单元则为高

阶单元，除了两个端节点之外还有内节点，单元节

点位置根据GLL(Gauss Lobatto Legendre)积分点的相

对位置来确定，数值积分采用 GLL 积分. 具体过程

见文献 [1, 34]，这里仅讨论与文中主题高度相关的

谱单元位移模式，以及谱单元和有限单元的空间离

散尺度.

谱单元位移模式定义在标准的参考单元 Λ ∈
[−1, 1]上，单元内任意位置的位移由下式表示

ue (ξ) =

ng∑

i=1

ue (ξi) Ni (ξ) (3)

其中，ng为单元节点数，ng = NE + 1，NE为单元阶

次；ξi 为 GLL 节点坐标，Ni (ξ) 为节点 i 的形函数.

表 1列出了部分单元阶次 NE下的 GLL节点坐标.

形函数为定义在 GLL节点上的拉格朗日插值函数

Ni (ξ) =

ng∏
j=1,
j,i

ξ − ξ j

ξi − ξ j
, i = 1,2, · · · ,ng (4)

表1 LSEM在参考单元上的节点坐标

Table 1 Node coordinates of LSEM in reference element

LSEM order GLL coordinates

3 ±0.4472135955,±1

4 0,±0.6546536707,±1

5 ±0.285 231 516 5, ±0.765 055 323 9,±1

6 0,±0.468 848 793 5,±0.830 223 896 3,±1

由于 GLL节点为勒让德多项式的极值点，是根

据对勒让德多项式的数值求解确定的，因此该形函

数也被称为勒让德基函数.

各个物理单元的节点位移与相应参考单元的节

点位移 ue (ξi) 是一一对应的，单元节点坐标通过转

换关系
(
x− xe

1

)
/∆xE =

[
ξ − (−1)

]
/2来确定，xe

1 为 1

号单元节点的坐标，∆xE为谱单元尺寸.在等效积分

方程的实际计算中，通过雅可比行列式 |J| = dx/dξ =

∆xE/2实现积分区间的变换.

高精度谱单元相对于有限单元的优势在于数值

频散低，能够以较少节点模拟波场.对于感兴趣的最

短波长 λmin = c/ fmax的空间离散，有限元通常采用

10个单元左右 [1]，而四阶谱单元则只需采用一个单

元 [10]，如图 1所示.

图 1 有限单元与谱单元对波场的空间离散

Fig. 1 Spatial discretization of wave field using

finite element or spectral element
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1.2 多次透射公式

有限模型人工边界节点的位移由多次透射公式

计算，这是一种直接以离散形式给出的一维化的时、

空外推公式. MTF涉及的外推节点如图 2所示的空

心圆点 1a,2a,3a, · · ·，它们以时、空步距 (∆t, ca∆t)从

边界节点逐步向内域延伸. 其中 ca为人工波速，这

些外推节点被称之为边界计算点. MTF定义式为

up+1
0 =

N∑

j=1

(−1) j+1 CN
j up+1− j

ja (5)

式中，二项式系数CN
j = N!/

[
j! (N − j)!

]
，N为透射阶

次.上式表示人工边界节点 0在 p+1时刻的位移，由

边界计算点 1a在 p时刻的位移、2a在 p− 1时刻的

位移、· · · · · ·、以及 Na在 p+1−N时刻的位移来推算.

由于边界计算点位置与内域波动模拟的离散网格点

不一致，上式无法直接用于波动数值计算，但是只

需采用适当的插值方法，由临近内域离散点位移插

值得到各个边界计算点位移，就可以得到适用于波

动模拟的 MTF数值格式.

图 2 有限元、谱元离散网格中的 MTF

Fig. 2 MTF in the discrete grid of finite element and spectral element

图 2(a)给出了目前广泛使用的 MTF 有限元格

式 [1,31-32]所涉及的离散网格点，1a,2a,3a, · · · 点的位
移分别由 3,5,7, · · · 个有限元节点的位移插值得到.

这是一种基于三点抛物线内插公式计算 1a点位移，

再由一种齐次内插递推过程计算 2a,3a, · · · 各点位
移 [1] 的数值格式. 这种格式是由时、空移动算子表

示的 MTF二项式形式 [37] 得到的，其优点在于各阶

MTF的反射系数为 R = − f N，f 为一阶 MTF的反射

因子 [38]，使得在满足稳定条件 | f | 6 1时，随着透射

阶次 N的增加，反射系数能够稳步地减小.不过，二

项式递推只能在等距节点下实现，因此该MTF数值

格式要求涉及到的有限元节点为等距离分布.

图 2(b)表示谱元离散网格中的 MTF，与有限元

相比，谱元节点之间的间距要大得多且为不等距分

布，此时点 1a,2a,3a, · · · 的位移可能需要采用与有
限元不同的插值方式来计算. 可供选用的插值方式

有多种，对应不同的 MTF谱元格式，关键在于确定

能够较好地满足精度和稳定性要求的格式. 关于不

同MTF数值格式对精度和稳定性的影响，相关研究

几乎未曾见到，目前所有讨论都是基于上述格式进

行的 [35-45]，它仅是一种有限元等距节点下的 MTF

数值格式. 研究发现，不同 MTF数值格式会受到插

值公式本身和内域网格频散效应两方面的影响，在

精度和稳定性方面表现出一定差异. 与内域离散格

式结合的MTF数值格式和MTF定义式的区别在于，

前者并不总能稳步地实现多次透射，达到提高精度

的效果，而这将是判断MTF数值格式好坏的重要标

准.

2 MTF 谱元格式

Liao等 [32] 在提出多次透射公式时就指出：多

项式、三次样条、三角函数等各种插值方法，甚至

时间步内插法，都可以尝试作为 MTF 的数值格式，

只是每种格式都存在需要进一步研究的数值误差问

题.文献 [1]对于MTF的有限元格式，除了上述常用

的三点抛物线内插和齐次内插的 MTF 有限元格式

之外，还提出了简单内插、时间内插两种思路.文献

[33]对于 MTF的谱元格式，提出了空间域回退、时

间域回退两种方式.我们研究发现，在谱元离散网格

下选择MTF插值方式是有规律可循的，如：从MTF

的本质以及波动数值计算的具体实践考虑，时间内

插方案并不适用；从单元位移模式考虑，多项式插

值是最简单可能也是最好的选择.

2.1 时空内插方案的选取

理论上，在离散格式中实现MTF可以采用空间

内插与时间内插两类方案.针对谱元离散格式，我们

考察了这两类方案的具体含义，并探讨了它们的可

行性.

空间内插方案如图 2(b) 所示， 其基本特点

是：MTF计算点 1a,2a,3a, · · · 与内域网格点的时间
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坐标相同，空间坐标不同，此时插值只需在空间方

向进行. 观察 MTF 的定义式 (5)不难发现，采用这

类插值方案是十分自然的，如图 2(a)作为目前唯一

广泛使用的MTF有限元格式，就是一种空间内插方

案.随后是谱元离散网格下具体插值格式的选择，这

将在下一节进行专门探讨.

时间内插方案如图 3所示，其基本特点为：MTF

计算点 1a,2a,3a, · · · 与内域网格点的空间坐标相同，
时间坐标不同，插值只需在时间方向进行.这种方案

与文献 [1] 介绍的有限元网格下的时间内插思路类

似，它无法从 MTF定义式 (5)得到，而是基于另一

种形式的 MTF表达式

up+1
0 =

N∑

j=1

(−1) j+1 CN
j u

p+1− sj
ca∆t

j (6)

式中各个 MTF 计算点所在的时刻为 p + 1 − sj/

(ca∆t)，sj 为第 j 个谱元节点与边界节点的距离，显

然它们内域节点对应的时刻不一致.

图 3 谱元离散网格的 MTF时间内插方案

Fig. 3 Temporal interpolation scheme of MTF in the discrete grid of

spectral element

目前关于MTF时间内插方案的研究很少，仅在

文献 [33]中见到，其模拟结果显示时间域插值的精

度和稳定性不如空间域插值.我们对 MTF时间内插

方案进行了研究，从波动数值模拟的具体实践并结

合对多次透射公式本质的认识，认为谱元离散网格

的 MTF时间内插方案存在以下问题：

(1)式 (6)的有效性缺乏理论支持. 与图 2相比，

图 3中的计算点 1a,2a,3a, · · · 间隔要大得多且为不
等距分布. 间隔大导致的问题是计算点所在范围内

的波形起伏变化加大 (如图 1)，此时通过少量计算点

推算边界节点位移的准确性会下降. 不等距分布导

致的问题是导出的 MTF定义式 (5)时所使用的时空

差分原理不再适用于止，因此，仅仅仿照式 (5)的形

式写出的式 (6)，在增加透射阶次以提高精度方面缺

乏严格的理论支持.

(2)边界计算点 1a,2a,3a, · · · 跨越的时间步较多.

如图 3所示，1a点跨越 3个时间步，2a点跨越 7个

时间步，3a点跨越 11个时间步，这相当于三阶MTF

计算公式采用的时间步长约为 3∆t、7∆t和 11∆t，计

算精度较低.另外，时间步数大大超过了内域时间积

分通常采用的一个时间步 (Newmark法)或两个时间

步 (中心差分法)，不仅需要在初始时刻对边界进行

专门处理，还可能导致较为严重的稳定性问题.

(3) 具体的插值公式难以确定. 图 3 中计算点

1a,2a, · · · 附近的内域节点比较密集，可以用来插值
的内域节点数目以及节点位置存在多种组合，插值

公式难以确定.

上述问题表明，时间内插方案不宜作为研究

MTF 谱元格式的出发点. 接下来，将从空间内插方

案出发，导出具体的 MTF谱元格式.

2.2 插值格式的确定

为了从空间内插角度得到MTF的谱元格式，首

先考虑套用传统 MTF 有限元格式的可行性. 根据

1.2节内容不难得知，直接套用的做法行不通，理由

是：(1)等距节点的三点抛物线内插可以推广到谱元

不等距节点，但二者的插值系数并不相同；(2)高阶

MTF计算点的齐次内插递推过程无法在不等距节点

下实现.

于是，我们决定采用不等距节点的三点抛物线

内插公式在谱元网格中实现一阶 MTF，并借鉴文献

[1] 介绍的简单内插思路，即对点 2a,3a, · · · 采用与
点 1a完全相同的插值格式，在谱元网格中实现高阶

MTF.由此得到一种基于三点抛物线内插的 MTF谱

元格式，如图 4所示.

图 4 基于三点抛物线内插的 MTF谱元格式

Fig. 4 MTF scheme based on parabolic interpolation

applied in spectral element method
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该格式人工边界节点 0在 p+1时刻的位移由下

式计算

up+1
0 =

N∑

j=1

(−1) j+1 CN
j T ju j (7)

T j =
[
t j,0, t j,1, t j,2

]
(8)

u j =
[
up+1− j

0 , up+1− j
1 , up+1− j

2

]T
(9)

其中，上标 T表示向量的转置.式 (8)中的插值系数

t j,0, t j,1, t j,2与MTF计算点 ja ( j = 1,2, · · · ,N)以及式

(9)中的谱元网格点是一一对应的，其数值由拉格朗

日插值公式确定.

t j,0 = ( jca∆t − s1) ( jca∆t − s2) /[(s0 − s1) (s0 − s2)]

(10a)

t j,1 = ( jca∆t − s0) ( jca∆t − s2) / [(s1 − s0) (s1 − s2)]

(10b)

t j,2 = ( jca∆t − s0) ( jca∆t − s1) / [(s2 − s0) (s2 − s1)]

(10c)

其中，s0 (s0 = 0)，s1和 s2为离散网格点与边界节点

的距离 (图 4)，可根据谱单元尺寸和表 1给出的GLL

节点坐标进行计算.

从图 4可以看出，式 (7)∼式 (10)表示的MTF谱

元格式需要满足各个计算点 1a,2a,3a, · · · 位移均由
三点抛物线 “内插” 公式计算的条件，即

Nca∆t 6 s2 (11)

上式对能够实现的 MTF阶次作了一定限制.根据内

域时间积分的稳定条件以及谱元节点位置关系不难

得出，当人工波速等于物理波速时 (实际计算时通常

如此)，能够实现的 MTF阶次一般能够达到 3以上，

基本满足使用要求.但是，若人工波速取值较大且时

间步长接近稳定临界值时，则需要验算MTF阶次是

否满足上式要求.

数值试验表明，一般情形下该MTF谱元格式能

够有效地模拟外行波在人工边界上的透射过程，但

对于比较复杂的情形，如人工波速与介质物理波速

差异较大时，该格式往往难以随着透射阶次的提高

而较好地收敛到理想结果.分析其原因，可能是三点

抛物线内插格式的插值多项式阶次仅为 2，与常用

的谱单元阶次 (如 4∼8)差距较大，导致精度不足.考

虑到复杂二维、三维波动问题的模拟要求，有必要

开发精度更高的 MTF谱元格式.

为改善边界精度，提高插值多项式阶次，即利

用更多的谱元节点进行插值，得到新的MTF谱元格

式. 若采用的插值多项式阶次为 M，则称之为基于

M次多项式插值的 MTF谱元格式，如图 5所示.

图 5 基于 M次多项式插值的 MTF谱元格式

Fig. 5 MTF scheme based onMth-order polynomial interpolation

applied in spectral element method

此时人工边界节点 0在 p+1时刻的位移计算公

式为

up+1
0 =

N∑

j=1

(−1) j+1 CN
j T ju j (12)

T j =
[
t j,0, t j,1, · · · , t j,M

]
(13)

u j =
[
up+1− j

0 , up+1− j
1 , · · · , up+1− j

M

]T
(14)

式 (13)中的插值系数 t j,0, t j,1, · · · , t j,M 可根据拉格

朗日插值多项式计算

t j,i =

M∏
k=0,
k,i

( jca∆t − sk)
(si − sk)

(15)

离散网格点与边界节点的距离 sk (k = 0,1, · · · ,M)，根

据谱单元尺寸和表 1给出的GLL节点坐标进行计算.

提高后的插值多项式阶次 M 的取值可以为

3,4, · · · ,NE，NE为谱单元阶次 (这里不考虑超过谱单

元阶次的情形)；当 M 取值为 2时，式 (12)∼式 (15)

与式 (7)∼式 (10)相同.因此，本文 MTF谱元格式可

概括为基于 M次多项式插值的格式，M取值从 2到

NE.

对于式 (12)∼式 (15)表示的 MTF谱元格式，保

证各个计算点 1a,2a,3a, · · · 位移的插值公式均为 “内

插” 的条件是

Nca∆t 6 sM (16)

上式与式 (11)类似，对通常使用的MTF阶次不构成

限制，只是在人工波速大大超过介质物理波速或透

射阶次很高时，才需要进行验证.

数值试验表明，提高插值多项式阶次 M能够有

效地提高本文MTF谱元格式的模拟精度，尤其是能

够改善低阶插值格式在高阶MTF方面的不足，增强
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模拟复杂波场的能力.那么，在具体的波动谱元模拟

中，插值多项式阶次 M取多少最为合适？这个问题

难以单纯地从对数值试验结果的总结来回答，还必

须结合数值分析的基本理论进行分析.分析认为：当

阶次很高时等距节点下的高阶多项式插值会出现龙

格现象，导致精度降低；谱单元采用不等距的 GLL

节点，能够有效地避免龙格现象的出现，具有很高精

度.不过，插值精度是以单元为单位来确定的，由 NE

阶谱单元组成的离散网格中节点的最高插值精度为

2NE − 1阶.因此，插值多项式阶次取 M = NE最为合

适.

对比式 (15)与式 (4)不难发现，当插值多项式阶

次取为 M = NE时，式 (12)∼式 (15)的 MTF谱元格

式与内域的单元位移模式是一致的，这似乎暗示了

某种一般性原则.需要指出的是，一般情况下，插值

多项式阶次低于谱单元阶次的边界格式同样具有较

好模拟效果，不同格式之间的差异只有在模拟复杂

波动问题时才表现得较为明显.

3 精度

通过一维半无限均匀弹性直杆中波传播问题的

数值试验来检验本文 MTF谱元格式的精度.计算模

型如图 6所示，左端为输入端，人工边界位于距杆

端 L = 200 m处，杆中波速为 c = 200 m/s.内域采用

勒让德谱单元离散，单元阶次 NE = 5，时间积分采

用中心差分法，人工边界采用式 (12)∼ 式 (15)表示

的 MTF谱元格式.

图 6 半无限均匀弹性直杆的谱元离散模型

Fig. 6 Discretized spectral element model for a semi-infinite straight

uniform elastic rod

输入波采用三次样条脉冲波 S(t)，幅值 1 m，脉

冲非零段时间宽度 T s，表达式为

S(t) =



16t3/T3, 0 6 t 6 0.25T

1− 48t (t − 0.5T)2 /T3, 0.25T < t 6 0.5T

1 + 48 (t − T) (t − 0.5T)2 /T3, 0.5T < t 6 0.75T

−16 (t − T)3 /T3, 0.75T < t 6 T

0 , t > T
(17)

计算时取 T = 0.2 s，根据傅里叶分析可知其上限频

率约为 14 Hz，此时杆中最短波长 λmin ≈ 14.3 m.模

型的单元数目取为 14，则单元尺寸 ∆xE 与 λmin 一

致，符合谱元离散的精度要求 [10,13]. 时间步长取为

∆t = 0.002 s，满足时域积分稳定条件 [34]. 分别使用

插值多项式阶次为 M = 2 ∼ 5对应的四种 MTF谱元

格式进行模拟，并将它们记为 interp 2，interp3，interp

4和 interp spec.

人工边界条件是通过一种假定的外行波动模式

来推算边界节点位移的，该波动模式与实际外行波

动的接近程度决定了边界的精度. 多次透射边界假

定的波动模式由人工波速 (ca)和透射阶次 (N)两个

基本参数确定，其优点在于高精度和灵活性，具体

为：人工波速取值适当时，较低的透射阶次就能达

到很好的模拟效果；人工波速与介质物理波速差异

较大时，增加透射阶次同样能够逐步提高模拟精度.

为不失一般性，这里考虑人工波速等于、大于和小

于介质物理波速三种情形.

对于人工波速等于介质物理波速的情形，即 ca =

c，四种 MTF 谱元格式计算得到的边界节点位移时

程如图 7所示.

此时对于这四种 MTF谱元格式中的任何一种，

采用一阶MTF得到的边界位移结果已经十分接近精

确解. 给出高阶 MTF计算结果的目的在于观察当透

射阶次 N 增加时，每种 MTF 谱元格式能否进一步

提高或者至少保持相当于一阶 MTF的精度.图 7反

映了 MTF数值格式与 MTF定义式的不同，前者并

不总是能够稳步地达到增加透射阶次提高边界精度

的效果.从图 7(a)可以看出，在提高 MTF阶次后插

值阶次与单元阶次差异较大的 interp 2格式，不仅没

有提高精度，反而误差越来越大.图 7(b)和图 7(c)表

明，插值阶次接近单元阶次的 interp 3和 interp 4格

式，其高阶 MTF在提高精度方面仍未达到效果，但

是在控制误差方面有所改善.图 7(d)结果表明，与单

元位移模式一致的 interp spec格式，始终能够保持数

值解十分接近于精确解，它在控制高阶MTF误差方

面效果最好.

多次透射公式的优点在于：先以一个统一的人

工波速 [1,31-32] 来描述外行波沿边界 “法线” 的视传

播，再通过多次透射的方法逐步消除由于人工波速

与实际视传播速度不同而造成的误差. 就一维波动

模拟而言，外行波的视传播速度就是介质物理波速，

实际计算时人工波速应当取为介质物理波速. 这里
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纯粹从研究角度出发，采用不同人工波速进行模拟，

检验本文 MTF谱元格式的精度.

图 7 人工边界节点位移时程 (ca = c)

Fig. 7 Displacement history of the artificial boundary node (ca = c)

对于人工波速大于介质物理波速的情形，取 ca =

2c，四种MTF谱元格式计算的边界节点位移时程如

图 8所示.

图 8结果显示四种MTF谱元格式在一阶和二阶

MTF时的模拟结果非常接近，在三阶和四阶MTF时

的模拟结果则表现出明显差异.一阶 MTF时几种格

式的模拟结果都存在较大误差，完全不能满足要求，

二阶MTF能够迅速减小误差，使计算结果接近于精

确解. 三阶和四阶 MTF 时，图 8(a)中 interp 2格式

呈现误差增大的趋势，图 8(b)和图 8(c)中 interp 3和

interp 4格式体现了提高插值阶次能够减小高阶MTF

误差的作用，图 8(d)中 interp spec格式在高阶 MTF

时的误差最小，能够保证高阶MTF计算结果的收敛

性，相比于前三种格式的优势比较明显.

图 8 人工边界节点位移时程 (ca = 2c)

Fig. 8 Displacement history of the artificial boundary node (ca = 2c)

对于人工波速小于介质物理波速的情形，取 ca =

0.5c，四种 MTF谱元格式计算得到的边界节点位移

时程如图 9所示.
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图 9 人工边界节点位移时程 (ca = 0.5c)

Fig. 9 Displacement history of the artificial boundary node (ca = 0.5c)

图 9结果显示四种 MTF 谱元格式在一阶和二

阶 MTF 时的模拟结果基本看不出差别，在三阶和

四阶 MTF时的模拟结果则出现一定差异.对于四种

MTF谱元格式，一阶MTF数值解都大幅度低于精确

解，误差很大，无法满足要求；二阶 MTF能够正常

地减小误差，使结果靠近精确解；但到三阶和四阶

MTF，interp 2格式的精度不再提高，interp3和 interp

4的结果慢慢地向精确解靠近，interp spec能够稳步

地逼近精确解.

四种 MTF 谱元格式在一维波动模拟中的精度

可总结为：(1)在一阶和二阶MTF时，四种格式的精

度相当，对于人工波速与实际 “法向” 传播速度 (一

维情形为介质物理波速)差别不大的波动问题，通常

二阶MTF已能够满足精度要求，四种格式都可以使

用. (2)在三阶和四阶MTF时，能够很好地实现增加

MTF阶次以提高精度效果的是 interp spec格式，即

与谱单元位移模式一致的格式.因此，对于人工波速

与实际 “法向” 传播速度差别较大的情形，如一维波

动问题中人为选取大于或小于介质物理波速的人工

波速，或二维、三维波动问题中受透射角度或介质

交界面影响导致视传播速度难以准确定义时，推荐

采用与单元位移模式一致的 MTF谱元格式.

关于外行波 “法向” 视传播速度与介质物理波速

的关系，一维波动情形下二者相同，而在二维或三

维波动情形下二者明显不同，如：存在透射角度会

导致视传播速度大于介质物理波速，且透射角度越

大二者差异越大；P-SV波动问题中 P波与 SV波波

速的差异巨大，加上透射角度等因素的影响，导致

视传播速度变得比较复杂，难以用一个值来描述.因

此，尽管一维波动算例的模拟结果对二维或三维波

动问题有一定参考价值，但它们并不是完全等同的.

4 稳定性

局部人工边界条件用于时域逐步积分计算时存

在稳定性问题 [35]，式 (12)∼式 (15)的MTF谱元格式

也不例外.讨论人工边界的稳定性，必须与具体的内

域算法相结合 [36−37]，波动问题的类型、维数、MTF

数值格式、透射阶次等多种因素都可能对稳定性造

成影响.为使问题不至过于复杂，这里仅就简单的一

维波动情形，初步讨论上述MTF谱元格式的稳定性.

文献 [38] 在频域内推导了一维波动有限元 (或

有限差分)离散模型中传统 MTF谱元格式的反射系

数精确解，并据此阐述了失稳机理为：当反射系数大

于 1时才可能发生失稳；失稳来自边界对波动有限

元 (或有限差分) 模拟无意义的高频段的反射放大；

高频误差经由离散网格，在人工边界和物理界面之

间不断反射，每至人工边界就被放大一次，当波动

循环次数足够多的，累积效应导致出现振荡失稳.后

来，文献 [39] 提出一种直接在时域内分析 MTF 稳

定性的方法：基于传递矩阵谱半径的稳定性判别法，

该方法得到的结果与频域方法几乎完全一致. 对于

本文MTF谱元格式而言，使用以上两种分析方法都

比较困难，前者是因为难以得到不等距节点和高阶

单元位移模式的频域解，后者因为当传递矩阵的最
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大特征值的模是 1或非常接近于 1时 [40]，会引起较

大的误差，导致判断结果不够准确.但是，从离散网

格相当于低通滤波器的观点来看，谱元网格和有限

元网格对波动的作用相似，区别仅在于截止频率不

同.由此不难推断，本文 MTF谱元格式的失稳机制

应当与有限元或有限差分类似，为一种高频振荡失

稳，数值试验结果验证了该推断.

为消除MTF的高频振荡失稳，人们提出了多种

方法，主要包括：对边界计算区内的节点位移进行

三点平滑 [38]；在整个计算区内施加与应变速度成正

比的黏性阻尼 [39]；在边界区设置黏性阻尼 [41−42]；调

整内域离散格式的网格参数 [43]；采用低阶 MTF与

高阶 MTF组合的形式 [44]；在不降低精度的前提下

修改内域有限元格式的刚度矩阵 [45]. 但值得注意的

是，上述措施都被用于二维或三维模型.那么，一维

波动问题是否需要采用稳定实现 MTF的措施？

一维波动数值模拟中极少出现失稳现象，因此

一般认为不需要采取稳定措施，但这样的直观判断

并不能令人完全满意.实际上，有研究已经十分接近

从理论上回答这个问题，只是之前侧重于从频域反

射系数的角度解释MTF的失稳机理，而忽视了失稳

现象与时域计算参数之间的联系.文献 [46] 在文献

[38]工作的基础上，解析地证明了如下命题：对于一

维波动有限元离散模型，若透射边界的人工波速取

值大于 1.5倍的空间步距与时间步距的比值，则在某

一高频段内其稳态波动解在人工边界上反射系数的

模大于 1.这一命题的含义为：就一维波动有限元离

散模型而言，若 ca为人工波速，∆x, ∆t 分别为空间

步距和时间步距，则只有在满足条件

ca > 1.5
∆x
∆t

(18)

时，MTF 才可能出现高频失稳. 反过来说，当人工

波速小于或等于 1.5倍空间步距与时间步距的比值

时，MTF不会发生失稳. 对应于 MTF的频域稳定条

件 (即反射系数的模大于 1)，将式 (18)称为 MTF的

时域稳定条件.

为论述方便，定义两个参数：波速比，指人工波

速与实际法向透射速度 (一维为物理波速) 的比值，

用符号 α表示，α = ca/c；无量纲时间步距，指时间

步长与物理波速的乘积再除以空间网格尺寸，用符

号 ∆τ表示，∆τ = c∆t/∆x.这样，上述MTF时域稳定

条件可表示为一种更为简洁的形式

α 6
1.5
∆τ

(19)

上式的含义如图 10所示 (∆τ的取值范围由内域计算

的稳定条件确定，为 ∆τ 6 1)，其直观呈现出MTF时

域稳定条件的价值在于：在一维波动有限元离散模

型中，可以通过控制人工波速来保证透射边界的稳

定性.因此，可以从理论上解释一维波动数值模拟很

少出现失稳现象的原因，即人工波速取值不够大.例

如，当 ∆τ = 1时，取 α > 1.5才可能失稳；当 ∆τ = 0.5

时，取 α > 3才可能失稳；当 ∆τ = 0.2时，至少取

α > 7.5才可能失稳.

图 10 MTF有限元格式的时域稳定条件

Fig. 10 Time-domain stability condition of the finite

element scheme of MTF

上述 MTF 时域稳定条件是针对一维波动有限

元模型的，其关键在于数字 1.5的确定，我们称之为

MTF的稳定临界值.文献 [46]通过求解频域反射系

数的模大于 1的不等式来确定有限元的 MTF 稳定

临界值.对于一维波动谱元模拟而言，大量数值试验

表明也存在类似的 MTF稳定临界值.但是，若要从

频域角度推导其MTF反射系数，并进一步求解不等

式，是极其困难甚至难以实现的，本工作暂不讨论.

我们采用另外一种方法来确定MTF谱元格式的稳定

临界值，即根据高频失稳现象比较显著，能够在波

动数值模拟结果中轻易地被观察的特点，采用数值

算例进行大量试算，确定MTF谱元格式的稳定临界

值.试算方法的准确性已通过有限元模型得到验证.

对于一维波动谱元模型，波速比 α的定义与前

文相同，而无量纲时间步距则定义为 ∆τ = c∆t/s1，s1

为谱单元端部两个节点之间的距离. 若用 γc 表示

MTF 谱元格式的稳定临界值，则有相应的 MTF 时

域稳定条件为

α 6
γc

∆τ
(20)

采用上一节的一维波动算例进行试算，计算时间设

定为 300 s，以观察到明显的高频振荡现象作为失稳

标准.对于上一节的四种 MTF谱元格式，考虑一阶
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MTF，在计算过程中尝试 α和 ∆τ的不同组合，发现

总是当 α∆τ 超过一定值时，对应的 MTF 才出现失

稳.得到四种MTF谱元格式下，一阶MTF的稳定临

界值如表 2所示.

表2 不同 MTF谱元格式的稳定临界值 (一维波动)

Table 2 Stability thresholds of several MTF spectral

element schemes (1-D wave motion)

1st-order MTF γc

interp 2 2.72

interp 3 2.51

interp 4 2.30

interp spec 2.01

表 2显示从 interp 2格式到 interp spec格式，即

MTF谱元格式的插值多项式阶次从 M = 2 ∼ 5逐步

升高，其一阶 MTF稳定临界值逐步降低. 但总体而

言，MTF谱元格式的稳定临界值均高于其有限元格

式.将表 2数值代入式 (20)，结果如图 11所示. (根据

文献 [34] 给出的内域时间积分稳定条件确定 ∆τ 取

值范围为 ∆τ 6 0.86).

图 11 MTF谱元格式的时域稳定条件

Fig. 11 Time-domain stability condition of the spectral

element scheme of MTF

图 11结果表明，不同 MTF谱元格式的稳定性，

随着插值多项式阶次的升高而逐步降低，变化趋势

与精度结果正好相反.对此可作如下解释：当插值多

项式阶次升高 (即越来越接近谱单元阶次)时，相应

的 MTF 谱元格式与内域的单元位移模式匹配得更

好，表现为精度提高；但是高精度插值格式对人工

波速的变化更为敏感，在人工波速增大时更有可能

发生失稳.

5 结论

本文提出应用谱元法和透射边界条件实现高效

近场波动数值模拟的思路，探讨了MTF与谱元离散

模型结合的关键问题，得到的主要结论如下：

(1) MTF与谱元离散格式的结合，采用空间内插

方案比较合适，不宜采用时间内插方案.

(2)传统的 MTF有限元格式适用于等距节点情

形，不能直接套用到谱元法中.其中，传统格式实现

一阶MTF的三点抛物线内插法可以借鉴，但需改变

插值系数. 高阶 MTF的齐次内插方法不能使用，本

文提出的简单内插方法可以作为一种替代方案.

(3)根据插值多项式阶次的不同，可得到不同的

MTF谱元格式，插值阶次越接近谱单元阶次，其精

度越高.理论分析和数值试验都表明，基于谱单元位

移模式插值的MTF谱元格式具有最高的精度，原因

是它不仅插值阶次与单元阶次一致，而且插值基函

数也与单元形函数一致.

(4)不同 MTF谱元格式的稳定临界值随着插值

多项式阶次的提高而降低，表明插值多项式阶次较

高的MTF谱元格式对人工波速的敏感性更强，在较

大人工波速时相对较容易失稳.不过，所有格式均在

人工波速大大超过介质物理波速时才可能发生失稳.
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